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Àííîòàöèÿ. Â ðàáîòå ðàññìàòðèâàþòñÿ çàäà÷è îïòèìàëüíîãî
âîññòàíîâëåíèÿ ôóíêöèé è èõ ïðîèçâîäíûõ ïî ïðèáëèæåííûì
çíà÷åíèÿì êîýôôèöèåíòîâ Ôóðüå. Ïðèâîäÿòñÿ ÿâíûå âûðàæå-
íèÿ îïòèìàëüíûõ ìåòîäîâ âîññòàíîâëåíèÿ äëÿ êëàññîâ ãëàäêèõ
è àíàëèòè÷åñêèõ ôóíêöèé, îïðåäåëåííûõ íà ðàçëè÷íûõ êîì-
ïàêòíûõ ìíîãîîáðàçèÿõ.

1. Ïîñòàíîâêà çàäà÷è

Íà÷íåì ñ îáùåé ïîñòàíîâêè çàäà÷è îá îïòèìàëüíîì âîññòàíîâ-
ëåíèè. Ïóñòü X � âåêòîðíîå ïðîñòðàíñòâî, Z � íîðìèðîâàííîå
ïðîñòðàíñòâî è T : X → Z � ëèíåéíûé îïåðàòîð. Òðåáóåòñÿ âîñ-
ñòàíîâèòü çíà÷åíèÿ T íà ìíîæåñòâå (êëàññå) W ⊂ X ïî íåêîòî-
ðîé èíôîðìàöèè îá ýëåìåíòàõ èç ýòîãî êëàññà. Òî÷íåå ãîâîðÿ, ïðî
êàæäûé ýëåìåíò x ∈ W ìû ðàñïîëàãàåì èíôîðìàöèåé I(x), ãäå I
� íåêîòîðîå îòîáðàæåíèå (íàçûâàåìîå èíôîðìàöèîííûì) èç W â
âåêòîðíîå ïðîñòðàíñòâî Y . Èíôîðìàöèÿ îá ýëåìåíòàõ èç W ìîæåò
áûòü çàäàíà íåòî÷íî, è ïîýòîìó I, âîîáùå ãîâîðÿ, � ìíîãîçíà÷íîå
îòîáðàæåíèå.
Â êà÷åñòâå ìåòîäà âîññòàíîâëåíèÿ äîïóñêàåòñÿ ëþáîå îòîáðàæå-

íèå ϕ : Y → Z. Ïîãðåøíîñòüþ ýòîãî ìåòîäà íàçûâàåòñÿ âåëè÷èíà

e(T,W, I, ϕ) = sup
x∈W
y∈I(x)

‖Tx− ϕ(y)‖Z .

Âåëè÷èíà

(1) E(T,W, I) = inf
ϕ : Y→Z

e(T,W, I, ϕ)

íîñèò íàçâàíèå ïîãðåøíîñòè îïòèìàëüíîãî âîññòàíîâëåíèÿ, à ìå-
òîä, íà êîòîðîì äîñòèãàåòñÿ íèæíÿÿ ãðàíü, íàçûâàåòñÿ îïòèìàëü-
íûì ìåòîäîì âîññòàíîâëåíèÿ (îïåðàòîðà T íà êëàññå W ïî èí-
ôîðìàöèè I).
Â ðàáîòå èçó÷àåòñÿ ñèòóàöèÿ, êîãäà X � íåêîòîðîå ïîäïðîñòðàí-

ñòâî ôóíêöèé â L2(M), ãäå M � êîìïàêòíîå ìíîãîîáðàçèå (íàïðè-
ìåð, îêðóæíîñòü, d-ìåðíàÿ ñôåðà, êðóã â êîìïëåêñíîé ïëîñêîñòè),

Ðàáîòà âûïîëíåíà ïðè ôèíàíñîâîé ïîääåðæêå Ðîññèéñêîãî ôîíäà ôóíäà-
ìåíòàëüíûõ èññëåäîâàíèé (ãðàíòû �99-01-01181 è �00�15�96109).
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W ⊂ X � êëàññ ôóíêöèé òàêîé, ÷òî åãî ÷àñòíûìè ñëó÷àÿìè ÿâ-
ëÿþòñÿ ðàçëè÷íûå êëàññû ãëàäêèõ è àíàëèòè÷åñêèõ ôóíêöèé (íà-
ïðèìåð, êëàññû Ñîáîëåâà, Õàðäè�Ñîáîëåâà, Áåðãìàíà�Ñîáîëåâà),
T : X →M � îïåðàòîð ìóëüòèïëèêàòîðíîãî òèïà, ÷àñòíûì ñëó÷à-
åì êîòîðîãî ÿâëÿåòñÿ îïåðàòîð äèôôåðåíöèðîâàíèÿ, è èíôîðìà-
öèÿ îá x(·) ∈ W çàêëþ÷àåòñÿ â òîì, ÷òî íàì èçâåñòíû ñ íåêîòîðîé
ïîãðåøíîñòüþ (â òîé èëè èíîé ìåòðèêå) âñå èëè êîíå÷íîå ÷èñëî
êîýôôèöèåíòîâ Ôóðüå ôóíêöèè x(·).
Çàäà÷à âîññòàíîâëåíèÿ ëèíåéíûõ îïåðàòîðîâ â ãèëüáåðòîâûõ

ïðîñòðàíñòâàõ, êîãäà I � ëèíåéíûé îïåðàòîð (ò.å. èíôîðìàöèÿ çà-
äàíà òî÷íî), èçó÷àëàñü â ðàáîòå [1]. Â ñëó÷àå, êîãäà èíôîðìàöè-
îííîå îòîáðàæåíèå I ñî çíà÷åíèÿìè â ãèëüáåðòîâîì ïðîñòðàíñòâå
åñòü ñóììà ëèíåéíîãî îïåðàòîðà è øàðà íåêîòîðîãî ðàäèóñà (çàäà-
þùåãî ïîãðåøíîñòü), ñîîòâåòñòâóþùàÿ çàäà÷à âîññòàíîâëåíèÿ ðàñ-
ñìàòðèâàëàñü â ðàáîòå [2] (ñì. òàêæå [3]�[5]). Â [2], â ÷àñòíîñòè,
äîêàçàíî, ÷òî ñðåäè îïòèìàëüíûõ ìåòîäîâ âîññòàíîâëåíèÿ èìååò-
ñÿ ëèíåéíûé, è ïðåäëîæåí íåêèé ñïîñîá åãî íàõîæäåíèÿ. Ìû íå
ïîëüçóåìñÿ ýòèì ðåçóëüòàòîì. Íàø ïîäõîä îñíîâàí íà ñòàíäàðò-
íûõ ïðèíöèïàõ âûïóêëîé îïòèìèçàöèè, ÿâëÿþùèõñÿ åñòåñòâåííûì
èíñòðóìåíòîì ðåøåíèÿ ïîäîáíîãî ðîäà çàäà÷ (î ðåøåíèè çàäà÷ âîñ-
ñòàíîâëåíèÿ ëèíåéíûõ ôóíêöèîíàëîâ ñ îáùèõ ïîçèöèé òåîðèè ýêñ-
òðåìóìà ñì. [6]�[8]). Òàêîé ïîäõîä ïîçâîëÿåò ïîëó÷èòü ÿâíûå âûðà-
æåíèÿ äëÿ îïòèìàëüíûõ ìåòîäîâ âîññòàíîâëåíèÿ è â òåõ ñëó÷àÿõ,
êîãäà ïîãðåøíîñòü èíôîðìàöèîííîãî îïåðàòîðà çàäàåòñÿ â ðàâíî-
ìåðíîé ìåòðèêå.
Â íàñòîÿùåé ðàáîòå ñíà÷àëà ïîäðîáíî ðàññìàòðèâàþòñÿ çàäà-

÷è âîññòàíîâëåíèÿ äëÿ êëàññîâ ôóíêöèé, çàäàííûõ íà îêðóæíî-
ñòè. Ìû äîêàçûâàåì ðåçóëüòàòû äîñòàòî÷íî îáùåãî õàðàêòåðà è
èçâëåêàåì èç íèõ ñëåäñòâèÿ äëÿ ðàçëè÷íûõ êëàññîâ ãëàäêèõ è àíà-
ëèòè÷åñêèõ ôóíêöèé. Íåçíà÷èòåëüíàÿ ìîäèôèêàöèÿ ýòèõ ðåçóëü-
òàòîâ ïîçâîëÿåò ïîëó÷àòü àíàëîãè÷íûå óòâåðæäåíèÿ äëÿ êëàññîâ
ôóíêöèé íà äðóãèõ ìíîãîîáðàçèÿõ, ÷òî èëëþñòðèðóåòñÿ íà êëàñ-
ñàõ ôóíêöèé, çàäàííûõ íà d-ìåðíîé ñôåðå è íà åäèíè÷íîì êðóãå
êîìïëåêñíîé ïëîñêîñòè. Ñïèñîê ïîäîáíûõ ïðèìåðîâ ìîæåò áûòü
ïðîäîëæåí.
Ïåðåéäåì ê òî÷íîìó îïèñàíèþ êëàññà W , îïåðàòîðà T è èíôîð-

ìàöèîííûõ îòîáðàæåíèé I â ñëó÷àå, êîãäà M = T. Ïóñòü x(·) ïðè-
íàäëåæèò ïðîñòðàíñòâó L2(T) ñ íîðìîé

‖x(·)‖L2(T) =

(
1

2π

∫
T
|x(t)|2 dt

)1/2

è

xj =
1

2π

∫
T
x(t)e−ijt dt, j ∈ Z,
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� êîýôôèöèåíòû Ôóðüå x(·). Ïóñòü, äàëåå, ν = {νj}j∈Z � ïîñëå-
äîâàòåëüíîñòü íåîòðèöàòåëüíûõ ÷èñåë. Ñîïîñòàâèì ν ñëåäóþùåå
ïîäïðîñòðàíñòâî â L2(T)

X = Xν(T) =
{
x(·) ∈ L2(T) :

∑
j∈Z

νj|xj|2 <∞
}

è ñîîòâåòñòâóþùèé êëàññ

W = W ν(T) =
{
x(·) ∈ X :

∑
j∈Z

νj|xj|2 ≤ 1
}
.

Ïðèâåäåì ïðèìåðû êëàññîâ òàêîãî òèïà. Ïðåæäå âñåãî, ýòî ñî-

áîëåâñêèé êëàññ W r
2 (T), ñîñòîÿùèé èç 2π-ïåðèîäè÷åñêèõ ôóíêöèé

x(·), ó êîòîðûõ (r − 1)-ÿ ïðîèçâîäíàÿ àáñîëþòíî íåïðåðûâíà è
‖x(r)(·)‖L2(T) ≤ 1. Ïîëîæèâ

X =
{
x(·) ∈ L2(T) :

∑
j∈Z

j2r|xj|2 <∞
}
,

ïî òåîðåìå Ïëàíøåðåëÿ ïîëó÷èì ýêâèâàëåíòíîå îïðåäåëåíèå ñîáî-
ëåâñêîãî êëàññà:

W r
2 (T) =

{
x(·) ∈ X :

∑
j∈Z

j2r|xj|2 ≤ 1
}
.

Òàêèì îáðàçîì, W r
2 (T) = W ν(T), ãäå ν = {j2r}j∈Z.

Îáîçíà÷èì ÷åðåç Hβ
2 (T) ïðîñòðàíñòâî Õàðäè 2π-ïåðèîäè÷åñêèõ

ôóíêöèé x(·), àíàëèòè÷åñêè ïðîäîëæàåìûõ â ïîëîñó Sβ = {z ∈ C :
Im z| < β} è óäîâëåòâîðÿþùèõ óñëîâèþ

‖x(·)‖Hβ2 (T) = sup
0<ρ<β

(
1

4π

∫
T

(
|x(t+ iρ)|2 + |x(t− iρ)|2

)
dt

)1/2

<∞.

Ïðîñòðàíñòâîì Áåðãìàíà Aβ2 (T) íàçûâàåòñÿ ìíîæåñòâî 2π-ïå-
ðèîäè÷åñêèõ ôóíêöèé x(·), àíàëèòè÷åñêè ïðîäîëæàåìûõ â ïîëîñó
Sβ è óäîâëåòâîðÿþùèõ óñëîâèþ

‖x(·)‖Aβ2 (T) =

(
1

4πβ

∫
T
dt

∫ β

−β
|x(t+ iρ)|2 dρ

)1/2

<∞.

Êëàññû Õàðäè�Ñîáîëåâà Hr,β
2 (T) è Áåðãìàíà�Ñîáîëåâà Ar,β2 (T)

îïðåäåëÿþòñÿ êàê ìíîæåñòâà 2π-ïåðèîäè÷åñêèõ ôóíêöèé x(·), àíà-
ëèòè÷åñêè ïðîäîëæàåìûõ â ïîëîñó Sβ è óäîâëåòâîðÿþùèõ óñëîâèþ
‖x(r)(·)‖Hβ2 (T) ≤ 1 è ‖x(r)(·)‖Aβ2 (T) ≤ 1 ñîîòâåòñòâåííî.

Ôóíêöèè èç ïðîñòðàíñòâà Õàðäè Hβ
2 (T) èìåþò ïî÷òè âñþäó ãðà-

íè÷íûå çíà÷åíèÿ, à ñàìî ïðîñòðàíñòâî Hβ
2 (T) ÿâëÿåòñÿ ãèëüáåðòî-

âûì ñî ñêàëÿðíûì ïðîèçâåäåíèåì

(x(·), y(·))Hβ2 (T) =
1

4π

∫
T

(
x(t+ iβ)y(t+ iβ) + x(t− iβ)y(t− iβ)

)
dt.
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Ïðîñòðàíñòâî Áåðãìàíà Aβ2 (T) òàêæå ÿâëÿåòñÿ ãèëüáåðòîâûì ñî
ñêàëÿðíûì ïðîèçâåäåíèåì

(x(·), y(·))Aβ2 (T) =
1

4πβ

∫
T
dt

∫ β

−β
x(t+ iρ)y(t+ iρ) dρ.

Ñèñòåìà ôóíêöèé {eij·}j∈Z îáðàçóåò îðòîãîíàëüíûé áàçèñ â ïðî-

ñòðàíñòâàõ Hβ
2 (T) è Aβ2 (T), ïðè ýòîì

‖eij·‖2W =


ch 2jβ, W = Hβ

2 (T),

1, W = Aβ2 (T), j = 0,
sh 2jβ

2jβ
, W = Aβ2 (T), j 6= 0.

Òåì ñàìûì, x(·) ∈ W = W r
2 (T), Hr,β

2 (T), Ar,β2 (T) â òîì è òîëüêî òîì
ñëó÷àå, åñëè

x(t) =
∑
j∈Z

xje
ijt

è ∑
j∈Z

νj(W )|xj|2 ≤ 1,

ãäå

νj(W ) =


j2r, W = W r

2 (T),

j2r ch 2jβ, W = Hr,β
2 (T),

j2r
sh 2jβ

2jβ
, W = Ar,β2 (T).

Ïðè ýòîì â êà÷åñòâå X ðàññìàòðèâàþòñÿ ïðîñòðàíñòâà

X = Xν(W ) =
{
x(·) ∈ L2(T) :

∑
j∈Z

νj(W )|xj|2 <∞
}
.

Îïåðàòîðû ìóëüòèïëèêàòîðíîãî òèïà T : X → L2(T), êîòîðûå
çäåñü èçó÷àþòñÿ, îïðåäåëÿþòñÿ ñëåäóþùèì îáðàçîì: åñëè y(·) =
Tx(·) è {xj}j∈Z, {yj}j∈Z � êîýôôèöèåíòû Ôóðüå x(·) è y(·) ñîîòâåò-
ñòâåííî, òî yj = γjxj, j ∈ Z, ãäå {γj}j∈Z � íåêîòîðàÿ ïîñëåäîâàòåëü-
íîñòü ÷èñåë. ßñíî, ÷òî, íàïðèìåð, îïåðàòîðó äèôôåðåíöèðîâàíèÿ
ïîðÿäêà k > 0 ñîîòâåòñòâóåò ïîñëåäîâàòåëüíîñòü γj = (ij)k, j ∈ Z.
Îïèøåì, íàêîíåö, èíôîðìàöèîííûå îòîáðàæåíèÿ, êîòîðûå áó-

äóò ðàññìàòðèâàòüñÿ.
1. Èíôîðìàöèÿ Ix(·) = Iδx(·) î ôóíêöèè x(·) ∈ W çàêëþ÷àåòñÿ

â òîì, ÷òî ìû ðàñïîëàãàåì ÷èñëàìè {yj}j∈Z òàêèìè, ÷òî∑
j∈Z

|xj − yj|2 ≤ δ2,
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ãäå {xj}j∈Z � êîýôôèöèåíòû Ôóðüå x(·) è δ > 0. Ôîðìàëüíî ýòî
îçíà÷àåò, ÷òî åñëè

Y = l2 =
{
z = {zj}j∈Z : ‖z‖2l2 =

∑
j∈Z

|zj|2 <∞
}
,

F : X → Y � ëèíåéíûé îïåðàòîð òàêîé, ÷òî Fx(·) = {xj}j∈Z, à BY
� åäèíè÷íûé øàð â Y , òî Iδx(·) = Fx(·) + δBY .
2. Èíôîðìàöèÿ Ix(·) = I2N+1

δ x(·) î ôóíêöèè x(·) ∈ W çàêëþ÷à-
åòñÿ â òîì, ÷òî ìû ðàñïîëàãàåì ÷èñëàìè {yj}|j|≤N òàêèìè, ÷òî∑

|j|≤N

|xj − yj|2 ≤ δ2,

ãäå {xj}|j|≤N � ïåðâûå 2N + 1 êîýôôèöèåíòîâ Ôóðüå x(·) è δ > 0.

Â äàííîì ñëó÷àå I2N+1
δ x(·) = Fx(·) + δBY , ãäå

Y = l2N+1
2 =

{
z = {zj}|j|≤N : ‖z‖2

l2N+1
2

=
∑
|j|≤N

|zj|2
}
,

Fx(·) = {xj}|j|≤N .
3. Èíôîðìàöèÿ Ix(·) = I2N+1

δ
x(·) î ôóíêöèè x(·) ∈ W çàêëþ-

÷àåòñÿ â òîì, ÷òî ìû ðàñïîëàãàåì ÷èñëàìè {yj}|j|≤N òàêèìè, ÷òî
|xj − yj| ≤ δj, |j| ≤ N , ãäå {xj}|j|≤N � ïåðâûå 2N + 1 êîýôôèöèåí-

òîâ Ôóðüå x(·), δ = {δj}|j|≤N è δj > 0, |j| ≤ N . Åñëè

Y = l2N+1
∞ =

{
z = {zj}|j|≤N : ‖z‖l2N+1

∞
= sup
|j|≤N

|zj|
}
,

Fx(·) = {xj}|j|≤N è

(2) B(δ) =
{
z = {zj}|j|≤N : |zj| ≤ δj, |j| ≤ N

}
,

òî I2N+1

δ
x(·) = Fx(·) +B(δ).

Ïðè íåêîòîðûõ ïðåäïîëîæåíèÿõ î ïîñëåäîâàòåëüíîñòè ν =
{νj}j∈Z, çàäàþùåé êëàññW è ïîñëåäîâàòåëüíîñòè γ = {γj}j∈Z, çàäà-
þùåé îïåðàòîð T , äëÿ âñåõ ïåðå÷èñëåííûõ èíôîðìàöèîííûõ îòîá-
ðàæåíèé ìû íàõîäèì âåëè÷èíó ïîãðåøíîñòè îïòèìàëüíîãî âîññòà-
íîâëåíèÿ è âûïèñûâàåì îïòèìàëüíûé ìåòîä âîññòàíîâëåíèÿ îïå-
ðàòîðà T íà êëàññå W . Â êà÷åñòâå ñëåäñòâèÿ ïðèâîäÿòñÿ ñîîòâåò-
ñòâóþùèå óòâåðæäåíèÿ äëÿ ðÿäà êîíêðåòíûõ êëàññîâ ãëàäêèõ è
àíàëèòè÷åñêèõ ôóíêöèé.

2. Ôîðìóëèðîâêà îñíîâíûõ ðåçóëüòàòîâ

Ïóñòü äàíû ïîñëåäîâàòåëüíîñòè ν = {νj}j∈Z è γ = {γj}j∈Z. Ïî-
ëîæèì µj = |γj|2, j ∈ Z. Áóäåì ïðåäïîëàãàòü, ÷òî âûïîëíåíû ñëå-
äóþùèå óñëîâèÿ:

1) {µj}j∈Z è {νj}j∈Z � ÷åòíûå ïîñëåäîâàòåëüíîñòè (ò.å. µj =
µ−j è νj = ν−j, j ∈ Z) è µ0 = ν0 = 0;
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2) {µj}j∈N, {νjµ−1j }j∈N � ïîëîæèòåëüíûå âîçðàñòàþùèå ïîñëå-
äîâàòåëüíîñòè è νj →∞ ïðè j →∞;

3) ïðè âñåõ λ1, λ2 > 0 ïîñëåäîâàòåëüíîñòü {−µj+λ1+λ2νj}j∈Z+

èìååò íå áîëåå äâóõ ïåðåìåí çíàêà (ïðè çàìåíå íóëåâûõ çíà-
÷åíèé íà ëþáîå èç çíà÷åíèé ±1).

2.1. Âîññòàíîâëåíèå ïî íåòî÷íîé èíôîðìàöèè î êîýôôè-
öèåíòàõ Ôóðüå â ìåòðèêå l2. Çàäà÷à (1) çàïèñûâàåòñÿ â äàííîì
ñëó÷àå òàê:

(3) E(T,W, Iδ) = inf
ϕ : l2→L2(T)

sup
x(·)∈W, y∈l2
‖Fx(·)−y‖l2≤δ

‖Tx(·)− ϕ(y)(·)‖L2(T),

ãäå Fx(·) = {xj}j∈Z � êîýôôèöèåíòû Ôóðüå x(·).

Òåîðåìà 1. Ïóñòü ïîñëåäîâàòåëüíîñòè {µj}j∈Z è {νj}j∈Z óäîâëå-

òâîðÿþò óñëîâèÿì 1)�3), à T è W � ñîîòâåòñòâóþùèå èì îïå-

ðàòîð è êëàññ. Òîãäà

E(T,W, Iδ) =



√
µ1

ν1
, δ ≥ ν

−1/2
1 ,√

δ2µs + (1− δ2νs)
µs+1 − µs
νs+1 − νs

, ν
−1/2
s+1 ≤ δ < ν

−1/2
s ,

s ≥ 1.

Ïðè ýòîì ìåòîä

ϕ̂(y)(·) =
∑
j∈Z

γj

(
1 + νj

µs+1 − µs
µsνs+1 − µs+1νs

)−1
yje

ij·

ÿâëÿåòñÿ îïòèìàëüíûì, åñëè ν
−1/2
s+1 ≤ δ < ν

−1/2
s , s ≥ 1, à åñëè

δ ≥ ν
−1/2
1 , òî ϕ̂(y)(·) = 0 � îïòèìàëüíûé ìåòîä.

Ïðèìåíèì òåîðåìó 1 ê çàäà÷å îïòèìàëüíîãî âîññòàíîâëåíèÿ k-
é ïðîèçâîäíîé (ñîîòâåòñòâóþùèé îïåðàòîð áóäåì îáîçíà÷àòü ÷å-

ðåç Dk) ôóíêöèè èç êëàññà W = W r
2 (T), Hr,β

2 (T), Ar,β2 (T) ïî èí-
ôîðìàöèè Iδ. Íåòðóäíî óáåäèòüñÿ, ÷òî â ýòîì ñëó÷àå äëÿ νj =
νj(W ) è µj = j2k óñëîâèÿ 1)�3) âûïîëíåíû (ïîñëåäíåå èç íèõ
âûòåêàåò èç òîãî, ÷òî ïðè âñåõ λ1, λ2 > 0 ïîñëåäîâàòåëüíîñòü
{(λ1 + λ2νj(W ))µ−1j }j∈N ÿâëÿåòñÿ âûïóêëîé, ò.å. åå âòîðàÿ ðàçíîñòü
íåîòðèöàòåëüíà). Òåì ñàìûì ïîëó÷àåì

Ñëåäñòâèå 1. Äëÿ ïîãðåøíîñòè îïòèìàëüíîãî âîññòàíîâëåíèÿ

k-é ïðîèçâîäíîé ôóíêöèè èç êëàññà W = W r
2 (T), Hr,β

2 (T), Ar,β2 (T) ïî
èíôîðìàöèè Iδ èìååò ìåñòî ðàâåíñòâî

E(Dk,W, Iδ) = ν
−1/2
1 (W )
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ïðè δ ≥ ν
−1/2
1 (W ) è

E(Dk,W, Iδ) =

√
δ2s2k + (1− δ2νs(W ))

(s+ 1)2k − s2k

νs+1(W )− νs(W )

ïðè ν
−1/2
s+1 (W ) ≤ δ < ν

−1/2
s (W ), s ≥ 1. Ïðè ýòîì ìåòîä

ϕ̂(y)(·) =
∑
|j|≥1

(ij)k
(

1 + νj(W )
(s+ 1)2k − s2k

s2kνs+1(W )− (s+ 1)2kνs(W )

)−1
yje

ij·

ÿâëÿåòñÿ îïòèìàëüíûì, åñëè ν
−1/2
s+1 (W ) ≤ δ < ν

−1/2
s (W ), s ≥ 1, à

åñëè δ ≥ ν
−1/2
1 (W ), òî ϕ̂(y)(·) = 0 � îïòèìàëüíûé ìåòîä.

Äëÿ âîññòàíîâëåíèÿ ñàìèõ ôóíêöèé (k = 0) èç êëàññîâ W =

W r
2 (T), Hr,β

2 (T), Ar,β2 (T) èìååò ìåñòî ñëåäóþùèé ðåçóëüòàò:

(4) E(Id,W, Iδ) = δ,

ãäå Id � òîæäåñòâåííûé îïåðàòîð, è

(5) ϕ̂(y)(·) =
∑
j∈Z

yje
ij·

� îïòèìàëüíûé ìåòîä.

2.2. Âîññòàíîâëåíèå ïî íåòî÷íîé èíôîðìàöèè î êîýôôèöè-
åíòàõ Ôóðüå â ìåòðèêå l2N+1

2 . Â ýòîì ñëó÷àå çàäà÷à (1) èìååò
âèä:

E(T,W, I2N+1
δ ) = inf

ϕ : l2N+1
2 →L2(T)

sup
x(·)∈W, y∈l2N+1

2
‖Fx(·)−y‖

l2N+1
2

≤δ

‖Tx(·)− ϕ(y)(·)‖L2(T),

ãäå Fx(·) = {xj}|j|≤N � ïåðâûå 2N + 1 êîýôôèöèåíòîâ Ôóðüå x(·).

Òåîðåìà 2. Ïóñòü âûïîëíåíû óñëîâèÿ òåîðåìû 1. Ïîëîæèì

(6) s0 = s0(N) = min

{
s ∈ N :

µs+1 − µs
νs+1 − νs

≤ µN+1

νN+1

}
.

Òîãäà ïðè δ ≥ ν
−1/2
s0

E(T,W, I2N+1
δ ) = E(T,W, Iδ)

è ìåòîä

ϕ̂(y)(·) =
∑
|j|≤N

γj

(
1 + νj

µs+1 − µs
µsνs+1 − µs+1νs

)−1
yje

ij·

ÿâëÿåòñÿ îïòèìàëüíûì, åñëè ν
−1/2
s+1 ≤ δ < ν

−1/2
s , 1 ≤ s ≤ s0 − 1,

à åñëè δ ≥ ν
−1/2
1 , òî ϕ̂(y)(·) = 0 � îïòèìàëüíûé ìåòîä. Ïðè
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0 < δ < ν
−1/2
s0

E(T,W, I2N+1
δ ) =

√
δ2µs0 + (1− δ2νs0)

µN+1

νN+1

è

ϕ̂(y)(·) =
∑
|j|≤N

γj

(
1 + νj

µN+1

µs0νN+1 − µN+1νs0

)−1
yje

ij·

� îïòèìàëüíûé ìåòîä.

Íåòðóäíî óáåäèòüñÿ, ÷òî ïðè M ≥ N

E(T,W, I2N+1
δ ) ≥ E(T,W, I2M+1

δ ) ≥ E(T,W, Iδ).

Ïîýòîìó èç òåîðåìû 2 âûòåêàåò, ÷òî ïðè δ ≥ δN = ν
−1/2
s0 óâåëè÷åíèå

÷èñëà êîýôôèöèåíòîâ Ôóðüå, èçâåñòíûõ ñ òîé æå ïîãðåøíîñòüþ δ,
íå ïðèâîäèò ê óìåíüøåíèþ ïîãðåøíîñòè îïòèìàëüíîãî âîññòàíîâ-
ëåíèÿ.
Òåì ñàìûì ïðè ôèêñèðîâàííîì óðîâíå ïîãðåøíîñòè δ ìèíèìàëü-

íîå ÷èñëî ïåðâûõ êîýôôèöèåíòîâ Ôóðüå (áåç ó÷åòà íóëåâîãî, òàê
êàê â ñèëó óñëîâèÿ µ0 = 0 îí íå èñïîëüçóåòñÿ â îïòèìàëüíîì ìåòî-
äå), êîòîðûå íàäî çíàòü äëÿ ìàêñèìàëüíî òî÷íîãî âîññòàíîâëåíèÿ
îïåðàòîðà T , ðàâíî 2N0, ãäå

N0 = min{N ∈ N : δN ≤ δ }.

Î÷åâèäíûì îáðàçîì ìîæåò áûòü ñôîðìóëèðîâàí àíàëîã ñëåä-
ñòâèÿ 1 äëÿ çàäà÷è âîññòàíîâëåíèÿ k-é ïðîèçâîäíîé ôóíêöèè èç
êëàññà W = W r

2 (T), Hr,β
2 (T), Ar,β2 (T) ïî èíôîðìàöèè I2N+1

δ . ×òî êà-
ñàåòñÿ âîññòàíîâëåíèÿ ñàìèõ ôóíêöèé èç ýòèõ êëàññîâ, òî ñïðàâåä-
ëèâ ñëåäóþùèé ðåçóëüòàò:

E(Id,W, I2N+1
δ ) =

√
δ2 + ν−1N+1(W )

è

ϕ̂(y)(·) =
∑
|j|≤N

(
1 +

νj(W )

νN+1(W )

)−1
yje

ij·

� îïòèìàëüíûé ìåòîä.

2.3. Âîññòàíîâëåíèå ïî íåòî÷íîé èíôîðìàöèè î êîýôôèöè-
åíòàõ Ôóðüå â ðàâíîìåðíîé ìåòðèêå. Çàäà÷à (1) çàïèñûâàåòñÿ
â ýòîì ñëó÷àå òàê:

E(T,W, I2N+1

δ
) = inf

ϕ : l2N+1
∞ →L2(T)

sup
x(·)∈W, y∈l2N+1

∞
Fx(·)−y∈B(δ)

‖Tx(·)− ϕ(y)(·)‖L2(T),

ãäå Fx(·) = {xj}|j|≤N � ïåðâûå 2N + 1 êîýôôèöèåíòîâ Ôóðüå x(·),
à B(δ) � ïàðàëëåëåïèïåä, îïðåäåëåííûé ðàâåíñòâîì (2).
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Òåîðåìà 3. Ïóñòü µj, νj > 0, j ∈ N, {νjµ−1j }j∈N � âîçðàñòàþùàÿ

ïîñëåäîâàòåëüíîñòü, ν0 = 0, {µj}j∈Z è {νj}j∈Z � ÷åòíûå ïîñëåäî-

âàòåëüíîñòè, à T è W � ñîîòâåòñòâóþùèå èì îïåðàòîð è êëàññ.

Ïîëîæèì

p0 = p0(δ) = max
{
p ∈ Z+ :

∑
|j|≤p

νjδ
2
j < 1, 0 ≤ p ≤ N

}
.

Òîãäà

E(T,W, I2N+1

δ
) =

√√√√µp0+1

νp0+1

+
∑
|j|≤p0

(
µj − νj

µp0+1

νp0+1

)
δ2j ,

ïðè ýòîì ìåòîä

ϕ̂(y)(·) = γ0y0 +
∑

1≤|j|≤p0

γj

(
1− µp0+1νj

νp0+1µj

)
yje

ij·

ÿâëÿåòñÿ îïòèìàëüíûì.

Ýòà òåîðåìà òàêæå ïðèìåíèìà ê çàäà÷å îïòèìàëüíîãî âîññòàíîâ-
ëåíèÿ ôóíêöèé è èõ ïðîèçâîäíûõ èç êëàññîâ W = W r

2 (T), Hr,β
2 (T),

Ar,β2 (T) ïî èíôîðìàöèè I2N+1

δ
. Ïðè ýòîì, êàê è ðàíüøå, äëÿ ôîðìó-

ëèðîâêè ñîîòâåòñòâóþùåãî ðåçóëüòàòà íàäî ïîëîæèòü â òåîðåìå 3
µj = j2k, νj = νj(W ), j ∈ Z.

3. Äîêàçàòåëüñòâà

Ïåðåä íåïîñðåäñòâåííûì äîêàçàòåëüñòâîì ñôîðìóëèðîâàííûõ
âûøå òåîðåì îòìåòèì äâà óòâåðæäåíèÿ îáùåãî õàðàêòåðà è çàòåì
îïèøåì ñõåìó, ïî êîòîðîé ýòè òåîðåìû áóäóò äîêàçûâàòüñÿ.

Ëåììà 1. Ïóñòü â çàäà÷å (1)

gr I = { (x, y) ∈ X × Y : x ∈ W, y ∈ I(x) }
ÿâëÿåòñÿ âûïóêëûì öåíòðàëüíî-ñèììåòðè÷íûì ìíîæåñòâîì.

Òîãäà

E(T,W, I) ≥ sup
x∈W

x∈I−1(0)

‖Tx‖Z ,

ãäå I−1(0) = {x ∈ W : 0 ∈ I(x)}.

Äîêàçàòåëüñòâî. Äëÿ ëþáîãî ìåòîäà ϕ ïðè âñåõ x ∈ W òàêèõ, ÷òî
x ∈ I−1(0), èìååì

2‖Tx‖Z ≤ ‖Tx− ϕ(0)‖Z + ‖T (−x)− ϕ(0)‖Z ≤ 2e(T,W, I, ϕ).

Ñëåäîâàòåëüíî, äëÿ ëþáîãî ìåòîäà ϕ

e(T,W, I, ϕ) ≥ sup
x∈W

x∈I−1(0)

‖Tx‖Z ,

îòêóäà ñðàçó æå âûòåêàåò äîêàçûâàåìàÿ îöåíêà. �
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Ëåììà 2. Ïóñòü X, Y , Z, W , T è I òå æå, ÷òî è â çàäà÷å (1), Y0
� ëèíåéíîå ïðîñòðàíñòâî ñ ïîëóñêàëÿðíûì ïðîèçâåäåíèåì (·, ·)Y0
è ñîîòâåòñòâóþùåé ïîëóíîðìîé ‖ · ‖Y0, I0 : X → Y0, S : Y → Y0 �
ëèíåéíûå îïåðàòîðû è

gr I ⊂ { (x, y) ∈ X × Y : ‖I0x− Sy‖Y0 ≤ 1 }.

Ïóñòü, äàëåå, ψ : Y → X � îòîáðàæåíèå, ñîïîñòàâëÿþùåå y ∈ Y
ðåøåíèå ýêñòðåìàëüíîé çàäà÷è

(7) ‖I0x− Sy‖2Y0 → min, x ∈ X.

Òîãäà äëÿ ïîãðåøíîñòè ìåòîäà ϕ̂ = T ◦ ψ ñïðàâåäëèâà îöåíêà

e(T,W, I, ϕ̂) ≤ sup
‖I0x‖Y0≤1

‖Tx‖Z .

Äîêàçàòåëüñòâî. Íåòðóäíî ïðîâåðèòü, ÷òî äëÿ òîãî ÷òîáû x̂ ∈ X
áûëî ðåøåíèåì çàäà÷è (7), íåîáõîäèìî è äîñòàòî÷íî âûïîëíåíèå
ñîîòíîøåíèÿ

(8) (I0x̂− Sy, I0x)Y0 = 0 ∀x ∈ X.

Ïóñòü (x, y) ∈ gr I (ò.å. x ∈ W è y ∈ I(x)), òîãäà ïî óñëîâèþ ‖I0x−
Sy‖Y0 ≤ 1. Òàê êàê ψ(y) � ðåøåíèå (7), òî âûïîëíåíî (8) (ñ çàìåíîé
x̂ íà ψ(y)) è ïîýòîìó

‖I0x− Sy‖2Y0 = ‖I0x− I0(ψ(y))‖2Y0 + ‖I0(ψ(y))− Sy‖2Y0 .

Ñëåäîâàòåëüíî,

‖I0(x− ψ(y))‖Y0 ≤ ‖I0x− Sy‖Y0 ≤ 1

è, çíà÷èò,

‖Tx−ϕ̂(y))‖Z = ‖Tx−T (ψ(y))‖Z = ‖T (x−ψ(y))‖Z ≤ sup
‖I0h‖Y0≤1

‖Th‖Z .

�

Äàëüíåéøèé ïëàí äîêàçàòåëüñòâà òåîðåì òàêîâ. Îöåíêà ñíèçó
(ëåììà 1) è îöåíêà ñâåðõó (ëåììà 2) äëÿ ïîãðåøíîñòè îïòèìàëü-
íîãî âîññòàíîâëåíèÿ ïðåäñòàâëÿþò ñîáîé çíà÷åíèÿ ýêñòðåìàëüíûõ
çàäà÷. Â ñèëó îïðåäåëåíèé êëàññà W è îïåðàòîðà T ýòè çàäà÷è ðå-
äóöèðóþòñÿ ê çàäà÷àì âûïóêëîãî ïðîãðàììèðîâàíèÿ. Èñïîëüçóÿ
ñòàíäàðòíûå ìåòîäû âûïóêëîé îïòèìèçàöèè, ìû íàõîäèì çíà÷åíèå
çàäà÷è, ñîîòâåòñòâóþùåé îöåíêå ñíèçó, è ïîêàçûâàåì, ÷òî îíî ñîâ-
ïàäàåò ñî çíà÷åíèåì çàäà÷è, ñîîòâåòñòâóþùåé îöåíêå ñâåðõó ïðè
íåêîòîðûõ Y0, I0 è S. Ýòî îçíà÷àåò â ñèëó ëåìì 1 è 2, ÷òî äàííîå
çíà÷åíèå åñòü ïîãðåøíîñòü îïòèìàëüíîãî âîññòàíîâëåíèÿ, à ìåòîä
èç ëåììû 2 � îïòèìàëüíûé ìåòîä âîññòàíîâëåíèÿ (ïðè ýòîì îí
îêàçûâàåòñÿ ëèíåéíûì).
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Äîêàçàòåëüñòâî òåîðåìû 1. 1. Îöåíêà ñíèçó. Ñîãëàñíî ëåììå 1 è
(3) ìû äîëæíû íàéòè çíà÷åíèå ñëåäóþùåé çàäà÷è

(9) ‖Tx(·)‖L2(T) → max, ‖Fx(·)‖l2 ≤ δ, x(·) ∈ W.

Ïåðåõîäÿ ê îáðàçàì Ôóðüå, ïîëó÷àåì â ñèëó ðàâåíñòâà Ïàðñåâàëÿ
è îïðåäåëåíèé îïåðàòîðà T è êëàññà W , ÷òî ýòà çàäà÷à (ñ çàìå-
íîé ‖Tx(·)‖L2(T) íà ‖Tx(·)‖2L2(T)) ìîæåò áûòü çàïèñàíà ñëåäóþùèì
îáðàçîì

(10)
∑
j∈Z

µj|xj|2 → max,
∑
j∈Z

|xj|2 ≤ δ2,
∑
j∈Z

νj|xj|2 ≤ 1.

Îáîçíà÷àÿ uj = |xj|2, j ∈ Z, çàäà÷ó (10) ïåðåïèøåì â âèäå

(11)
∑
j∈Z

µjuj → max,
∑
j∈Z

uj ≤ δ2,
∑
j∈Z

νjuj ≤ 1, uj ≥ 0.

Ýòî çàäà÷à âûïóêëîãî (è äàæå ëèíåéíîãî) ïðîãðàììèðîâàíèÿ. Ñî-
ïîñòàâèì åé ôóíêöèþ Ëàãðàíæà (u = {uj}j∈Z)

L = L(u, λ0, λ1, λ2) =
∑
j∈Z

(λ0µj + λ1 + λ2νj)uj,

ãäå λ0 ≤ 0, λ1, λ2 ≥ 0 � ìíîæèòåëè Ëàãðàíæà. Ñîãëàñíî òåîðåìå
Êóíà�Òàêêåðà åñëè û = {ûj}j∈Z � ðåøåíèå çàäà÷è (11), òî íàéäóòñÿ

òàêèå ìíîæèòåëè Ëàãðàíæà λ̂0 ≤ 0, λ̂1, λ̂2 ≥ 0, íå âñå ðàâíûå íóëþ,
÷òî âûïîëíåíû óñëîâèÿ

(a) min
uj≥0
L(u, λ̂0, λ̂1, λ̂2) = L(û, λ̂0, λ̂1, λ̂2),

(b) λ̂1

(∑
j∈Z

ûj − δ2
)

= 0, λ̂2

(∑
j∈Z

νjûj − 1

)
= 0.

Åñëè äëÿ äîïóñòèìîé â (11) ïîñëåäîâàòåëüíîñòè û = {ûj}j∈Z âû-

ïîëíåíû óñëîâèÿ (a) è (b) ñ λ̂0 < 0, òî û � ðåøåíèå çàäà÷è (11).
Ïîñëåäíåå óòâåðæäåíèå ìîæåò áûòü ëåãêî ïðîâåðåíî. Äåéñòâè-

òåëüíî, ïóñòü u = {uj}j∈Z � äîïóñòèìàÿ ïîñëåäîâàòåëüíîñòü â (11).
Òîãäà, ó÷èòûâàÿ (a) è (b), áóäåì èìåòü

λ̂0
∑
j∈Z

µjuj ≥ λ̂0
∑
j∈Z

µjuj + λ̂1

(∑
j∈Z

uj − δ2
)

+ λ̂2

(∑
j∈Z

νjuj − 1

)
(a)

≥ λ̂0
∑
j∈Z

µjûj + λ̂1

(∑
j∈Z

ûj − δ2
)

+ λ̂2

(∑
j∈Z

νjûj − 1

)
(b)
= λ̂0

∑
j∈Z

µjûj,

ò.å. û = {ûj}j∈Z � ðåøåíèå çàäà÷è (11).

Ìû ïðåäúÿâèì ñåé÷àñ òàêèå λ̂1, λ̂2 ≥ 0 è äîïóñòèìóþ ïîñëåäîâà-
òåëüíîñòü û = {ûj}j∈Z, äëÿ êîòîðûõ âûïîëíÿþòñÿ óñëîâèÿ (a) è (b)

ñ λ̂0 = −1. Òîãäà ïî äîêàçàííîìó û � ðåøåíèå çàäà÷è (11). Âèä λ̂1,
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λ̂2 è û ñëåäóåò èç àíàëèçà ñîîòíîøåíèé (a) è (b). Äåéñòâèòåëüíî, ïî-

ñëåäîâàòåëüíîñòü fj = −µj + λ̂1 + λ̂2νj, j ∈ Z, äîëæíà áûòü íåîòðè-
öàòåëüíîé è ðåøåíèå äîëæíî áûòü ñîñðåäîòî÷åíî â íóëÿõ {fj}j∈Z.
Âñëåäñòâèå óñëîâèÿ íà ÷èñëî ïåðåìåí çíàêà ýòîé ïîñëåäîâàòåëüíî-
ñòè (óñëîâèå 3)) ïîëîæèòåëüíûå íóëè {fj}j∈Z ìîãóò èäòè òîëüêî
ïîäðÿä. Ýòè íàáëþäåíèÿ ïîçâîëÿþò ïðåäúÿâèòü ñîîòâåòñòâóþùèå

λ̂1, λ̂2 è û.

Ïóñòü ñíà÷àëà 0 < δ < ν
−1/2
1 . Òàê êàê νj → ∞ ïðè j → ∞,

íàéäåòñÿ s ≥ 1, äëÿ êîòîðîãî ν
−1/2
s+1 ≤ δ < ν

−1/2
s . Íàéäåì λ̂1 è λ̂2 èç

óñëîâèÿ, ÷òî fs = fs+1 = 0. Òîãäà ïîëó÷èì

(12) λ̂1 =
µsνs+1 − µs+1νs

νs+1 − νs
, λ̂2 =

µs+1 − µs
νs+1 − νs

.

Èç ïðåäïîëîæåíèé î ïîñëåäîâàòåëüíîñòÿõ {µj}j∈Z è {νj}j∈Z ñëå-

äóåò, ÷òî λ̂1, λ̂2 > 0. Ñ ïîëó÷åííûìè λ̂1 è λ̂2 ïîñëåäîâàòåëüíîñòü
{fj}j∈Z íåîòðèöàòåëüíà â ñèëó óñëîâèÿ íà ÷èñëî ïåðåìåí çíàêà ýòîé
ïîñëåäîâàòåëüíîñòè. Òåïåðü íàéäåì ïîñëåäîâàòåëüíîñòü û èç óñëî-
âèÿ, ÷òî îíà ñîñðåäîòî÷åíà â òî÷êàõ s è s+1 è âûïîëíÿþòñÿ óñëîâèÿ
(b), ò.å. us + us+1 = δ2 è νsus + νs+1us+1 = 1. Îòñþäà ïîëó÷àåì, ÷òî

(13) ûs =
δ2νs+1 − 1

νs+1 − νs
, ûs+1 =

1− δ2νs
νs+1 − νs

(ûs ≥ 0, ûs+1 > 0 â ñèëó óñëîâèÿ íà δ). Ïîëîæèì ûj = 0 ïðè j 6=
s, s+1. Òåì ñàìûì û� äîïóñòèìàÿ ïîñëåäîâàòåëüíîñòü. Óñëîâèÿ (a)

è (b) ñ íàéäåííûìè λ̂1, λ̂2, û âûïîëíÿþòñÿ ïðè λ̂0 = −1, è ïîýòîìó
û � ðåøåíèå çàäà÷è (11).

Ïóñòü òåïåðü δ ≥ ν
−1/2
1 . Ïîëîæèì λ̂1 = 0, λ̂2 = µ1ν

−1
1 . Òîãäà fj = 0

ïðè |j| ≤ 1 è fj ≥ 0 ïðè |j| ≥ 2. Ïîëîæèì û1 = ν−11 è ûj = 0 ïðè
j 6= 1. Òàê êàê û1 = ν1 ≤ δ2, òî û � äîïóñòèìàÿ ïîñëåäîâàòåëüíîñòü.

Óñëîâèÿ (a) è (b) î÷åâèäíûì îáðàçîì âûïîëíÿþòñÿ ñ λ̂0 = −1, è,
ñëåäîâàòåëüíî, û � ðåøåíèå çàäà÷è (11).
Èòàê, íàéäåíî ðåøåíèå çàäà÷è (11) äëÿ âñåõ δ > 0, à çíà÷èò,

ðåøåíèå çàäà÷ (10) è (9). Ïîäñòàâëÿÿ û â ìàêñèìèçèðóåìûé ôóíê-
öèîíàë â (11) è èçâëåêàÿ êâàäðàòíûé êîðåíü, ïîëó÷àåì çíà÷åíèå
çàäà÷è (9), êîòîðîå äàåò îöåíêó ñíèçó äëÿ ïîãðåøíîñòè îïòèìàëü-
íîãî âîññòàíîâëåíèÿ

E(T,W, Iδ) ≥



√
µ1

ν1
, δ ≥ ν

−1/2
1 ,√

δ2µs + (1− δ2νs)
µs+1 − µs
νs+1 − νs

, ν
−1/2
s+1 ≤ δ < ν

−1/2
s ,

s ≥ 1.

2. Îöåíêà ñâåðõó. Äëÿ íàéäåííûõ âûøå λ̂1 è λ̂2 ïîëîæèì λ̂ =

λ̂1δ
2+λ̂2 è α̂ = λ̂2(λ̂1δ

2+λ̂2)
−1. Óñëîâèå (a) äëÿ íàéäåííîãî ðåøåíèÿ
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û çàäà÷è (11) ìîæåò áûòü ïåðåïèñàíî â âèäå (ñ λ̂0 = −1)

(a1) min
uj≥0

∑
j∈Z

(−µj + λ̂((1− α̂)δ−2 + α̂νj))uj

=
∑
j∈Z

(−µj + λ̂((1− α̂)δ−2 + α̂νj))ûj.

Êðîìå òîãî, ëåãêî ïðîâåðèòü, ÷òî âûïîëíÿåòñÿ ñîîòíîøåíèå

(b1) (1− α̂)δ−2
∑
j∈Z

ûj + α̂
∑
j∈Z

νjûj = 1.

Ïî òåì æå ñîîáðàæåíèÿì, ÷òî è ðàíüøå, ýòè óñëîâèÿ äîñòàòî÷íû
äëÿ òîãî, ÷òîáû û áûëî ðåøåíèåì çàäà÷è

(14)
∑
j∈Z

µjuj → max, (1− α̂)δ−2
∑
j∈Z

uj + α̂
∑
j∈Z

νjuj ≤ 1, uj ≥ 0.

Òàêèì îáðàçîì, çíà÷åíèÿ çàäà÷ (11) è (14) ñîâïàäàþò.
Ïîêàæåì, ÷òî ê çàäà÷å (14) ìîæåò áûòü ðåäóöèðîâàíà çàäà÷à èç

ëåììû 2. Äåéñòâèòåëüíî, ïóñòü Y0 = l2 × lν , ãäå

lν =

{
z = {zj}j∈Z :

∑
j∈Z

νj|zj|2 <∞
}
.

Îïðåäåëèì íà Y0 ïîëóñêàëÿðíîå ïðîèçâåäåíèå

((x, z), (x′, z′))Y0 = (1− α̂)δ−2
∑
j∈Z

xjx
′
j + α̂

∑
j∈Z

νjzjz
′
j.

Ïóñòü, äàëåå, îïåðàòîð I0 : X → Y0 îïðåäåëåí ðàâåíñòâîì I0x(·) =
(Fx(·), Fx(·)), à S : l2 → Y0 � ðàâåíñòâîì Sy = (y, 0). Åñëè x(·) ∈ W
è ‖Fx(·)− y‖l2 ≤ δ, ò.å.∑

j∈Z

νj|xj|2 ≤ 1,
∑
j∈Z

|xj − yj|2 ≤ δ2,

òî, î÷åâèäíî,

‖I0x(·)− Sy‖2Y0 = (1− α̂)δ−2
∑
j∈Z

|xj − yj|2 + α̂
∑
j∈Z

νj|xj|2 ≤ 1.

Ñîãëàñíî ëåììå 2 êâàäðàò çíà÷åíèÿ ïîãðåøíîñòè îïòèìàëüíîãî
âîññòàíîâëåíèÿ íå ïðåâîñõîäèò çíà÷åíèÿ çàäà÷è

‖Tx(·)‖2L2(T) → max, ‖I0x(·)‖2Y0 ≤ 1,

êîòîðàÿ ïîñëå ïåðåõîäà ê êîýôôèöèåíòàì Ôóðüå (ïî ðàâåíñòâó
Ïàðñåâàëÿ) â ìàêñèìèçèðóåìîì ôóíêöèîíàëå è çàìåíû |xj|2 íà uj
ñòàíîâèòñÿ â òî÷íîñòè çàäà÷åé (14).
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3. Îïòèìàëüíûé ìåòîä. Èç ëåììû 2 âûòåêàåò, ÷òî îïòèìàëüíûé
ìåòîä èìååò âèä ϕ̂ = T ◦ψ, ãäå êîýôôèöèåíòû Ôóðüå {ψj}j∈Z ôóíê-
öèè ψ = ψ(y) åñòü ðåøåíèå ýêñòðåìàëüíîé çàäà÷è

(1− α̂)δ−2
∑
j∈Z

|xj − yj|2 + α̂
∑
j∈Z

νj|xj|2 → min, x(·) ∈ X.

Íåòðóäíî óáåäèòüñÿ, ÷òî

ψj =
(1− α̂)δ−2

(1− α̂)δ−2 + α̂νj
yj, j ∈ Z.

Ïîäñòàâëÿÿ ñþäà âûðàæåíèå äëÿ α̂, ïîëó÷àåì òðåáóåìûé ðåçóëüòàò.
�

Îöåíêà ñíèçó â (4) ñðàçó ñëåäóåò èç ëåììû 1, à îïòèìàëüíîñòü
ìåòîäà (5) ïðîâåðÿåòñÿ íåïîñðåäñòâåííî.

Äîêàçàòåëüñòâî òåîðåìû 2. Ïðåæäå âñåãî îòìåòèì, ÷òî îïðåäå-
ëåíèå ÷èñëà s0 ðàâåíñòâîì (6) êîððåêòíî, òàê êàê èç âîçðàñòàíèÿ
ïîñëåäîâàòåëüíîñòè {νjµ−1j }j∈N âûòåêàåò íåðàâåíñòâî

µN+1 − µN
νN+1 − νN

≤ µN+1

νN+1

.

Òåì ñàìûì 1 ≤ s0 ≤ N .
Îñòàíîâèìñÿ òîëüêî íà ðåøåíèè ýêñòðåìàëüíîé çàäà÷è

(15) ‖Tx(·)‖L2(T) → max, ‖Fx(·)‖l2N+1
2
≤ δ, x(·) ∈ W,

ïîñêîëüêó âñå îñòàëüíûå ðàññóæäåíèÿ â çíà÷èòåëüíîé ìåðå ïîâòî-
ðÿþò äîêàçàòåëüñòâî òåîðåìû 1. Ïåðåõîäÿ ê êîýôôèöèåíòàì Ôóðüå
è îáîçíà÷àÿ êâàäðàò èõ ìîäóëåé ÷åðåç uj, ïðèõîäèì ê ýêâèâàëåíò-
íîé çàäà÷å

(16)
∑
j∈Z

µjuj → max,
∑
|j|≤N

uj ≤ δ2,
∑
j∈Z

νjuj ≤ 1, uj ≥ 0.

Äëÿ ðåøåíèÿ ýòîé çàäà÷è (òàê æå êàê è äëÿ ðåøåíèÿ çàäà÷è (11))

äîñòàòî÷íî ïðåäúÿâèòü òàêèå λ̂1, λ̂2 ≥ 0 è äîïóñòèìóþ ïîñëåäîâà-
òåëüíîñòü {ûj}j∈Z, äëÿ êîòîðûõ ïðè âñåõ uj ≥ 0, j ∈ Z,

(a2)
∑
j∈Z

(−µj + λ̂1χj + λ̂2νj)uj ≥
∑
j∈Z

(−µj + λ̂1χj + λ̂2νj)ûj,

ãäå

χj =

{
1, |j| ≤ N,

0, |j| > N,
è, êðîìå òîãî,

(b2) λ̂1

(∑
|j|≤N

ûj − δ2
)

= 0, λ̂2

(∑
j∈Z

νjûj − 1

)
= 0.



ÎÏÒÈÌÀËÜÍÎÅ ÂÎÑÑÒÀÍÎÂËÅÍÈÅ ÔÓÍÊÖÈÉ È ÏÐÎÈÇÂÎÄÍÛÕ 15

Ïóñòü ν
−1/2
s+1 ≤ δ < ν

−1/2
s è 1 ≤ s ≤ s0 − 1. Îïðåäåëèì λ̂1 è λ̂2 èç

óñëîâèé

−µs + λ̂1 + λ̂2νs = 0,

−µs+1 + λ̂1 + λ̂2νs+1 = 0.

Òîãäà äëÿ λ̂1 è λ̂2 ñïðàâåäëèâû ðàâåíñòâà (12), èç êîòîðûõ ñëåäóåò,

÷òî λ̂1, λ̂2 > 0. Â ñèëó òîãî ÷òî ïîñëåäîâàòåëüíîñòü {−µj + λ̂1 +

λ̂2νj}j∈Z+ èìååò íå áîëåå äâóõ ïåðåìåí çíàêà, ïîëó÷àåì

−µj + λ̂1 + λ̂2νj ≥ 0, |j| ≤ N.

Èç âîçðàñòàíèÿ ïîñëåäîâàòåëüíîñòè {νjµ−1j }j∈N è òîãî, ÷òî s < s0,
ïðè j ≥ N + 1 èìååì

µj
νj
≤ µN+1

νN+1

<
µs+1 − µs
νs+1 − νs

= λ̂2.

Îòñþäà −µj + λ̂2νj > 0 ïðè |j| ≥ N + 1. Îïðåäåëèâ ûs è ûs+1 ðàâåí-
ñòâàìè (13) è ïîëîæèâ ûj = 0, j 6= s, s+ 1, ïîëó÷èì, ÷òî {ûj}j∈Z �
äîïóñòèìàÿ ïîñëåäîâàòåëüíîñòü, äëÿ êîòîðîé âûïîëíÿþòñÿ óñëî-
âèÿ (a2) è (b2). Ñëåäîâàòåëüíî, {ûj}j∈Z � ðåøåíèå çàäà÷è (16).

Ïóñòü òåïåðü 0 < δ < ν
−1/2
s0 . Ïîëîæèì

λ̂1 = µs0 −
µN+1

νN+1

νs0 , λ̂2 =
µN+1

νN+1

.

Èç îïðåäåëåíèÿ s0 èìååì

µs0 − µs0−1
νs0 − νs0−1

>
µN+1

νN+1

.

Òàêèì îáðàçîì, −µj + λ̂1 + λ̂2νj ≥ 0 äëÿ j = 0, s0 − 1 è −µs0 +

λ̂1 + λ̂2νs0 = 0. Èç óñëîâèÿ íà ÷èñëî ïåðåìåí çíàêà ïîëó÷àåì, ÷òî

−µj + λ̂1 + λ̂2νj ≥ 0 ïðè âñåõ |j| ≤ s0. Åñëè s0 < N , òî â ñèëó
îïðåäåëåíèÿ s0

µs0+1 − µs0
νs0+1 − νs0

≤ µN+1

νN+1

,

ò.å. −µs0+1 + λ̂1 + λ̂2νs0+1 ≥ 0. Òîãäà èç óñëîâèÿ íà ÷èñëî ïåðåìåí

çíàêà −µj + λ̂1 + λ̂2νj ≥ 0 ïðè âñåõ |j| ≤ N . Åñëè |j| > N , òî

−µj + λ̂2νj = µj
µN+1

νN+1

(
νj
µj
− νN+1

µN+1

)
≥ 0.

Òåì ñàìûì äîêàçàíî, ÷òî ïðè âñåõ j ∈ Z

−µj + λ̂1χj + λ̂2νj ≥ 0.

Ïîëîæèâ

ûs0 = δ2, ûN+1 =
1− δ2νs0
νN+1

, ûj = 0, j 6= s0, N + 1,
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ëåãêî óáåäèòüñÿ, ÷òî {ûj}j∈Z � äîïóñòèìàÿ ïîñëåäîâàòåëüíîñòü,
äëÿ êîòîðîé âûïîëíåíû óñëîâèÿ (a2) è (b2).

Ñëó÷àé δ ≥ ν
−1/2
1 ðàññìàòðèâàåòñÿ òî÷íî òàê æå, êàê è â äîêàçà-

òåëüñòâå òåîðåìû 1. �

Äëÿ âîññòàíîâëåíèÿ ñàìîé ôóíêöèè èç êëàññà W = W r
2 (T),

Hr,β
2 (T), Ar,β2 (T) òåîðåìó 2 ôîðìàëüíî ïðèìåíèòü íåëüçÿ (µj = 1,

j ∈ Z, è òåì ñàìûì íå âûïîëíåíû óñëîâèÿ òåîðåìû îòíîñèòåëüíî
ýòîé ïîñëåäîâàòåëüíîñòè). Òåì íå ìåíåå, ñàìà ñõåìà äîêàçàòåëüñòâà
îñòàåòñÿ ïðåæíåé.

Äîêàçàòåëüñòâî òåîðåìû 3. 1. Îöåíêà ñíèçó. Èç ëåììû 1 ïîëó-
÷àåì, ÷òî ïîãðåøíîñòü îïòèìàëüíîãî âîññòàíîâëåíèÿ îöåíèâàåòñÿ
ñíèçó çíà÷åíèåì çàäà÷è

‖Tx(·)‖L2(T) → max, |xj| ≤ δj, |j| ≤ N, x(·) ∈ W,
ãäå {xj}|j|≤N � ïåðâûå 2N+1 êîýôôèöèåíòîâ Ôóðüå ôóíêöèè x(·).
Ïîëàãàÿ uj = |xj|2, j ∈ Z, ïðèõîäèì ê ýêâèâàëåíòíîé çàäà÷å

(17)
∑
j∈Z

µjuj → max,
∑
j∈Z

νjuj ≤ 1, 0 ≤ uj ≤ δ2j , |j| ≤ N.

Äëÿ íàõîæäåíèÿ ðåøåíèÿ ýòîé çàäà÷è äîñòàòî÷íî íàéòè òàêèå λ̂ ≥
0, λ̂j ≥ 0, |j| ≤ N , è äîïóñòèìóþ ïîñëåäîâàòåëüíîñòü {ûj}j∈Z, äëÿ
êîòîðûõ ïðè âñåõ uj ≥ 0, j ∈ Z,

(a3)
∑
j∈Z

(−µj + λ̂νj + λ̂jχj)uj ≥
∑
j∈Z

(−µj + λ̂νj + λ̂jχj)ûj

è

(b3) λ̂

(∑
j∈Z

νjûj − 1

)
= 0, λ̂j(ûj − δ2j ) = 0, |j| ≤ N.

Ïîëîæèì λ̂ =
µp0+1

νp0+1

,

λ̂j =

µj −
µp0+1

νp0+1

νj, |j| ≤ p0,

0, p0 + 1 ≤ |j| ≤ N.

Ïîñëåäîâàòåëüíîñòü {ûj}j∈Z îïðåäåëèì ðàâåíñòâîì

ûj =


δ2j , |j| ≤ p0,

δ2j
1−

∑
|k|≤p0 νkδ

2
k

(δ2p0+1 + δ2−p0−1)νp0+1

, |j| = p0 + 1,

0, |j| > p0 + 1.

Èç îïðåäåëåíèÿ p0 ñëåäóåò, ÷òî ïîñëåäîâàòåëüíîñòü û = {ûj}j∈Z äî-
ïóñòèìàÿ. Êðîìå òîãî, −µj + λ̂νj + λ̂j = 0 ïðè |j| ≤ p0. Â ñèëó
âîçðàñòàíèÿ ïîñëåäîâàòåëüíîñòè {νjµ−1j }j∈N ïðè |j| ≥ p0 + 1 èìååì
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−µj + λ̂νj ≥ 0. Òåì ñàìûì âûïîëíåíî óñëîâèå (a3). Ëåãêî óáåäèòü-
ñÿ, ÷òî óñëîâèå (b3) òàêæå âûïîëíåíî. Òàêèì îáðàçîì, û � ðåøåíèå
çàäà÷è (17). Ïîäñòàâëÿÿ û â ìàêñèìèçèðóåìûé ôóíêöèîíàë è èç-
âëåêàÿ êâàäðàòíûé êîðåíü, ïîëó÷àåì

E(T,W ν , I2N+1

δ
) ≥

√√√√µp0+1

νp0+1

+
∑
|j|≤p0

(
µj − νj

µp0+1

νp0+1

)
δ2j .

2. Îöåíêà ñâåðõó. Äëÿ íàéäåííûõ âûøå λ̂ è λ̂j, |j| ≤ N , ïîëîæèì

λ = λ̂+
∑
|j|≤N

λ̂jδ
2
j , α =

λ̂

λ
, αj =

λ̂jδ
2
j

λ
, |j| ≤ N.

Òîãäà óñëîâèå (a3) ìîæåò áûòü ïåðåïèñàíî â âèäå

(a4)
∑
j∈Z

(−µj + λ(ανj + αjδ
−2
j χj))uj

≥
∑
j∈Z

(−µj + λ(ανj + αjδ
−2
j χj))ûj.

Òàê êàê α+
∑
|j|≤N

αj = 1, òî ëåãêî óáåäèòüñÿ, ÷òî âûïîëíÿåòñÿ óñëî-

âèå

(b4) α
∑
j∈Z

νjûj +
∑
|j|≤N

αjδ
−2
j ûj = 1.

Óñëîâèÿ (a4) è (b4) äîñòàòî÷íû äëÿ òîãî, ÷òîáû û áûëî ðåøåíèåì
çàäà÷è

(18)
∑
j∈Z

µjuj → max, α
∑
j∈Z

νjuj +
∑
|j|≤N

αjδ
−2
j uj ≤ 1, uj ≥ 0.

Ñëåäîâàòåëüíî, çíà÷åíèÿ çàäà÷ (17) è (18) ñîâïàäàþò.
Âîñïîëüçóåìñÿ òåïåðü ëåììîé 2. Ïóñòü Y0 = l2N+1

2 ×lν . Îïðåäåëèì
íà Y0 ïîëóñêàëÿðíîå ïðîèçâåäåíèå

((x, z), (x′, z′))Y0 =
∑
|j|≤N

αjδ
−2
j xjx

′
j + α

∑
j∈Z

νjzjz
′
j.

Îïðåäåëèì îïåðàòîð I0 : X → Y0 ðàâåíñòâîì

I0x(·) = ({xj}|j|≤N , Fx(·)),

à S : l2N+1
∞ → Y0 � ðàâåíñòâîì Sy = (y, 0). Åñëè x(·) ∈ W è |xj−yj| ≤

δj, |j| ≤ N , òî

‖I0x(·)− Sy‖2Y0 = α
∑
j∈Z

νj|xj|2 +
∑
|j|≤N

αjδ
−2
j |xj − yj|2 ≤ 1.



18 Ã. Ã. ÌÀÃÀÐÈË-ÈËÜßÅÂ, Ê. Þ. ÎÑÈÏÅÍÊÎ

Ñîãëàñíî ëåììå 2 êâàäðàò çíà÷åíèÿ ïîãðåøíîñòè îïòèìàëüíîãî
âîññòàíîâëåíèÿ íå ïðåâîñõîäèò çíà÷åíèÿ çàäà÷è

‖Tx(·)‖2L2(T) → max, ‖I0x(·)‖2Y0 ≤ 1,

êîòîðàÿ ïîñëå ïåðåõîäà ê êîýôôèöèåíòàì Ôóðüå è çàìåíû |xj|2
íà uj ñîâïàäàåò ñ çàäà÷åé (18). Îñòàåòñÿ âûïèñàòü îïòèìàëüíûé
ìåòîä, êîòîðûé èìååò âèä ϕ̂ = T ◦ ψ, ãäå êîýôôèöèåíòû Ôóðüå
{ψj}j∈Z ôóíêöèè ψ = ψ(y) åñòü ðåøåíèå ýêñòðåìàëüíîé çàäà÷è∑

|j|≤N

αjδ
−2
j |xj − yj|2 + α

∑
j∈Z

νj|xj|2 → min, x(·) ∈ X.

Ëåãêî âèäåòü, ÷òî

ψj =


y0, j = 0,

αjδ
−2
j

ανj + αjδ
−2
j

yj, 1 ≤ |j| ≤ p0,

0, |j| > p0.

Ïðîâåäÿ íåñëîæíûå âû÷èñëåíèÿ, ñâÿçàííûå ñ ïîäñòàíîâêîé âûðà-
æåíèé äëÿ α è αj, ïîëó÷àåì òðåáóåìûé ðåçóëüòàò. �

4. Íåêîòîðûå äàëüíåéøèå ðåçóëüòàòû

4.1. Âîññòàíîâëåíèå ôóíêöèé, çàäàííûõ íà ñôåðå. Ïóñòü

Sd =
{
x = (x1, . . . , xd+1) ∈ Rd+1 :

d+1∑
j=1

x2j = 1
}

� åäèíè÷íàÿ d-ìåðíàÿ ñôåðà. Èçâåñòíî (ñì. [9]), ÷òî L2(Sd) =∑∞
k=0Hk, ãäå dimH0 = n0 = 1,

dimHj = nj =
2j + d− 1

j

(
j + d− 2

j − 1

)
, j = 1, 2, . . .

(Hj � ìíîæåñòâî ñôåðè÷åñêèõ ãàðìîíèê ïîðÿäêà j). Äëÿ îïåðàòîðà
Ëàïëàñà ∆ è ëþáîãî x(·) ∈ Hj èìååò ìåñòî ðàâåíñòâî

∆x(·) = −Λjx(·),

ãäå Λj = j(j + d− 1). Ïóñòü {Y j
k }

nj
k=1 � îðòîíîðìèðîâàííûé áàçèñ â

Hj. Äëÿ β > 0 îïåðàòîð (−∆)β/2 îïðåäåëÿåòñÿ ðàâåíñòâîì

(−∆)β/2x(·) =
∑
j∈N

Λ
β/2
j

nj∑
k=1

xjkY
j
k (·),

ãäå xjk = (x(·), Y j
k (·))L2(Sd) � êîýôôèöèåíòû Ôóðüå ôóíêöèè x(·).

Ïîëîæèì

W β
2 (Sd) = {x(·) ∈ L2(Sd) : ‖(−∆)β/2x(·)‖L2(Sd) ≤ 1 }.
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Ðàññìîòðèì çàäà÷ó îïòèìàëüíîãî âîññòàíîâëåíèÿ îïåðàòîðà T =
(−∆)γ/2 íà êëàññå W β

2 (Sd) ïî ñëåäóþùèì èíôîðìàöèîííûì îòîá-
ðàæåíèÿì:
1) èíôîðìàöèÿ Ix(·) = Iδdx(·) î ôóíêöèè x(·) ∈ W β

2 (Sd) çàäàåòñÿ
â âèäå ÷èñåë yjk òàêèõ, ÷òî∑

j∈Z+

nj∑
k=1

|xjk − yjk|2 ≤ δ2;

2) èíôîðìàöèÿ Ix(·) = INmδd x(·) î ôóíêöèè x(·) ∈ W β
2 (Sd) çàäàåòñÿ

â âèäå ÷èñåë yjk, j = 0, 1, . . . ,m, k = 1, . . . , nj, òàêèõ, ÷òî

m∑
j=0

nj∑
k=1

|xjk − yjk|2 ≤ δ2

(çäåñü Nm =
∑m

j=0 nj);

3) èíôîðìàöèÿ Ix(·) = INm
δd
x(·) òàêîâà, ÷òî èçâåñòíû yjk, j =

0, 1, . . . ,m, k = 1, . . . , nj, òàêèå, ÷òî

|xjk − yjk| ≤ δjk, j = 0, 1, . . . ,m, k = 1, . . . , nj.

Â ðàáîòå [6] áûëî ïîêàçàíî, ÷òî ïðè âñåõ λ1, λ2 ≥ 0 ôóíêöèÿ

f(t) = −(t(t+ d− 1))γ + λ1 + λ2(t(t+ d− 1))β

ìîæåò îáðàùàòüñÿ â íóëü íà ìíîæåñòâå [0,+∞) íå áîëåå ÷åì â äâóõ

òî÷êàõ. Îòñþäà ñëåäóåò, ÷òî ïðè β > γ > 0 äëÿ µj = Λγ
j è νj = Λβ

j

âûïîëíåíû óñëîâèÿ 1)�3) èç ðàçäåëà 2.
Ïðèìåíÿÿ òó æå ñõåìó äîêàçàòåëüñòâà, ÷òî è â òåîðåìàõ 1�3, ïî-

ëó÷àåì èõ àíàëîãè äëÿ ðàññìàòðèâàåìûõ çàäà÷. Îñòàíîâèìñÿ ëèøü
íà ôîðìóëèðîâêàõ ñîîòâåòñòâóþùèõ ðåçóëüòàòîâ. Â äàëüíåéøåì
ïðåäïîëàãàåì, ÷òî âñåãäà β > γ > 0.

Òåîðåìà 4. Èìååò ìåñòî ðàâåíñòâî

E((−∆)γ/2,W β
2 (Sd), Iδd) =

√
δ2Λγ

s + (1− δ2Λβ
s )

Λγ
s+1 − Λγ

s

Λβ
s+1 − Λβ

s

,

åñëè Λ
−β/2
s+1 ≤ δ < Λ

−β/2
s , s ≥ 1, è

E((−∆)γ/2,W β
2 (Sd), Iδd) = d(γ−β)/2,

åñëè δ ≥ Λ
−β/2
1 . Ïðè ýòîì ìåòîä

ϕ̂(y)(·) =
∑
j∈N

Λ
γ/2
j

(
1 + Λβ

j

Λγ
s+1 − Λγ

s

Λγ
sΛ

β
s+1 − Λγ

s+1Λ
β
s

)−1 nj∑
k=1

yjkY
j
k (·)

ÿâëÿåòñÿ îïòèìàëüíûì, åñëè Λ
−β/2
s+1 ≤ δ < Λ

−β/2
s , s ≥ 1, à åñëè

δ ≥ Λ
−β/2
1 , òî ϕ̂(y)(·) = 0 � îïòèìàëüíûé ìåòîä.
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Ïîëîæèì

s0 = s0(m) = min

{
s ∈ N :

Λγ
s+1 − Λγ

s

Λβ
s+1 − Λβ

s

≤ Λγ−β
m+1

}
.

Òåîðåìà 5. Ïðè δ ≥ Λ
−β/2
s0

E((−∆)γ/2,W β
2 (Sd), INmδd ) = E((−∆)γ/2,W β

2 (Sd), Iδd)
è ìåòîä

ϕ̂(y)(·) =
m∑
j=1

Λ
γ/2
j

(
1 + Λβ

j

Λγ
s+1 − Λγ

s

Λγ
sΛ

β
s+1 − Λγ

s+1Λ
β
s

)−1 nj∑
k=1

yjkY
j
k (·)

ÿâëÿåòñÿ îïòèìàëüíûì, åñëè Λ
−β/2
s+1 ≤ δ < Λ

−β/2
s , 1 ≤ s ≤ s0 − 1,

à åñëè δ ≥ Λ
−β/2
1 , òî ϕ̂(y)(·) = 0 � îïòèìàëüíûé ìåòîä. Ïðè

0 < δ < Λ
−β/2
s0

E((−∆)γ/2,W β
2 (Sd), INmδd ) =

√
δ2Λγ

s0 + (1− δ2Λβ
s0)Λ

γ−β
m+1

è

ϕ̂(y)(·) =
m∑
j=1

Λ
γ/2
j

(
1 + Λβ

j

Λγ
m+1

Λγ
s0Λ

β
m+1 − Λγ

m+1Λ
β
s0

)−1 nj∑
k=1

yjkY
j
k (·)

� îïòèìàëüíûé ìåòîä.

Ïîëîæèì

p0 = p0(δ) = max
{
p ∈ Z+ : 1−

p∑
j=0

Λβ
j

nj∑
k=1

δ2jk > 0, 0 ≤ p ≤ m
}
.

Òåîðåìà 6. Èìååò ìåñòî ðàâåíñòâî

E((−∆)γ/2,W β
2 (Sd), INm

δd
) =

√√√√Λγ−β
p0+1 +

p0∑
j=1

(Λγ
j − Λβ

j Λγ−β
p0+1)

nj∑
k=1

δ2jk,

ïðè ýòîì ìåòîä

ϕ̂(y)(·) =

p0∑
j=1

Λ
γ/2
j

(
1−

(
Λp0+1

Λj

)γ−β) nj∑
k=1

yjkY
j
k (·)

ÿâëÿåòñÿ îïòèìàëüíûì.

4.2. Êëàññû Õàðäè�Ñîáîëåâà è Áåðãìàíà�Ñîáîëåâà íà åäè-
íè÷íîì êðóãå. Îáîçíà÷èì ÷åðåç H2(D) ïðîñòðàíñòâî àíàëèòè÷å-
ñêèõ â åäèíè÷íîì êðóãå D = {z ∈ C : |z| < 1} ôóíêöèé x(·),
óäîâëåòâîðÿþùèõ óñëîâèþ

‖x(·)‖H2(D) = sup
0<ρ<1

(
1

2π

∫
T
|x(ρeit)|2 dt

)1/2

<∞.
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Êëàññîì Õàðäè�Ñîáîëåâà Hr
2(D) íàçûâàåòñÿ ìíîæåñòâî ôóíêöèé

x(·), àíàëèòè÷åñêèõ â D, äëÿ êîòîðûõ ‖x(r)(·)‖H2(D) ≤ 1.
×åðåç A2(D) îáîçíà÷èì ïðîñòðàíñòâî ôóíêöèé x(·), àíàëèòè÷å-

ñêèõ â åäèíè÷íîì êðóãå D è óäîâëåòâîðÿþùèõ óñëîâèþ

‖x(·)‖A2(D) =

(∫
D

|x(z)|2 dσ(z)

)1/2

<∞,

ãäå σ � ïëîñêàÿ ìåðà Ëåáåãà. Êëàññîì Áåðãìàíà�Ñîáîëåâà Ar2(D)
íàçûâàåòñÿ ìíîæåñòâî ôóíêöèé x(·), àíàëèòè÷åñêèõ â D, äëÿ êî-
òîðûõ ‖x(r)(·)‖A2(D) ≤ 1.
Ðàññìîòðèì çàäà÷ó îïòèìàëüíîãî âîññòàíîâëåíèÿ k-é ïðîèçâîä-

íîé íà êëàññàõ W = Hr
2 è Ar2 ïî èíôîðìàöèè î êîýôôèöèåíòàõ

ñòåïåííîãî ðÿäà ñàìîé ôóíêöèè, çàäàííûõ ñ ïîãðåøíîñòüþ δ â íîð-
ìå ïðîñòðàíñòâà l2. Èíûìè ñëîâàìè, ìû ñ÷èòàåì, ÷òî äëÿ êàæäîé
ôóíêöèè x(·) ∈ W òàêîé, ÷òî

x(z) =
∑
j∈Z+

ajz
j,

èçâåñòíû ÷èñëà {yj}j∈Z+ òàêèå, ÷òî

∑
j∈Z+

|aj − yj|2 ≤ δ2.

Ñîîòâåòñòâóþùåå èíôîðìàöèîííîå îòîáðàæåíèå áóäåì îáîçíà÷àòü
÷åðåç I+δ . Èçó÷àåìàÿ çàäà÷à îïòèìàëüíîãî âîññòàíîâëåíèÿ çàïèñû-
âàåòñÿ â âèäå

E(Dk,W, I+δ ) = inf
ϕ : l2→W

sup
x(·)∈W, y∈l2
‖F+x(·)−y‖l2≤δ

‖x(k)(·)− ϕ(y)(·)‖W ,

ãäå W = H2(D),A2(D), à F+x(·) = {aj}j∈Z+ � êîýôôèöèåíòû ñòå-
ïåííîãî ðÿäà ôóíêöèè x(·).
Ñôîðìóëèðóåì àíàëîã òåîðåìû 1, êîòîðûé ìîæåò áûòü ïîëó÷åí

ñ ïîìîùüþ îïèñàííîé âûøå ñõåìû. Ïîëîæèì ïðè ôèêñèðîâàííûõ
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k è r (1 ≤ k < r)

µj(W ) =



(
j!

(j − k)!

)2

, j ≥ k, W = Hr
2(D),(

j!

(j − k)!

)2
1

j − k + 1
, j ≥ k, W = Ar2(D),

0, j < k,

νj(W ) =



(
j!

(j − r)!

)2

, j ≥ r, W = Hr
2(D),(

j!

(j − r)!

)2
1

j − r + 1
, j ≥ r, W = Ar2(D),

0, j < r.

Òåîðåìà 7. ÏðèW = Hr
2 èëè A

r
2 è âñåõ 1 ≤ k < r äëÿ δ ≥ ν

−1/2
r (W )

èìååò ìåñòî ðàâåíñòâî

E(Dk,W, I+δ ) =

√
δ2µr−1(W ) +

µr(W )− µr−1(W )

νr(W )
,

à äëÿ ν
−1/2
s+1 (W ) ≤ δ < ν

−1/2
s (W ), s ≥ r, � ðàâåíñòâî

E(Dk,W, I+δ ) =

√
δ2µs(W ) + (1− δ2νs(W ))

µs+1(W )− µs(W )

νs+1(W )− νs(W )
.

Ïðè ýòîì ìåòîä

ϕ̂(y)(z) =
∞∑
j=k

(
1 + νj(W )

µs+1(W )− µs(W )

µs(W )νs+1(W )− µs+1(W )νs(W )

)−1
yjz

j−k

ÿâëÿåòñÿ îïòèìàëüíûì, åñëè ν
−1/2
s+1 (W ) ≤ δ < ν

−1/2
s (W ), s ≥ r, à

åñëè δ ≥ ν
−1/2
r (W ), òî ϕ̂(y)(z) ≡ 0 � îïòèìàëüíûé ìåòîä.

Ñëó÷àè, êîãäà èçâåñòíî ëèøü êîíå÷íîå ÷èñëî êîýôôèöèåíòîâ
ñòåïåííîãî ðÿäà ñ ïîãðåøíîñòüþ â ñðåäíåêâàäðàòè÷íîé èëè ðàâ-
íîìåðíîé ìåòðèêå, ìîãóò áûòü ðàññìîòðåíû òî÷íî òàê æå, êàê ýòî
äåëàëîñü äëÿ ïåðèîäè÷åñêîãî ñëó÷àÿ.
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