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Ââåäåíèå

Ìíîãî÷èñëåííûå ïðèêëàäíûå çàäà÷è, â ÷àñòíîñòè, çàäà÷è òåî-
ðèè ðàçðóøåíèÿ, ãàçîâîé äèíàìèêè, ãèäðîäèíàìèêè, ãåîôèçèêè,
òåîðèè óïðóãîñòè, îïòèêè, ñòàòèñòè÷åñêîé ôèçèêè, êâàíòîâîé ìå-
õàíèêè, òåîðèè îïòèìàëüíîãî óïðàâëåíèÿ, è, îñîáåííî, ìåòîäû èõ
÷èñëåííîãî ðåøåíèÿ íà ÝÂÌ, ïðèâîäÿò ê èçó÷åíèþ ðàçëè÷íûõ
ñâîéñòâ ðåøåíèé äèôôåðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèé ñ îáûêíîâåííû-
ìè è ÷àñòíûìè ïðîèçâîäíûìè, èíòåãðàëüíûõ è ïñåâäîäèôôåðåí-
öèàëüíûõ óðàâíåíèé, ê èññëåäîâàíèþ âîçìîæíîñòè ðàçðåøèìîñòè
ãðàíè÷íûõ çàäà÷ äëÿ òàêèõ óðàâíåíèé ïðè âîçìîæíî áîëåå ñëàáûõ
óñëîâèÿõ íà äàííûå çàäà÷ è âîçìîæíîñòè íîâûõ ïîñòàíîâîê çàäà÷
äëÿ ñîîòâåòñòâóþùèõ óðàâíåíèé. Àêòóàëüíûì ÿâëÿåòñÿ è ðàçâèòèå
àíàëèòè÷åñêèõ è àíàëèòèêî-÷èñëåííûõ ìåòîäîâ ðåøåíèÿ óêàçàí-
íûõ óðàâíåíèé. Ðåøåíèþ íåêîòîðûõ ïðîáëåì èç óêàçàííîãî êðóãà
çàäà÷ è ïîñâÿùåíà äàííàÿ ÍÈÐ. ×èñëåííûå ìåòîäû, ðàçðàáîòàí-
íûå ïðè ðåøåíèè ïðèêëàäíûõ çàäà÷, ñîïðîâîæäàþòñÿ ïîäðîáíûì
òåîðåòè÷åñêèì àíàëèçîì èõ àäåêâàòíîñòè ðàññìàòðèâàåìûì çàäà-
÷àì. Âàæíóþ ðîëü èãðàþò è êà÷åñòâåííûå ìåòîäû â ñëó÷àÿõ, êîãäà
óðàâíåíèÿ íåëèíåéíûå è ÷èñëåííûå ìåòîäû íå äàþò âîçìîæíîñòè
àäåêâàòíî îïèñàòü ðåøåíèÿ ýòèõ óðàâíåíèé è èõ ñåìåéñòâà. Ïðè
ýòîì ïðèõîäèòñÿ ïðèâëåêàòü ìåòîäû ñàìîé ñîâðåìåííîé ìàòåìàòè-
êè, âêëþ÷àÿ ôóíêöèîíàëüíûé àíàëèç, òåîðèè áèôóðêàöèé, ñòðàí-
íûõ àòòðàêòîðîâ è äð.

Ïðè ðåøåíèè äèôôåðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèé åñòåñòâåííûì îá-
ðàçîì âîçíèêàþò çàäà÷è, ñâÿçàííûå ñ âîññòàíîâëåíèåì ôóíêöèé
èëè ôóíêöèîíàëîâ îò íèõ ïî íåêîòîðîé îãðàíè÷åííîé èíôîðìàöèè
î ôóíêöèè, çàäàííîé, âîîáùå ãîâîðÿ, ïðèáëèæåííî. Òàêîãî ðîäà çà-
äà÷è, èíòåíñèâíî èçó÷àþùèåñÿ â ïîñëåäíåå âðåìÿ (îñîáåííî â ñâÿçè
ñ ðàçâèòèåì êîìïüþòåðíîé òåõíèêè) ñîñòàâëÿþò íîâîå íàïðàâëå-
íèå, ïîëó÷èâøåå íàçâàíèå îïòèìàëüíîå âîññòàíîâëåíèå. Êðóã èñ-
ñëåäóåìûõ â ýòîé îáëàñòè ïðîáëåì ñîäåðæèò òàêèå âàæíûå çàäà-
÷è, êàê ïîñòðîåíèå îïòèìàëüíûõ ìåòîäîâ âîññòàíîâëåíèÿ ôóíêöèé,
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çàäàííûõ òî÷íî èëè ïðèáëèæåííî â êîíå÷íîì ÷èñëå òî÷åê, ïîñòðî-
åíèå îïòèìàëüíûõ êâàäðàòóðíûõ ôîðìóë, âîññòàíîâëåíèå ïðîèç-
âîäíûõ (÷èñëåííîå äèôôåðåíöèðîâàíèå), âûáîð îïòèìàëüíûì îá-
ðàçîì èíôîðìàöèè, êîòîðóþ íåîáõîäèìî çíàòü î ôóíêöèè, ÷òîáû ñ
íàèìåíüøåé ïîãðåøíîñòüþ âîññòàíîâèòü åå, àïïðîêñèìàöèÿ ôóíê-
öèè ïî åå ïðèáëèæåííûì êîýôôèöèåíòàì Ôóðüå è äð. Ýòè ïðîáëå-
ìû íàøëè ñâîå îòðàæåíèè â äàííîé ÍÈÐ.

Åñëè ïðè êëàññè÷åñêîì ïîäõîäå, êàê ïðàâèëî, çàäàþòñÿ ñðåä-
ñòâà ïðèáëèæåíèÿ (àëãåáðàè÷åñêèå èëè òðèãîíîìåòðè÷åñêèå ïîëè-
íîìû, ðàöèîíàëüíûå ôóíêöèè, ñïëàéíû, âåéâëåòû è äð.), òî â çàäà-
÷àõ îïòèìàëüíîãî âîññòàíîâëåíèÿ âèä ìåòîäà âîññòàíîâëåíèÿ çàðà-
íåå íå ôèêñèðóåòñÿ � îí èùåòñÿ ñðåäè âñåâîçìîæíûõ ìåòîäîâ (àë-
ãîðèòìîâ), èñïîëüçóþùèõ çíà÷åíèÿ àïïðîêñèìèðóåìîé ôóíêöèè.
Âàæíîñòü òàêîé ïîñòàíîâêè îáóñëîâëåíà òåì, ÷òî ïðè ôèêñèðî-
âàííîé èíôîðìàöèè âûáèðàåòñÿ íàèëó÷øèé ñïîñîá ïðèáëèæåíèÿ
ôóíêöèè èëè ôóíêöèîíàëà (â ïîñëåäíåì ñëó÷àå ðå÷ü ìîæåò èäòè,
íàïðèìåð, îá îïòèìàëüíûõ ìåòîäàõ èíòåãðèðîâàíèÿ).

Äðóãîé êðóã ðàññìîòðåííûõ â äàííîé ðàáîòå çàäà÷ ñâÿçàí ñ âî-
ïðîñîì îá îïòèìàëüíîì âûáîðå èíôîðìàöèè. Íàïðèìåð, êàê ëó÷øå
ðàñïîëîæèòü òî÷êè, â êîòîðûõ ñëåäóåò èçìåðÿòü çíà÷åíèÿ ôóíê-
öèè, ÷òîáû âîññòàíîâèòü åå ñ ìèíèìàëüíîé ïîãðåøíîñòüþ? Ñóùå-
ñòâóþò ëè ôóíêöèîíàëû, èíôîðìàöèÿ î çíà÷åíèÿõ êîòîðûõ áîëåå
ïîëåçíà, ÷åì èíôîðìàöèÿ î çíà÷åíèÿõ â òî÷êàõ (åñòåñòâåííî, ïðè
îäèíàêîâîì èõ îáúåìå)? ×òî ëó÷øå çíàòü î ïåðèîäè÷åñêîé ôóíê-
öèè � çíà÷åíèÿ â ôèêñèðîâàííîì íàáîðå òî÷åê èëè êîýôôèöèåíòû
Ôóðüå? Çàäà÷è, âîçíèêàþùèå çäåñü, òåñíî ñâÿçàíû ñ êëàññè÷åñêè-
ìè àïïðîêñèìàöèîííûìè õàðàêòåðèñòèêàìè, íàïðèìåð òàêèìè, êàê
êîëìîãîðîâñêèå, ëèíåéíûå, ãåëüôàíäîâñêèå è áåðíøòåéíîâñêèå n-
ïîïåðå÷íèêè.

Õîðîøî èçâåñòíà ðîëü â ïðèëîæåíèÿõ ðåçóëüòàòîâ Êîòåëüíèêî-
âà è Êàðòðàéò î ôîðìóëàõ, òî÷íî âîññòàíàâëèâàþùèõ öåëûå ôóíê-
öèè ïî èõ çíà÷åíèÿì â ðàâíîìåðíîé ñåòêå. Îäíàêî äëÿ àíàëèòè÷å-
ñêèõ â ïîëîñå ôóíêöèé òî÷íîãî âîññòàíîâëåíèÿ ïî òîé æå èíôîðìà-
öèè íå ñóùåñòâóåò. Òåì íå ìåíåå òóò ìîæíî ãîâîðèòü î íàèëó÷øåì
ñïîñîáå âîññòàíîâëåíèÿ. Åùå îäíî âàæíîå íàïðàâëåíèå � ïîñòðîå-
íèå àíàëîãîâ ôîðìóë Êîòåëüíèêîâà è Êàðòðàéò äëÿ àíàëèòè÷åñêèõ
ôóíêöèé.

Åùå îäèí êëàññ çàäà÷, êîòîðûå èññëåäóþòñÿ â ïðåäëàãàåìîé ðà-
áîòå, ñâÿçàí ñ ðàññìîòðåíèåì àëãåáðàè÷åñêèõ ìåòîäîâ ïîäõîäà ê
óðàâíåíèÿì, âîçíèêàþùèì â ôèçèêå è ìåõàíèêå. Ðå÷ü èäåò î ðàç-
íîãî ðîäà ôóíêöèîíàëüíûõ è ïàðàìåòðè÷åñêèõ ïðîñòðàíñòâàõ, êî-
òîðûå îïèñûâàþò êàê îòäåëüíûå óðàâíåíèÿ, òàê è öåëûå ñåìåéñòâà
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òàêèõ óðàâíåíèé, çàâèñÿùèå îò ïàðàìåòðîâ. Ïîëó÷åíû ðåçóëüòà-
òû,ïîçâîëÿþùèå ìåòîäàìè òåîðèè äåôîðìàöèé è ñâÿçàííûìè ñ íè-
ìè êîãîìîëîãè÷åñêèìè ìåòîäàìè äàòü íîâûå ïîäõîäû ê ðåøåíèþ
óêàçàííûõ âûøå óðàâíåíèé. Ýòè ðåçóëüòàòû ïîìîãàþò äàòü êà÷å-
ñòâåííîå îïèñàíèå ìíîãèõ óðàâíåíèÿ ôèçèêè è ìàòåìàòèêè, ïðîÿñ-
íÿþò èõ ñòðóêòóðó. Èñïîëüçîâàíèå ìåòîäîâ èññëåäîâàíèÿ áàíàõî-
âûõ àëãåáð � åùå îäèí ïîäõîä ê ðåøåíèþ çàäà÷ ìàòåìàòè÷åñêîé
ôèçèêè è ìåõàíèêè, êîòîðûé íàøåë ñâîå îòðàæåíèå â äàííîé ÍÈÐ.

Èñõîäÿ èç ñîâðåìåííûõ ïîäõîäîâ ê ðåøåíèþ çàäà÷ îïòèìàëü-
íîãî óïðàâëåíèÿ, ïðåäëîæåí è èññëåäîâàí ìåòîä èññëåäîâàíèÿ è
ðåøåíèÿ îäíîãî èç âàæíåéøèõ óðàâíåíèé ìàòåìàòè÷åñêîé ôèçèêè
� óðàâíåíèÿ Øðåäèíãåðà.

Ïðåäëàãàåìûå ìåòîäèêè ðåøåíèÿ äèôôåðåíöèàëüíûõ óðàâíå-
íèé ðåêîìåíäóåòñÿ ê èñïîëüçîâàíèþ ïðè ðåøåíèè ïðèêëàäíûõ çà-
äà÷ òåîðèè óïðóãîñòè, ãèäðîäèíàìèêè, êâàíòîâîé ìåõàíèêè, ìå-
õàíèêè ðàçðóøåíèÿ, òåîðèè îïòèìàëüíîãî óïðàâëåíèÿ è äð. Ðàç-
ðàáîòêà ìàòåìàòè÷åñêèõ ìîäåëåé ðåøåíèÿ òàêèõ çàäà÷ ÿâëÿåòñÿ
òðóäîåìêèì ïðîöåññîì. Îäíàêî, çà ñ÷åò èñïîëüçîâàíèÿ ñïåöèàëü-
íî ðàçðàáîòàííûõ äëÿ ýòîãî âû÷èñëèòåëüíûõ ñðåäñòâ ýòîò ïðîöåññ
ìîæåò áûòü àâòîìàòèçèðîâàí íà áàçå ñîâðåìåííûõ ÝÂÌ. Èñïîëüçî-
âàíèå ñïåöèàëüíî ðàçðàáîòàííîãî ïðîãðàììíîãî îáåñïå÷åíèÿ ïîç-
âîëÿåò ñîêðàòèòü âðåìÿ ðàçðàáîòêè ìàòåìàòè÷åñêîé ìîäåëè ïðàê-
òè÷åñêè âàæíûõ òåõíîëîãè÷åñêèõ ïðîöåññîâ. Òàêîãî ðîäà ïðèìåðû
ïðèâîäÿòñÿ â îò÷åòå.

Ðàçðàáàòûâàåìàÿ ìåòîäèêà ðåøåíèÿ äèôôåðåíöèàëüíûõ óðàâ-
íåíèé, îïèñûâàþùèõ ìàòåìàòè÷åñêèå ìîäåëè èññëåäóåìûõ ïðîöåñ-
ñîâ, íå ïîçâîëÿåò íàéòè òî÷íîå ðåøåíèå çàäà÷è. Ðåøåíèå, ïîëó÷åí-
íîå ÷èñëåííûì ìåòîäîì, ÿâëÿåòñÿ ïðèáëèæåííûì, ïîýòîìó óäåëÿ-
åòñÿ áîëüøîå âíèìàíèå ïîãðåøíîñòè ÷èñëåííûõ ìåòîäîâ è èõ îï-
òèìèçàöèè.

Ðåêîìåíäóåòñÿ èñïîëüçîâàíèå ðåçóëüòàòîâ ðàáîòû â ó÷åáíîì
ïðîöåññå. Ìàòåðèàëû ÍÈÐ â âèäå ìåòîäè÷åñêèõ ðàçðàáîòîê ïîëî-
æåíû â îñíîâó êóðñà �×èñëåííûå ìåòîäû ðåøåíèÿ äèôôåðåíöè-
àëüíûõ óðàâíåíèé�, à òàêæå ðÿäà ñïåöèàëüíûõ êóðñîâ.

Â ïðîöåññå âûïîëíåíèÿ äàííîé ÍÈÐ áûëè âûïóùåíû 4 ïðîìå-
æóòî÷íûõ îò÷åòà ïî îòäåëüíûì ýòàïàì:

Ýòàï 1, 1996 ãîä: �Èññëåäîâàíèå ïîâåäåíèé ðåøåíèé, âûðîæäà-
þùèõñÿ íà ãðàíèöå îáëàñòè â ñëó÷àå ñëàáûõ è ñèëüíûõ âûðîæäå-
íèé�.

Ýòàï 2, 1997 ãîä: �Èññëåäîâàíèå ïîâåäåíèÿ ðåøåíèé, âûðîæäà-
þùèõñÿ íà ãðàíèöå îáëàñòè â ñëó÷àå âûðîæäåíèÿ òèïà Òðèêîìè.



ÂÂÅÄÅÍÈÅ 7

Îïòèìàëüíîå âîññòàíîâëåíèå ôóíêöèé èç êëàññîâ Õàðäè�Ñîáîëåâà
ïî ïðèáëèæåííûì êîýôôèöèåíòàì Ôóðüå�.

Ýòàï 3, 1998 ãîä: �Ñðàâíèòåëüíûé àíàëèç ïîãðåøíîñòè âîññòà-
íîâëåíèÿ ïåðèîäè÷åñêîé ôóíêöèè ïî êîýôôèöèåíòàì Ôóðüå è èí-
ôîðìàöèè îá èõ çíà÷åíèÿõ â òî÷êàõ. Èññëåäîâàíèå ñòðîåíèÿ ïàðà-
ìåòðè÷åñêèõ è ôóíêöèîíàëüíûõ ïðîñòðàíñòâ�.

Ýòàï 4, 1999 ãîä: �Îïòèìàëüíûå ìåòîäû âîññòàíîâëåíèÿ àíà-
ëèòè÷åñêèõ â ïîëîñå ôóíêöèé, èñïîëüçóþùèå çíà÷åíèÿ â ðàâíî-
ìåðíîé ñåòêå. Ïîñòðîåíèå àíàëîãîâ ôîðìóë Êîòåëüíèêîâà è Êàðò-
ðàéò�.



ÐÀÇÄÅË 1

Èññëåäîâàíèÿ äèôôåðåíöèàëüíûõ,

èíòåãðàëüíûõ è ïñåâäîäèôôåðåíöèàëüíûõ

óðàâíåíèé ìàòåìàòè÷åñêîé ôèçèêè è ìåõàíèêè

1.1. Ìàòåìàòè÷åñêèå ìîäåëè òåõíîëîãè÷åñêèõ ïðîöåññîâ
è çàäà÷è ìåõàíèêè ðàçðóøåíèÿ

Â ñîîòâåòñòâèè ñ òåõíè÷åñêèì çàäàíèåì áûëè ðàçðàáîòàíû ìå-
òîäû èññëåäîâàíèÿ è ðåøåíèÿ íåêîòîðûõ êëàññîâ ñèñòåì äèôôå-
ðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèé ñ ÷àñòíûìè ïðîèçâîäíûìè, èíòåãðàëüíûõ
óðàâíåíèé, à òàêæå ïñåâäîäèôôåðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèé è ñèñòåì,
îòâå÷àþùèõ ðàçëè÷íûì çàäà÷àì ìåõàíèêè, ôèçèêè è òåõíîëîãèè.
Ñ ïîìîùüþ ðàçâèòûõ ìåòîäîâ ïîñòðîåíû è ïðîàíàëèçèðîâàíû ðå-
øåíèÿ êîíêðåòíûõ çàäà÷.

Â ðàáîòå [28] áûëà ïîëó÷åíà àñèìïòîòèêà ðåøåíèé ñèíãóëÿðíî
âîçìóùåííûõ èíòåãðàëüíûõ óðàâíåíèé ñëåäóþùåãî âèäà

εhε(x) +

∫
Ω

R(x− y)hε(y) dy = f(x),

ãäå Ω ⊂ Rn � îãðàíè÷åííàÿ îáëàñòü, x ∈ Ω, y ∈ Ω, ε > 0, ε → 0,
R(x) = P (D)G(x), Q(D)G(x) = δ(x),

P (D) =
∑
|α|≤p

aαD
α, Q(D) =

∑
|α|≤q

bαD
α, p < q,

Dα =
∂α1+α2+...+αn

∂xα1
1 ∂x

α2
2 . . . xαnn

, |α| = α1 + α2 + . . .+ αn.

Óðàâíåíèÿ óêàçàííîãî òèïà âîçíèêàþò â òåîðèè îöåíèâàíèÿ
ñëó÷àéíûõ ïîëåé, â òåðìèíàõ êîòîðîé â ñâîþ î÷åðåäü ìîãóò áûòü
ñôîðìóëèðîâàíû ìíîãèå ïðèêëàäíûå çàäà÷è îïòèêè, îáðàáîòêè òå-
ëåâèçèîííûõ ñèãíàëîâ, ãåîôèçèêè è äð. Àñèìïòîòèêà ìíîãîìåð-
íûõ ñèíãóëÿðíî âîçìóùåííûõ èíòåãðàëüíûõ óðàâíåíèé ïîñòðîåíà
âïåðâûå.

Â ðàáîòàõ [16, 17] ïðîâåäåíû èññëåäîâàíèÿ âîçìîæíîñòè íîâîé
òåõíîëîãèè äîáû÷è óãëåâîäîðîäíîãî ñûðüÿ. Èäåÿ ýòîé òåõíîëîãèè
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çàêëþ÷àåòñÿ â èñïîëüçîâàíèè ãîðèçîíòàëüíûõ ñêâàæèí è òåðìè÷å-
ñêîì âîçäåéñòâèè íà ïëàñòû óãëåâîäîðîäíîãî ñûðüÿ. Òàêîå âîçäåé-
ñòâèå âêëþ÷àåò äâà ñàìîñòîÿòåëüíûõ ýòàïà:

1) òåðìè÷åñêàÿ ïîäãîòîâêà áóðîâîãî êàíàëà, çàìåòíî ïîâûøà-
þùàÿ åãî äðåíèðóþùóþ ñïîñîáíîñòü;

2) íàãíåòàíèå â ïëàñò òåïëîíîñèòåëÿ ÷åðåç ñèñòåìó ïîäãîòîâ-
ëåííûõ ïàðàëëåëüíûõ êàíàëîâ.

Äëÿ îáîèõ ýòàïîâ ðàçðàáîòàíû ìàòåìàòè÷åñêèå ìîäåëè, ïîçâî-
ëÿþùèå íå òîëüêî ïðîãíîçèðîâàòü òåïëîôèçè÷åñêèå îñîáåííîñòè
ðàáî÷åãî ïðîöåññà, íî è îïòèìèçèðîâàòü òåõíîëîãè÷åñêèå è êîí-
ñòðóêòèâíûå ïàðàìåòðû ïîñëåäíåãî. Ñ ìàòåìàòè÷åñêîé òî÷êè çðå-
íèÿ ñîîòâåòñòâóþùèå ìîäåëè ñâîäÿòñÿ ê ðåøåíèÿì ñèñòåì äèô-
ôåðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèé ñ ÷àñòíûìè ïðîèçâîäíûìè. Â ïåðâîì
ñëó÷àå ýòà ñèñòåìà âêëþ÷àåò â ñåáÿ óðàâíåíèå êîíâåêòèâíîãî òåï-
ëîîáìåíà âäîëü áóðîâîãî êàíàëà è óðàâíåíèå òåïëîïðîâîäíîñòè â
ïëàñòå. Âî âòîðîì ñëó÷àå ïðîöåññ îïèñûâàåòñÿ óðàâíåíèÿìè íåèçî-
òåðìè÷åñêîé ôèëüòðàöèè ãàçà â ïîðèñòîé ñðåäå.

Çíà÷èòåëüíàÿ ÷àñòü ðåçóëüòàòîâ ðàáîòû îòíîñèòñÿ ê çàäà÷àì
ëèíåéíîé ìåõàíèêè ðàçðóøåíèÿ. Ýòè çàäà÷è çàêëþ÷àþòñÿ â îöåíêå
ðàáîòîñïîñîáíîñòè ýëåìåíòîâ êîíñòðóêöèé, ñîäåðæàùèõ òðåùèíû.
Íåîáõîäèìîñòü ðåøåíèÿ çàäà÷ ìåõàíèêè ðàçðóøåíèÿ âûçâàíà òåì,
÷òî â ñîâðåìåííûõ ñëîæíûõ êîíñòðóêöèÿõ è ñîîðóæåíèÿõ ïðàê-
òè÷åñêè âñåãäà èìåþòñÿ òðåùèíîïîäîáíûå äåôåêòû, âîçíèêàþùèå
ëèáî â ïðîöåññå ýêñïëóàòàöèè, ëèáî èçíà÷àëüíî ïðèñóùèå èñïîëü-
çóåìûì ìàòåðèàëàì. Ìàòåìàòè÷åñêè, çàäà÷è ëèíåéíîé ìåõàíèêè
ðàçðóøåíèÿ îïèñûâàþòñÿ ñèñòåìîé óðàâíåíèé òåîðèè óïðóãîñòè â
òðåõìåðíîé îáëàñòè ñ ðàçðåçîì (òðåùèíîé). Èç-çà íåãëàäêîñòè ãðà-
íèöû îáëàñòè ðåøåíèÿ îáëàäàþò êîðíåâîé îñîáåííîñòüþ âáëèçè
êîíòóðà òðåùèíû. Êîýôôèöèåíòû ïðè ýòîé îñîáåííîñòè íàçûâàþò-
ñÿ êîýôôèöèåíòàìè èíòåíñèâíîñòè íàïðÿæåíèé (ÊÈÍ). Âåëè÷èíû
ÊÈÍ (èëè èõ êîìáèíàöèé) îïðåäåëÿþò âîçìîæíîñòü ïðîðàñòàíèÿ
òðåùèíû.

Îïðåäåëåíèå, ñ äîñòàòî÷íî âûñîêîé òî÷íîñòüþ, ãëàâíîãî ÷ëå-
íà àñèìïòîòèêè èç ÷èñëåííîãî ðåøåíèÿ ïðåäñòàâëÿåò ñóùåñòâåí-
íûå òðóäíîñòè. Ïîýòîìó âàæíóþ ðîëü èãðàþò àíàëèòè÷åñêèå è
àíàëèòèêî-÷èñëåííûå ðåøåíèÿ, êîòîðûå â ñëó÷àÿõ íåêîòîðûõ âè-
äîâ êàíîíè÷åñêèõ îáëàñòåé, çàíèìàåìûõ êàê óïðóãèì òåëîì, òàê
è òðåùèíîé, óäàåòñÿ ïîñòðîèòü. Òàêèå ðåøåíèÿ ïîçâîëÿþò èññëå-
äîâàòü âëèÿíèå ïàðàìåòðîâ çàäà÷è íà íàèáîëåå âàæíûå ñ òî÷êè
çðåíèÿ ìåõàíèêè ðàçðóøåíèÿ èõ õàðàêòåðèñòèêè, à òàêæå ìîãóò
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èñïîëüçîâàòüñÿ â êà÷åñòâå ýòàëîííûõ äëÿ ïðîâåðêè ÷èñëåííûõ ìå-
òîäîâ è êîððåêòèðîâêè ïàðàìåòðîâ ÷èñëåííîãî ñ÷åòà.

Çà îò÷åòíûé ïåðèîä óäàëîñü ïîëó÷èòü àíàëèòè÷åñêèå ðåøåíèÿ
íåñêîëüêèõ ïðîñòðàíñòâåííûõ çàäà÷ ìåõàíèêè ðàçðóøåíèÿ. Ïðè
ðåøåíèè ýòèõ çàäà÷ óäîáíûì îêàçàëîñü ïðåäâàðèòåëüíî ñâåñòè èñ-
õîäíûå êðàåâûå çàäà÷è äëÿ óðàâíåíèé òåîðèè óïðóãîñòè â òðåõìåð-
íîì òåëå ñ ðàçðåçîì ê çàäà÷àì Äèðèõëå äëÿ ñîîòâåòñòâóþùèõ ñè-
ñòåì ãðàíè÷íûõ ïñåâäîäèôôåðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèé îòíîñèòåëü-
íî ñêà÷êîâ ñìåùåíèé â îãðàíè÷åííîé, ïëîñêîé îáëàñòè, çàíèìàåìîé
òðåùèíîé. Áûë ðàçðàáîòàí ìåòîä àíàëèòè÷åñêîãî ðåøåíèÿ çàäà÷è
Äèðèõëå äëÿ íåêîòîðûõ òèïîâ ïñåâäîäèôôåðåíöèàëüíûõ óðàâíå-
íèé è ñèñòåì â ýëëèïòè÷åñêèõ îáëàñòÿõ. Â ðåçóëüòàòå, â ðàáîòå
[15] áûëè ïîëó÷åíû àíàëèòè÷åñêèå ðåøåíèÿ çàäà÷è îá ýëëèïòè÷å-
ñêîé òðåùèíå, ðàñïîëîæåííîé â îäíîðîäíîì, óïðóãîì ïðîñòðàíñòâå
â ñëó÷àå, êîãäà ê åå ïîâåðõíîñòÿì ïðèëîæåíû ðàâíûå ïî âåëè÷èíå
è ïðîòèâîïîëîæíî íàïðàâëåííûå ïðîèçâîëüíûå, ñòàòè÷åñêèå, ïî-
ëèíîìèàëüíûå íàãðóçêè.

Â ñòàòüÿõ Å. È. Øèôðèíà, îïóáëèêîâàííûõ â 1996 ã., ìåòîä àíà-
ëèòè÷åñêîãî ðåøåíèÿ áûë ðàñïðîñòðàíåí íà ñèñòåìó ïñåâäîäèô-
ôåðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèé, îòâå÷àþùóþ çàäà÷å îá ýëëèïòè÷åñêîé
òðåùèíå, ê ïîâåðõíîñòÿì êîòîðîé ïðèëîæåíû ïðîèçâîëüíûå óñè-
ëèÿ, ãàðìîíè÷åñêè èçìåíÿþùèåñÿ ïî âðåìåíè. Ïîëó÷åííîå ðåøåíèå
ïðåäñòàâëåíî â âèäå ñòåïåííîãî ðÿäà ïî âîëíîâîìó ÷èñëó. Àíàëè-
òè÷åñêîå ðåøåíèå ïðîñòðàíñòâåííîé äèíàìè÷åñêîé çàäà÷è òåîðèè
òðåùèí â óêàçàííûõ ðàáîòàõ ïîëó÷åíî âïåðâûå. Ñëåäóåò îòìåòèòü,
÷òî ñòåïåííîé ðÿä, ñ ïîìîùüþ êîòîðîãî ïðåäñòàâëåíî ðåøåíèå, ñõî-
äèòñÿ ëèøü â îáëàñòè íèçêèõ ÷àñòîò. Äëÿ ïîëó÷åíèÿ ðåøåíèÿ â áî-
ëåå øèðîêîì äèàïàçîíå ÷àñòîò, áûë èñïîëüçîâàí àïïàðàò àïïðîê-
ñèìàöèé Ïàäå. Ïðîâåäåííûå ðàñ÷åòû ïîêàçàëè, ÷òî àïïðîêñèìàöèè
Ïàäå ïîçâîëÿþò â íåñêîëüêî ðàç ðàñøèðèòü äèàïàçîí ÷àñòîò, â êî-
òîðîì ðåøåíèå ñòðîèòñÿ ñ èñêëþ÷èòåëüíî âûñîêîé òî÷íîñòüþ.

Äàëüíåéøåå ðàçâèòèå ìåòîä ïîëó÷èë â ðàáîòå [52], â êîòîðîé
ïîñòðîåíî àíàëèòèêî-÷èñëåííîå ðåøåíèå çàäà÷è îá ýëëèïòè÷åñêîé
èíòåðôåéñíîé òðåùèíå, ò.å. òðåùèíå, íàõîäÿùåéñÿ íà ãðàíèöå ðàç-
äåëà äâóõ ïîëóïðîñòðàíñòâ ñ ðàçëè÷íûìè óïðóãèìè ñâîéñòâàìè.
Çàäà÷è îá èíòåðôåéñíûõ òðåùèíàõ îñîáåííî ñëîæíû, ò.ê. èõ ðåøå-
íèÿ îáëàäàþò âáëèçè êîíòóðà òðåùèíû íå òîëüêî êîðíåâûìè, íî
è îñöèëëèðóþùèìè îñîáåííîñòÿìè. Âñëåäñòâèå ýòîãî ðàíåå áûëè
ïîñòðîåíû ðåøåíèÿ òîëüêî â ñëó÷àå êðóãëûõ òðåùèí.

Âî âñåõ óêàçàííûõ âûøå çàäà÷àõ ìåõàíèêè ðàçðóøåíèÿ ïðåä-
ïîëàãàåòñÿ, ÷òî ðàçìåðû, ìåñòîïîëîæåíèå è ôîðìà òðåùèíû èç-
âåñòíû. Îäíàêî, ñàìà ïðîáëåìà âûÿâëåíèÿ òðåùèí â êîíñòðóêöèÿõ



1.2. ÊÀ×ÅÑÒÂÅÍÍÛÅ ÌÅÒÎÄÛ ÈÑÑËÅÄÎÂÀÍÈß 11

ÿâëÿåòñÿ âåñüìà òðóäíîé è ê íàñòîÿùåìó âðåìåíè ìàëî èçó÷åííîé.
Îäíî èç ïåðñïåêòèâíûõ íàïðàâëåíèé â íåðàçðóøàþùèõ ìåòîäàõ
îáíàðóæåíèÿ è èäåíòèôèêàöèè äåôåêòîâ â ýëåìåíòàõ êîíñòðóê-
öèé îñíîâàíî íà èçìåðåíèè èçìåíåíèé èõ âèáðàöèîííûõ õàðàêòå-
ðèñòèê, íàïðèìåð, òàêèõ êàê ñîáñòâåííûå ÷àñòîòû è ñîáñòâåííûå
ôóíêöèè. Â ðàáîòàõ [53, 54] ðåøåíà çàäà÷à âû÷èñëåíèÿ ñîáñòâåí-
íûõ ÷àñòîò ïðè ïîïåðå÷íûõ êîëåáàíèÿõ áàëêè, ñîäåðæàùåé ïðîèç-
âîëüíîå êîëè÷åñòâî òðåùèí, à òàêæå ðàññìîòðåíû ïîäõîäû ê ðåøå-
íèþ îáðàòíîé çàäà÷è � îïðåäåëåíèÿ ïîëîæåíèÿ è ðàçìåðîâ òðåùèí
ïî ñîáñòâåííûì ÷àñòîòàì. Ðàíåå â ëèòåðàòóðå áûëè ðàññìîòðåíû
ñëó÷àè ëèøü îäíîé è äâóõ òðåùèí, ïðè÷åì ïðåäëàãàâøèåñÿ ìåòî-
äû ïðèâîäèëè ê âû÷èñëèòåëüíûì ïðîöåäóðàì, òðåáîâàâøèì ñóùå-
ñòâåííî áîëüøå ìàøèííîãî âðåìåíè.

1.2. Êà÷åñòâåííûå ìåòîäû èññëåäîâàíèÿ óðàâíåíèé
ìàòåìàòè÷åñêîé ôèçèêè

Îäíèì èç íàèáîëåå êîíñòðóêòèâíûõ ìåòîäîâ èññëåäîâàíèÿ
ñâîéñòâ ðåøåíèé óðàâíåíèé ìàòåìàòè÷åñêîé ôèçèêè ÿâëÿåòñÿ ìå-
òîä õàðàêòåðèñòèê. Õàðàêòåðèñòèêè â èçâåñòíûõ èç ëèòåðàòóðû
ïðèìåðàõ ÿâëÿþòñÿ ôàçîâûìè êðèâûìè â ôàçîâîì èëè ðàñøèðåí-
íîì ôàçîâîì ïðîñòðàíñòâå. Ïîñëåäíèé ñëó÷àé âñòðå÷àåòñÿ â ðÿ-
äå ýâîëþöèîííûõ óðàâíåíèé ìàòåìàòè÷åñêîé ôèçèêè. Âàæíî ïîä-
÷åðêíóòü, ÷òî êëàññè÷åñêèå ìåòîäû âû÷èñëåíèé ðàçâèâàëèñü, îðè-
åíòèðóÿñü íà ëèíåéíûå óðàâíåíèÿ ìàòåìàòè÷åñêîé ôèçèêè. Â ïî-
ñëåäíèå äåñÿòèëåòèÿ îáîñòðèëñÿ èíòåðåñ ê íåëèíåéíûì óðàâíåíèÿì
ìàòåìàòè÷åñêîé ôèçèêè â ñâÿçè ñ ðàçâèòèåì íàóêîåìêèõ òåõíîëî-
ãèé â ïðîìûøëåííîñòè. Èññëåäîâàíèÿ íåëèíåéíûõ óðàâíåíèé ìàòå-
ìàòè÷åñêîé ôèçèêè ïðîÿâèëî ðÿä ôåíîìåíîâ, ñâÿçàííûõ ñ ðåçêèì
îòëè÷èåì ñâîéñòâ íåïðåðûâíûõ ìîäåëåé è èõ äèñêðåòíûõ àíàëîãîâ.

Îäíèì èç ïðîäâèíóòûõ ïðèìåðîâ èññëåäîâàíèÿ ñâîéñòâ äèíà-
ìèêè äèñêðåòíûõ ìîäåëåé, ïðîÿâëÿþùèõ îòëè÷èå îò ñâîéñòâ íåïðå-
ðûâíûõ àíàëîãîâ, íà ñåãîäíÿ ÿâëÿåòñÿ �îòîáðàæåíèå Áîãäàíîâà�
(�Bogdanov map� ñì. [31]). Âìåñòå ñ ýòèì ñâîéñòâà äèñêðåòíîé ìî-
äåëè �Bogdanov map� îáíàðóæèâàþò áîëåå àäåêâàòíîå îïèñàíèå äè-
íàìèêè ñ ó÷åòîì ðàçâèòèÿ â ïîñëåâîåííûå ãîäû êîíöåïöèé è ïîíÿ-
òèé êâàíòîâîé ìåõàíèêè, êâàíòîâîé ñòàòèñòèêè è ò.ï.

Â îñíîâå ïðèìåðà ëåæèò íåïðåðûâíàÿ ìîäåëü äèíàìèêè ÷àñòè-
öû â ïîëå ñèë àíãàðìîíè÷åñêîãî îñöèëëÿòîðà ñ ó÷åòîì ñèëû òðåíèÿ

ẍ = −∂u
∂x

+ f(x) · ẋ, (1.1)
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ãäå u � àíãàðìîíè÷åñêèé ïîòåíöèàë ñèë

u =
x2

2
− x3

3
.

Ñèëà òðåíèÿ ðàññìàòðèâàåòñÿ ñ íåëèíåéíûì êîýôôèöèåíòîì
òðåíèÿ:

f(x) = ε+ µx,

ãäå ε, µ � ìàëûå âåùåñòâåííûå ïàðàìåòðû.
Ñåìåéñòâî (1.1) òåñíî ñâÿçàíî ñ áèôóðêàöèåé Áîãäàíîâà�Òàêåí-

ñà, ïîýòîìó îíî èññëåäîâàíî êà÷åñòâåííî ïîëíîñòüþ â 70-å ãîäû.
Ôèçè÷åñêàÿ ìîòèâèðîâêà çàêëþ÷àåòñÿ â èçó÷åíèè äèíàìèêè ÷à-

ñòèö ñëàáî ñæèìàåìîé æèäêîñòè (ïîñòîÿííàÿ ñîñòàâëÿþùàÿ êîýô-
ôèöèåíòà òðåíèÿ ε � ìàëà). Äîïîëíèòåëüíî ïðåäëàãàåòñÿ ó÷åñòü
íåëèíåéíûå ýôôåêòû, íàïðèìåð, ñâÿçàííûå ñ èçìåíåíèåì òåìïåðà-
òóðû ñðåäû (âêëþ÷åíèå â ìîäåëü ñëàãàåìîãî µx · ẋ).

Ïðè ìàëûõ çíà÷åíèÿõ ε è µ ôàçîâûé ïîðòðåò ñèñòåìû (1.1) èìå-
åò âèä

-

3

s

I

�
�s c

Èçâåñòíî òàêæå ([3]), ÷òî ó ñèñòåìû (1.1) ìîæåò èìåòüñÿ îäèí
ãðóáûé ïðåäåëüíûé öèêë (ïðè |ε| ≤ µ/7 + . . .).

Áûëî ïðåäëîæåíî (ñì. [31]) ðàññìîòðåòü ñõåìó Ýéëåðà ïåðâîãî
ïîðÿäêà äëÿ ñèñòåìû (1.1). Ïðåäëîæåíî âîñïîëüçîâàòüñÿ ïîëóÿâ-
íîé ñõåìîé Ýéëåðà, ÷òî ïðèâîäèò ê èòåðàöèÿì îòîáðàæåíèÿ ôàçî-
âîé ïëîñêîñòè íà ñåáÿ ñëåäóþùåãî âèäà:{

x′ = x+ y′,

y′ = y + εy + kx(x− 1) + µxy.
(1.2)
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Îòîáðàæåíèå (1.2) íàçûâàåòñÿ â ëèòåðàòóðå îòîáðàæåíèåì Áîã-
äàíîâà.

Ïîëóÿâíàÿ ñõåìà Ýéëåðà ïåðâîãî ïîðÿäêà çäåñü óäîáíà ïî
äâóì ïðè÷èíàì. Ïåðâàÿ: îáðàòíîå îòîáðàæåíèå ê (1.2) ÿâëÿåòñÿ
äðîáíî-ðàöèîíàëüíûì (ýòî îáëåã÷àåò ÷èñëåííûé àíàëèç îòîáðàæå-
íèÿ (1.2), ó÷èòûâàþùèé èòåðàöèè (1.2) âïåðåä è íàçàä ïî äèñêðåò-
íîìó âðåìåíè). Âòîðàÿ: îòîáðàæåíèå (1.2), çàïèñàííîå ñ ó÷åòîì
óðàâíåíèÿ Íüþòîíà âòîðîãî ïîðÿäêà, äîïóñêàåò åñòåñòâåííóþ ôè-
çè÷åñêóþ ìîòèâèðîâêó ïîëó÷åíèÿ (1.2) ñ ó÷åòîì òåïëîîáìåíà íà
ïóòè ñâîáîäíîãî ïðîáåãà ÷àñòèöû.

Îòîáðàæåíèå (1.2) ìîæåò èìåòü íà ôàçîâîé ïëîñêîñòè ïåðèîäè-
÷åñêèå îðáèòû ïåðèîäà n:

gn(x0) = x0, gj(x0) 6= x0 ïðè 1 ≤ j ≤ n− 1.

Áûëè âûáðàíû 3 íàáîðà ïàðàìåòðîâ k, ε è µ, ïðè êîòîðûõ (1.2)
èññëåäîâàëîñü ÷èñëåííî ñ ïîìîùüþ ÝÂÌ (ñì. [5]). Áûëî îáíàðóæå-
íî äëÿ êàæäîãî ôèêñèðîâàííîãî íàáîðà ïàðàìåòðîâ ïîðÿäêà 2·10−3

ïåðèîäè÷åñêèõ îðáèò (ïåðèîä â ïðåäåëàõ ≤ 107 ÷ 108).
Ïåðèîäè÷åñêèå îðáèòû ðàçáèâàþòñÿ â îáùåì ïîëîæåíèè íà òðè

âèäà:

à) àñèìïòîòè÷åñêè � óñòîé÷èâûå;
á) àñèìïòîòè÷åñêè � íåóñòîé÷èâûå;
â) ãèïåðáîëè÷åñêèå.

Àñèìïòîòè÷åñêè � íåóñòîé÷èâûå ïåðèîäè÷åñêèå îðáèòû îòâå-
÷àþò çà àñèìïòîòèêè äâèæåíèÿ ÷àñòèöû ïðè n → −∞. Ñîîòâåò-
ñòâåííî, àñèìïòîòè÷åñêè � óñòîé÷èâûå îðáèòû äàþò àñèìïòîòèêè
äâèæåíèÿ ïðè n → +∞. Ãèïåðáîëè÷åñêèå ïåðèîäè÷åñêèå îðáèòû
îòâå÷àþò ïåðåõîäíûì ïðîöåññàì â äâèæåíèè ÷àñòèöû è ñâÿçàíû
ñ ÿâëåíèåì, íàçâàííûì â ëèòåðàòóðå (ñòîõàñòè÷åñêîé) äèôôóçèåé
Àðíîëüäà (ñîîòâåòñòâåííî â ãåîìåòðèè � ïàóòèíà Àðíîëüäà).

Àñèìïòîòè÷åñêè (íå)óñòîé÷èâûå ïåðèîäè÷åñêèå îðáèòû èìåþò
îáëàñòè çàõâàòà â ôàçîâîì ïðîñòðàíñòâå: ìíîæåñòâî íà÷àëüíûõ òî-
÷åê, êîòîðûå ïðè äèñêðåòíûõ èòåðàöèÿõ àñèìïòîòè÷åñêè ñõîäÿòñÿ
ê ñîîòâåòñòâóþùåé îðáèòå ïðè n → +∞ èëè n → −∞. Îáëàñòè
çàõâàòà â ôàçîâîì ïðîñòðàíñòâå èìåþò äîâîëüíî ñëîæíóþ òîïîëî-
ãè÷åñêóþ ïðèðîäó, êîòîðàÿ â íàèáîëåå ñëîæíûõ ñëó÷àÿõ ñïëåòàåò-
ñÿ â ïàóòèíó Àðíîëüäà. Ìåðà îáëàñòè çàõâàòà (ïëîùàäü) ïîçâîëÿ-
åò îïðåäåëèòü ñòàòèñòè÷åñêèé âåñ ïåðèîäè÷åñêîé àñèìïòîòè÷åñêè
(íå)óñòîé÷èâîé îðáèòû. Îöåíêè, âûïîëíåííûå â [5], ïîêàçûâàþò,
÷òî ýòè ñòàòèñòè÷åñêèå âåñà îïèñûâàþòñÿ ïðèáëèæåííî ðàñïðåäå-
ëåíèåì Áîëüöìàíà�Ãèááñà.
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Òàêèì îáðàçîì, ìû ïîëó÷àåì, ÷òî äèñêðåòèçàöèÿ íåïðåðûâíîé
ìîäåëè ïðîñòåéøåãî âèäà ïðèâîäèò ê äèíàìèêå êà÷åñòâåííî îòëè-
÷àþùåéñÿ îò äèíàìèêè íåïðåðûâíîé ìîäåëè.

Áåçóñëîâíî, äèñêðåòíàÿ äèíàìèêà ñòàíîâèòñÿ äîñòóïíîé àíàëè-
çó ñ ïîìîùüþ ìåòîäîâ ñòàòèñòè÷åñêîé ôèçèêè (ñêîðåå ìåõàíèêè),
à òàêæå ìåòîäîâ êâàíòîâîé ñòàòèñòèêè. Â [5] îòìå÷åíî, ÷òî óñðåä-
íåíèå âäîëü ïåðèîäè÷åñêèõ îðáèò ðÿäà âåëè÷èí ñ îïðåäåëåííûì
ôèçè÷åñêèì ñìûñëîì äàåò ñðåäíèå âåëè÷èíû, êîòîðûå îáíàðóæè-
âàþò ñèñòåìàòè÷åñêîå ïîâåäåíèå. Âìåñòå ñ òåì, àíîìàëüíî âûñîêèå
çíà÷åíèÿ ñîîòâåòñòâóþùèõ äèñïåðñèé ïîêàçûâàþò, ÷òî ìû èìååì
äåëî ñî �ñòàòèñòè÷åñèìè"âûáîðêàìè äàëåêî íå îäíîâåðøèííûõ ðàñ-
ïðåäåëåíèé òåîðèè âåðîÿòíîñòåé.

Â ïðåäåëàõ ε, µ → 0 îòîáðàæåíèå (1.2) ÿâëÿåòñÿ ñèìïëåêòè÷å-
ñêèì, ò.å. ñîõðàíÿåò ýëåìåíò ïëîùàäè íà ôàçîâîé ïëîñêîñòè. Ýòîò
ôàêò ïîçâîëÿåò ïðè ìàëûõ ε è µ (â ðàñ÷åòàõ [5] èñïîëüçîâàíû
ε, µ ∼ 10−5) ââåñòè äåêîìïîçèöèþ îáëàñòè çàõâàòà ïåðèîäè÷åñêîé
îðáèòû ïåðèîäà n íà n ïðèáëèçèòåëüíî ðàâíûõ ÷àñòåé. Îêàçûâà-
åòñÿ, ðàñïðåäåëåíèå Áîëüöìàíà�Ãèááñà îòâå÷àåò îäíîé èç ýòèõ n
êîìïîíåíò. Òàêèì îáðàçîì, ìû ñòàëêèâàåìñÿ ïðè äèñêðåòèçàöèè
äèíàìèêè ñ ïðèíöèïîì íåîïðåäåëåííîñòè, âïåðâûå ââåäåííîì â
êâàíòîâîé ìåõàíèêå. Ïðè ïîïûòêå àïïðîêñèìèðîâàòü íåïðåðûâíûå
ìîäåëè äèñêðåòíûìè â íåëèíåéíûõ ñèòóàöèÿõ ìû ñòàëêèâàåìñÿ ñî
âñåìè ïðîáëåìàìè ìàòåìàòè÷åñêîé ôèçèêè, ïðèâåäøèìè ê ïîÿâëå-
íèþ êâàíòîâîé ìåõàíèêè è ïð.

Òàêàÿ äåêîìïîçèöèÿ ïîçâîëÿåò ãîâîðèòü î ñèììåòðèÿõ äèíà-
ìèêè. Ìû ñòàëêèâàåìñÿ ñ ïðèìåðîì óêëàäîê Ïåíðîóçà â ôàçîâîì
ïðîñòðàíñòâå. Òðàäèöèîííî âîçíèêíóâ â âèäå êðèñòàëëîãðàôè÷å-
ñêèõ ðåøåòîê â ôèçèêå òâåðäîãî òåëà (ãäå îíè ïîääàþòñÿ ïåðå-
÷èñëåíèþ â ñëó÷àå R3-ãðóïïû Ôåäîðîâà), óêëàäêè â ñëó÷àå äàæå
ñëàáî-äèññèïàòèâíîé äèíàìèêè âðÿä ëè ìîãóò áûòü îïèñàíû â ïîë-
íîì âèäå. Òóò ðå÷ü èäåò î �ñïîíòàííî� âîçíèêàþùèõ ñèììåòðèÿõ â
íåëèíåéíûõ äèíàìè÷åñêèõ ñèñòåìàõ.

Áåçóñëîâíî, â ðÿäå ïðèëîæåíèé èíòåðåñ ïðåäñòàâëÿþò ëèøü ïå-
ðèîäè÷åñêèå îðáèòû ñ áîëüøèìè âåëè÷èíàìè ñòàòèñòè÷åñêèõ âåñîâ.
Ó÷åò ýòîãî ôàêòà, åñòåñòâåííî, ñèëüíî óïðîùàåò èññëåäîâàíèÿ è ñî-
îòâåòñòâóþùèå ÷èñëåííûå ðàñ÷åòû. Âìåñòå ñ ýòèì ñ òî÷êè çðåíèÿ
âûïîëíåíèÿ �òðàäèöèîííûõ ðó÷íûõ� ìàòåìàòè÷åñêèõ ðàñ÷åòîâ äëÿ
àíàëèçà ÷èñëåííûõ ðåçóëüòàòîâ ïðîáëåìà âûãëÿäèò âåñüìà òðóä-
íîé.
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Âûøåèçëîæåííîå ïîêàçûâàåò, ÷òî ÷èñëåííîå èññëåäîâàíèå íåëè-
íåéíûõ óðàâíåíèé ìàòåìàòè÷åñêîé ôèçèêè ÿâëÿåòñÿ òðóäíîé çà-
äà÷åé äàæå ñ ó÷åòîì ðåçêî âîçðîñøèõ ïðîèçâîäèòåëüíîñòåé ñîâðå-
ìåííûõ ÝÂÌ. Â äàííîé ðàáîòå ñäåëàíû íåêîòîðûå øàãè â íàïðàâ-
ëåíèè ðåøåíèÿ ýòîé çàäà÷è. Âìåñòå ñ ýòèì, åñòåñòâåííî, îæèäàòü
âîçðàñòàíèÿ îáúåìà èññëåäîâàíèé â ñîîòâåòñòâóþùèõ îáëàñòÿõ ìà-
òåìàòèêè è åå ïðèëîæåíèé. Ñåé÷àñ íà ýòèõ íàïðàâëåíèÿõ ðàáîòàþò
ãðóïïû â Èñïàíèè, Âåëèêîáðèòàíèè, Ôðàíöèè, Íèäåðëàíäàõ.

Â íàñòîÿùåå âðåìÿ èíòåíñèâíî èññëåäóåòñÿ äèíàìèêà, ñâÿçàí-
íàÿ ñ ïîíÿòèåì ñòðàííîãî àòòðàêòîðà, ïîÿâèâøàÿñÿ â òåîðèè äè-
íàìè÷åñêèõ ñèñòåì â 60-å ãîäû. Ê ñîæàëåíèþ, ïåðâûå îòêðû-
òûå ñòðàííûå àòòðàêòîðû áûëè òåñíî ñâÿçàíû ñ ãèïåðáîëè÷å-
ñêèìè äèíàìè÷åñêèìè ñèñòåìàìè (çà÷àñòóþ â êîíñåðâàòèâíîé äè-
íàìèêå; íàïðèìåð, ñèñòåìû Àíîñîâà (ñì.[1]); çäåñü ïîëåçíî íà-
çâàòü ïðåäøåñòâóþùèå ïðèìåðû: ñèñòåìû Lorenz'a, Feigenbaum'a,
Henon'a, Henon�Heiles'a). Îáíàðóæåíèå ñòðóêòóð àñèìïòîòè÷åñêè
(íå)óñòîé÷èâûõ ïåðèîäè÷åñêèõ ñòðóêòóð, ëåæàùèõ â îêðåñòíî-
ñòè ãèïåðáîëè÷åñêîãî, ñòðàííîãî àòòðàêòîðà, â ðàìêàõ ñëàáî-
äèññèïàòèâíîé òåîðèè Êîëìîãîðîâà�Àðíîëüäà�Ìîçåðà ïîçâîëÿåò
ïðèâëå÷ü ê èññëåäîâàíèÿì ñîâðåìåííûå ìàòåìàòè÷åñêèå ìåòîäû
òåîðèè íåëèíåéíûõ äèíàìè÷åñêèõ ñèñòåì.

1.3. Èñïîëüçîâàíèå ìåòîäîâ ñàìîîðãàíèçàöèè äëÿ
ðåøåíèÿ äèôôåðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèé

Ïðè èññëåäîâàíèè äèôôåðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèé ìàòåìàòè÷å-
ñêîé ôèçèêè áûëè èñïîëüçîâàíû è ìåòîäû, îáû÷íî ïðèìåíÿåìûå
ëèøü â îäíîì ñïåöèàëüíîì ñëó÷àå � â òåîðèè îïòèìàëüíîãî óïðàâ-
ëåíèÿ. À èìåííî, îêàçàëîñü, ÷òî ðàçëè÷íûå êëàññû çàäà÷, ìàòåìà-
òè÷åñêèå ìîäåëè êîòîðûõ îïèñûâàþòñÿ äèôôåðåíöèàëüíûìè óðàâ-
íåíèÿìè, ìîãóò áûòü ðåøåíû ñ ïîìîùüþ àïïàðàòà òåîðèè ñàìîîð-
ãàíèçàöèè.

Ðàññìîòðèì ïðèìåíåíèå ýòîé òåîðèè ê ðåøåíèþ óðàâíåíèé ìà-
òåìàòè÷åñêîé ôèçèêè, â ÷àñòíîñòè, ê ðåøåíèþ óðàâíåíèÿ Øðå-
äèíãåðà. Èñõîäíàÿ çàäà÷à ôîðìóëèðóåòñÿ â âèäå êðàåâîé çàäà÷è.
Èçâåñòíî [18], ÷òî â ñîîòâåòñòâèè ñ ðèöîâñêèì ìåòîäîì âîëíîâîå
ðåøåíèå òàêîé çàäà÷è ïðåäñòàâëÿåòñÿ â âèäå âàðèàöèîííîãî ðÿäà
ïî ïîêàçàòåëüíûì ôóíêöèÿì, ñîäåðæàùèì ëèíåéíûå è íåëèíåéíûå
êîýôôèöèåíòû, ò.å. ïðåäñòàâëåííîå ïîëíûì áàçèñîì.
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Ñàìàÿ ëó÷øàÿ ñòðàòåãèÿ çàêëþ÷àåòñÿ â òîì, ÷òîáû ðåøåíèå ñà-
ìî âûáèðàëî äëÿ ñåáÿ ïîäõîäÿùèé áàçèñ ðàçëîæåíèÿ. Äëÿ îïòèìè-
çàöèè áàçèñà íåîáõîäèìî ïðåîáðàçîâàòü èñõîäíóþ êðàåâóþ çàäà÷ó,
èñïîëüçóÿ, íàïðèìåð, ìåòîäû Ðèòöà èëè Áóáíîâà�Ãàëåðêèíà, â çà-
äà÷ó ìèíèìèçàöèè ñîîòâåòñòâóþùåãî ôóíêöèîíàëà. Òàêèì ôóíê-
öèîíàëîì áóäåò ôóíêöèîíàë ýíåðãèè. Òî÷íîå ðåøåíèå ñîîòâåòñòâó-
åò ìèíèìóìó ôóíêöèîíàëà.

Íàïîìíèì, ÷òî èñêîìîå ðåøåíèå ïðåäñòàâëÿåòñÿ â âèäå âàðè-
àöèîííîãî ðÿäà. Íàèëó÷øåå ðåøåíèå äîñòèãàåòñÿ ïðè ðàçëè÷íûõ
çíà÷åíèÿõ ëèíåéíûõ êîýôôèöèåíòîâ, êîòîðûå îïðåäåëÿþòñÿ ïî
ÌÍÊ. Íåëèíåéíûå êîýôôèöèåíòû, âõîäÿùèå â ðåøåíèå, îïðåäå-
ëÿþòñÿ ñ ïîìîùüþ àïïàðàòà òåîðèè ñàìîîðãàíèçàöèè.

Ñõåìà ðåøåíèÿ òàêèì ìåòîäîì ñëåäóþùàÿ:

• ñòðîèòñÿ ñòàòèñòè÷åñêàÿ âûáîðêà, ò.å. âàðüèðóåòñÿ âõîäíàÿ
âåëè÷èíà è ñ÷èòàåòñÿ âûõîäíàÿ âåëè÷èíà, ýíåðãèÿ E,
• ñòàòèñòè÷åñêàÿ âûáîðêà äåëèòñÿ íà äâå íåðàâíûå ÷àñòè, êî-
òîðûå íàçûâàþò îáó÷àþùåé è ïðîâåðî÷íîé ïîñëåäîâàòåëü-
íîñòÿìè,
• ïî îáó÷àþùåé ïîñëåäîâàòåëüíîñòè ñ ïîìîùüþ ÌÍÊ îïðå-
äåëÿþòñÿ ëèíåéíûå êîýôôèöèåíòû ðåøåíèÿ,
• ïî ïðîâåðî÷íîé ïîñëåäîâàòåëüíîñòè âû÷èñëÿåòñÿ âíåøíèé
êðèòåðèé ðåãóëÿðíîñòè.

Âû÷èñëåíèå âíåøíåãî êðèòåðèÿ ðåãóëÿðíîñòè òðåáóåò îïðåäå-
ëåíèÿ ýíåðãèè ïî âûáèðàåìîìó ïîëèíîìó, êîòîðûé ïîñòåïåííî
óñëîæíÿåòñÿ.

Èìååò ìåñòî òåîðåìà: ïîëèíîì îïòèìàëüíîé ñëîæíîñòè ñîîò-
âåòñòâóåò ìèíèìóìó êðèòåðèÿ è îí ãëîáàëüíûé.

• âû÷èñëÿåòñÿ îïòèìàëüíûé íåëèíåéíûé êîýôôèöèåíò,
• äëÿ êàæäîé òåêóùåé ôîðìû âîëíîâîé ôóíêöèè ðàññ÷èòû-
âàåòñÿ ýíåðãèÿ ñèñòåìû, êîòîðàÿ ñðàâíèâàåòñÿ ñ òåîðåòè÷å-
ñêîé îöåíêîé E = 0.5,
• ïðè äîñòèæåíèè òåîðåòè÷åñêîé ýíåðãèè ñ çàäàííîé òî÷íî-
ñòüþ âîëíîâàÿ ôóíêöèÿ ñ÷èòàåòñÿ íàéäåííîé.

Ïî ïîäîáíîé ñõåìå ìîãóò áûòü ðåøåíû è çàäà÷è, ñâÿçàííûå ñ
íàõîæäåíèåì îïòèìàëüíîãî óïðàâëåíèÿ. Òåîðèÿ ñàìîîðãàíèçàöèè
ïîçâîëÿåò ïîñòðîèòü îïòèìàëüíîå óïðàâëåíèå â êëàññå ñòàíäàðò-
íîé áàçèñíîé îðòîíîðìèðîâàííîé ñèñòåìû ôóíêöèé. Îäíîâðåìåí-
íî ðåøàåòñÿ çàäà÷à îïðåäåëåíèÿ ðàçìåðíîñòè òàêîãî áàçèñà.

Ðàçðàáàòûâàåòñÿ ìåòîäîëîãèÿ è òåîðåòè÷åñêèå îáîñíîâàíèÿ ñõî-
äèìîñòè ñîîòâåòñòâóþùèõ ìåòîäîâ ñàìîîðãàíèçàöèè.
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Ïðåäëàãàåìûé àïïàðàò àïðîáèðóåòñÿ íà ÷àñòíûõ çàäà÷àõ îïòè-
ìàëüíîãî óïðàâëåíèÿ. Â ðàáîòå [23] ðàññìàòðèâàåòñÿ çàäà÷à âû-
áîðà îïòèìàëüíûõ ðåæèìîâ äâèæåíèÿ ËÀ ïî êðèòåðèþ äàëüíîñòè
ïîëåòà. Ðåøåíèå ïîäîáíîé çàäà÷è òðàäèöèîííûìè ìåòîäàìè òåîðèè
îïòèìàëüíîãî óïðàâëåíèÿ ñâÿçàíî ñî çíà÷èòåëüíûìè âû÷èñëèòåëü-
íûìè òðóäíîñòÿìè è ïðè ýòîì äëÿ ïðèìåíåíèÿ òàêèõ ìåòîäîâ íåîá-
õîäèìî çíà÷èòåëüíûå óïðîùåíèÿ è äîïóùåíèÿ â èñõîäíîé ìàòåìà-
òè÷åñêîé ìîäåëè. Îñîáîå ìåñòî çäåñü çàíèìàåò ïðîáëåìà âûáîðà
ïàðàìåòðîâ èñïîëüçóåìîãî ìåòîäà îïòèìèçàöèè, îò ÷åãî â çíà÷è-
òåëüíîé ñòåïåíè çàâèñèò ñõîäèìîñòü ïðîöåññà ðåøåíèÿ çàäà÷è.

Àâòîðàìè ïðåäëàãàåòñÿ ïîäõîä ê ðåøåíèþ òàêîãî êëàññà çàäà÷,
îñíîâàííûé íà âîññòàíîâëåíèè îïòèìàëüíîãî óïðàâëåíèÿ íåëè-
íåéíîé ðåãðåññèåé, êîòîðîé àïïðîêñèìèðóåòñÿ èñõîäíûé ðåæèì
äâèæåíèÿ. Èòåðàöèîííûé àëãîðèòì ïîñòðîåí íà ïîñëåäîâàòåëüíî
óëó÷øàåìûõ ïñåâäîâûáîðêàõ ïî ïîêàçàòåëþ äàëüíîñòè.

Â ðàáîòå [25] ðàññìàòðèâàåòñÿ àêòóàëüíàÿ çàäà÷à ïîñòðîåíèÿ
ñèñòåìû ËÀ îïòèìàëüíîãî òèïàæà. Çàäà÷è òàêîãî êëàññà âîçíè-
êàþò â óñëîâèÿõ ìíîæåñòâà öåëåâûõ çàäà÷ ñ çàäàííûì íàáîðîì
õàðàêòåðèñòèê. Íàïðèìåð, öåëåâàÿ çàäà÷à ìîæåò îïèñûâàòüñÿ íà-
áîðîì ïîëåçíûõ íàãðóçîê, êîòîðûå íåîáõîäèìî âûâåñòè íà îðáèòó
ñ çàäàííûìè ïàðàìåòðàìè. Î÷åâèäíî, ÷òî ñîçäàâàòü ïîä êàæäóþ
ïîëåçíóþ íàãðóçêó ñïåöèàëèçèðîâàííûé ËÀ, òàêæå, êàê âûâîäèòü
âåñü çàäàííûé äèàïàçîí ïîëåçíûõ íàãðóçîê îäíèì óíèâåðñàëüíûì
ËÀ, ýêîíîìè÷åñêè íåâûãîäíî. Ñëåäîâàòåëüíî, îïòèìàëüíîé ÿâëÿ-
åòñÿ íåêîòîðàÿ ñèñòåìà ËÀ, ðàöèîíàëüíûì îáðàçîì ðàñïðåäåëÿþ-
ùàÿ ìåæäó ñîáîé âåñü äèàïàçîí ïîëåçíûõ íàãðóçîê.

Äàííàÿ çàäà÷à ðåøàëàñü ñ ïîìîùüþ âûáîðà îïòèìàëüíîé ýïþ-
ðû òÿãè ÄÓ â ôóíêöèè îò ïîëåçíîé íàãðóçêè. Îïòèìàëüíàÿ ýïþðà
àïïðîêñèìèðîâàëàñü ñòàíäàðòíûìè çíà÷åíèÿìè òÿã, â ðåçóëüòàòå
÷åãî ôîðìèðîâàëàñü ñèñòåìà îïòèìàëüíîãî òèïàæà.

Âûáîð óïðàâëÿåìîãî äâèæåíèÿ ËÀ îáû÷íî îñóùåñòâëÿåòñÿ ïî
êàêîìó-ëèáî ôóíêöèîíàëó, îòðàæàþùåìó êà÷åñòâî ôóíêöèîíèðî-
âàíèÿ ËÀ. Êàê ïðàâèëî, òàêîé ôóíêöèîíàë íå åäèíñòâåíåí è çäåñü
âîçíèêàåò ïðîáëåìà íåîïðåäåëåííîñòè, ñâÿçàííàÿ ñ ìíîãîêðèòåðè-
àëüíûì âûáîðîì.

Îäíèì èç ýôôåêòèâíûõ ñïîñîáîâ ðàñêðûòèÿ òàêîé íåîïðåäå-
ëåííîñòè ÿâëÿåòñÿ ââåäåíèå, òàê íàçûâàåìîãî, îáîáùåííîãî ôóíê-
öèîíàëà, îòðàæàþùåãî âåðîÿòíîñòü âûïîëíåíèÿ çàäà÷è. Âñå ÷àñò-
íûå êðèòåðèè îïòèìàëüíîñòè çàäà÷ âõîäÿò â âèäå ïðåäåëîâ èíòå-
ãðèðîâàíèÿ êðàòíîãî èíòåãðàëà, âõîäÿùåãî â îáîáùåííûé ôóíê-
öèîíàë. Ïðè ýòîì ñîîòâåòñòâóþùèå ÷àñòíûå ôóíêöèîíàëû ìîäå-
ëèðóþòñÿ íåêîíòðîëèðóåìûìè ôàêòîðàìè ñ çàäàííûì äèàïàçîíîì
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èçìåíåíèÿ. Â ðàáîòå [24] äîêàçûâàåòñÿ, ÷òî óñëîâèåì îïòèìàëü-
íîñòè ïî óïðàâëåíèþ ÿâëÿåòñÿ ìàêñèìóì ôóíêöèîíàëà âåðîÿòíî-
ñòè âûïîëíåíèÿ çàäà÷è. Ïîäîáíîå ðàñêðûòèå ìíîãîêðèòåðèàëüíîé
íåîïðåäåëåííîñòè îñîáåííî óäîáíî ïðè ðåøåíèè çàäà÷è ñèíòåçà îï-
òèìàëüíîãî óïðàâëåíèÿ. Â ýòîì ñëó÷àå, íà÷àëüíûé âåêòîð ôàçîâî-
ãî ñîñòîÿíèÿ ËÀ òàêæå ìîæåò áûòü îòíåñåí ê êëàññó íåêîíòðîëè-
ðóåìûõ ôàêòîðîâ ñ çàäàííûì äèàïàçîíîì èçìåíåíèÿ. Ñ èñïîëüçî-
âàíèåì äàííîãî ïîäõîäà áûëà ðåøåíà ïðàêòè÷åñêàÿ çàäà÷à ñèíòå-
çà îïòèìàëüíîãî óïðàâëåíèÿ ÊËÀ, êà÷åñòâî êîòîðîãî îöåíèâàëîñü
ïî äâóì ÷àñòíûì êðèòåðèÿì îïòèìàëüíîñòè ìàññà àïïàðàòà è åãî
íàäåæíîñòü, íà êîòîðîé áûëà ïîêàçàíà ïðàêòè÷åñêàÿ ñõîäèìîñòü
ìåòîäà.

1.4. Ïåðåíîñ ìíîãîîáðàçèÿ ôàçîâûì ïîòîêîì
äèíàìè÷åñêîé ñèñòåìû

Åùå îäíèì íàïðàâëåíèåì èññëåäîâàíèÿ áûëî ïîñòðîåíèå è èçó-
÷åíèå ðàçëîæåíèé ôàçîâîãî ïîòîêà ñèñòåìû äèôôåðåíöèàëüíûõ
óðàâíåíèé â ðÿä Òåéëîðà è ïðèìåíåíèÿ òàêèõ ðàçëîæåíèé ê ðåøå-
íèþ íåêîòîðûõ ïðèêëàäíûõ çàäà÷. Íåîáõîäèìîñòü ïåðåíîñà ãëàä-
êîãî ìíîãîîáðàçèÿ, çàäàííîãî â ôàçîâîì ïðîñòðàíñòâå îáûêíîâåí-
íîãî äèôôåðåíöèàëüíîãî óðàâíåíèÿ, ôàçîâûì ïîòîêîì ýòîãî óðàâ-
íåíèÿ âîçíèêàåò â öåëîì ðÿäå çàäà÷ ìàòåìàòè÷åñêîé ôèçèêè. Ïðè-
âåäåì â êà÷åñòâå ïðèìåðà äâà êëàññà òàêèõ çàäà÷.

Âñòðå÷àþòñÿ ñèòóàöèè, êîãäà íàñ èíòåðåñóåò îáðàç íå îäíîé ôà-
çîâîé òî÷êè, à öåëîãî ìíîãîîáðàçèÿ ïîä äåéñòâèåì ôàçîâîãî ïîòî-
êà. Íàïðèìåð, ïðè ðàñ÷åòå ïàðàìåòðîâ ïó÷êà çàðÿæåííûõ ÷àñòèö
â ýëåêòðîìàãíèòíîì ïîëå íà÷àëüíîå ðàñïðåäåëåíèå ÷àñòèö, ñîñòàâ-
ëÿþùèõ ïó÷îê, ïî êîîðäèíàòàì è ñêîðîñòÿì çàäàåòñÿ íåêîòîðîé îá-
ëàñòüþ â ôàçîâîì ïðîñòðàíñòâå óðàâíåíèé äâèæåíèÿ ÷àñòèö. Åñëè
íàñ èíòåðåñóåò ñîñòîÿíèå ïó÷êà â ïîñëåäóþùèå ìîìåíòû âðåìåíè,
ìû äîëæíû óìåòü ñëåäèòü çà ðàçâèòèåì ýòîé îáëàñòè. Êëàññè÷å-
ñêèé ïîäõîä â çàäà÷àõ òàêîãî ðîäà ñîñòîèò â òîì, ÷òîáû äèñêðåòè-
çèðîâàòü íà÷àëüíóþ îáëàñòü, çàìåíèâ åå êîíå÷íûì ÷èñëîì òî÷åê,
ðàñïðåäåëåííûõ ïî íåé ðàâíîìåðíî èëè ñ ó÷åòîì êàêîãî-ëèáî ýì-
ïèðè÷åñêîãî âåñà, è ðàññ÷èòàòü êîíå÷íîå ÷èñëî òðàåêòîðèé, âûïó-
ùåííûõ èç ýòèõ äèñêðåòíûõ òî÷åê. Çàòåì â êàæäûé èíòåðåñóþùèé
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íàñ ìîìåíò ìû äîëæíû óñðåäíèòü ïîëó÷åííóþ äèñêðåòíóþ èíôîð-
ìàöèþ è ïåðåéòè îò íåå ê ãëàäêîìó ìíîãîîáðàçèþ. ×òîáû ýòî óäà-
ëîñü ñäåëàòü ñ ïðèåìëåìîé òî÷íîñòüþ, ïðèõîäèòñÿ áðàòü äîñòàòî÷-
íî áîëüøîå ÷èñëî òî÷åê äèñêðåòèçàöèè. Íåäîñòàòêîì ýòîãî ïîä-
õîäà ÿâëÿþòñÿ áîëüøèå âû÷èñëèòåëüíûå çàòðàòû. Ïðåäëàãàåìûå
àëãîðèòìû ïåðåíîñà ìíîãîîáðàçèÿ êàê öåëîãî (áåç äèñêðåòèçàöèè)
ýêîíîìè÷íåå ñ ýòîé òî÷êè çðåíèÿ.

Âòîðîé êëàññ çàäà÷, òðåáóþùèõ ïåðåíîñà ìíîãîîáðàçèé, � ýòî
êðàåâûå çàäà÷è äëÿ îáûêíîâåííûõ äèôôåðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèé.
Äëÿ êðàåâûõ çàäà÷, â îòëè÷èå îò íà÷àëüíûõ, íåòðèâèàëüíûì ÿâëÿ-
åòñÿ âîïðîñ î ñóùåñòâîâàíèè è åäèíñòâåííîñòè ðåøåíèÿ. Àëãîðèò-
ìû ïåðåíîñà ìíîãîîáðàçèé ìîãóò ïîìî÷ü â ðåøåíèè ýòîãî âîïðîñà,
à òàêæå ñâåñòè êðàåâóþ çàäà÷ó ê íà÷àëüíîé. Ïîÿñíèì ñêàçàííîå íà
ïðèìåðå. Ðàññìîòðèì äâóõòî÷å÷íóþ êðàåâóþ çàäà÷ó

ẋ =
1

y
,

ẏ =
1

x
,

(1.3)

xy = 2 ïðè t = 0, (1.4)

y = 2(2− x) ïðè t = 1. (1.5)

Êðàåâîå óñëîâèå (1.4) ïîðîæäàåò ìíîãîîáðàçèå Γ1, à (1.5) � Γ2.
Îáðàç Γ′1 êðèâîé Γ1 ïðè t = 1 èìååò îäíó òî÷êó ïåðåñå÷åíèÿ ñ
êðèâîé Γ2 (ýòî áóäåò ïîêàçàíî íèæå), ÷òî îçíà÷àåò ñóùåñòâîâàíèå
îäíîãî ðåøåíèÿ êðàåâîé çàäà÷è (1.3)�(1.5). Ò.ê. â ñèëó äèôôåî-
ìîðôíîñòè ôàçîâîãî ïîòîêà ÷åðåç êàæäóþ ðåãóëÿðíóþ ôàçîâóþ
òî÷êó ïðîõîäèò îäíà è òîëüêî îäíà òðàåêòîðèÿ, òî, æåëàÿ ïîëó-
÷èòü ðåøåíèå çàäà÷è (1.3)�(1.5) ïðè âñåõ t, ìû äîëæíû ðåøèòü
çàäà÷ó Êîøè ñ íà÷àëüíûìè óñëîâèÿìè x = x̃, y = ỹ ïðè t = 1, ãäå
(x̃, ỹ) � òî÷êà ïåðåñå÷åíèÿ Γ′1 ñ Γ2.

Èòàê, ÷èñëî òî÷åê ïåðåñå÷åíèÿ îáðàçà ìíîãîîáðàçèÿ Γ1, çàäà-
þùåãî êðàåâîå óñëîâèå íà ëåâîì êîíöå, ïðè ïåðåíîñå íà ïðàâûé
êîíåö ñ ìíîãîîáðàçèåì Γ2, çàäàþùèì óñëîâèå íà ïðàâîì êîíöå, è
åñòü ÷èñëî ðåøåíèé èñõîäíîãî óðàâíåíèÿ. Íàõîæäåíèå ýòèõ òî÷åê
ïîçâîëÿåò ñâåñòè êðàåâóþ çàäà÷ó ê íà÷àëüíîé.

Ðàññìîòðèì óðàâíåíèå

ẋ = f(x, t), x ∈ G ⊂ RN , t ∈ R. (1.6)

Óðàâíåíèå (1.6) ïîðîæäàåò äâóõïàðàìåòðè÷åñêîå ñåìåéñòâî îòîá-
ðàæåíèé g(t0, t, x) N -ìåðíîãî ôàçîâîãî ïðîñòðàíñòâà G â ñåáÿ, íà-
çûâàåìîå ôàçîâûì ïîòîêîì ýòîãî óðàâíåíèÿ (ñì. [2]).
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Ôàçîâûì ïîòîêîì îáûêíîâåííîãî äèôôåðåíöèàëüíîãî óðàâíå-
íèÿ (1.6) íàçûâàåòñÿ ñåìåéñòâî äèôôåîìîðôèçìîâ g(t0, , x), çàïà-
ðàìåòðèçîâàííîå äâóìÿ ñêàëÿðíûìè ïàðàìåòðàìè (t0, t ∈ R), äåé-
ñòâóþùèõ èçG âG ïî ïðàâèëó: g(t0, t, x) åñòü ðåøåíèå çàäà÷è Êîøè
äëÿ óðàâíåíèÿ (1.6) ñ íà÷àëüíûì óñëîâèåì g(t0, t, x)∣∣t=t0 = x.

Ðàññìîòðèì íåêîòîðîå ãëàäêîå ìíîãîîáðàçèå â G, çàäàâàåìîå
óðàâíåíèåì

ϕ(x) = C = const, (1.7)

ãäå ϕ � ãëàäêàÿ ñêàëÿðíàÿ ôóíêöèÿ, äåéñòâóþùàÿ èç G â R. Êàæ-
äàÿ ôóíêöèÿ ϕ(x) ïîðîæäàåò ñåìåéñòâî ïåðåíåñåííûõ ôóíêöèé
ϕt(x), äåéñòâóþùèõ èç G â R ïî ïðàâèëó:

ϕt(x) = ϕ(g(t, t0, x)). (1.8)

Òàêîå îïðåäåëåíèå ïåðåíåñåííîé ôóíêöèè ϕt áûëî âïåðâûå ââåäåíî
â ðàáîòå [8]. ×òîáû âû÷èñëèòü çíà÷åíèå ôóíêöèè ϕt â òî÷êå x, íàäî
íàéòè åå ïðîîáðàç x0 = g(t, t0, x) è âû÷èñëèòü ϕ(x0).

Èç îïðåäåëåíèÿ ïåðåíåñåííûõ ôóíêöèé ñëåäóåò, ÷òî îáðàçîì
ìíîãîîáðàçèÿ (1.7) ïðè äåéñòâèè ôàçîâîãî ïîòîêà g(t0, t, x) â êàæ-
äûé ìîìåíò t áóäåò ìíîãîîáðàçèå, çàäàâàåìîå óðàâíåíèåì

ϕt(x) = C.

Äåéñòâèòåëüíî, âîçüìåì ïðîèçâîëüíóþ òî÷êó x0 íà ìíîãîîáðà-
çèè (1.7). Åå îáðàç g(t0, t, x0), î÷åâèäíî, óäîâëåòâîðÿåò óðàâíåíèþ
(1.8), òàê êàê

ϕt(g(t0, t, x0)) = ϕ(g(t, t0, g(t0, t, x0))) = ϕ(x0) = C.

È îáðàòíî, äëÿ ïðîèçâîëüíîé òî÷êè x íà ìíîãîîáðàçèè (1.8) åå
ïðîîáðàç g(t, t0, x) áóäåò ïðèíàäëåæàòü ìíîãîîáðàçèþ (1.7), ò.ê.
ϕ(g(t, t0, x)) = ϕt(x) = C.

Âåðíåìñÿ ê ïðèìåðó, ïðèâåäåííîìó â íà÷àëå íàñòîÿùåãî ïàðà-
ãðàôà. Ðàññìîòðèì ôàçîâûé ïîòîê óðàâíåíèÿ (1.3) è ôóíêöèþ, çà-
äàþùóþ ìíîãîîáðàçèå (1.4):

ϕ(x) = xy.

Äëÿ ðåøåíèÿ êðàåâîé çàäà÷è (1.3)�(1.5) íàì íàäî ïîëó÷èòü îáðàç
ýòîé ôóíêöèè ϕt(x) ïðè t = 1. Íà îñíîâàíèè îïðåäåëåíèÿ ïåðåíå-
ñåííîé ôóíêöèè è òîãî, ÷òî ïîòîê x = g(t0, t, x0) è îáðàòíûé ïîòîê
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x0 = g(t, t0, x) èìåþò âèä

x =

√
2x0

y0

t+ x2
0, y =

√
2y0

x0

t+ y2
0,

x0 =

√
x2 − 2tx

y
, y0 =

√
y2 − 2ty

x
,

ïîëó÷èì èñêîìóþ ôóíêöèþ

ϕt(x) = xy − 2.

Âû÷èñëèâ êîîðäèíàòû òî÷êè ïåðåñå÷åíèÿ êðèâîé ϕt(x, y)∣∣t=1
= 2 è

ïðÿìîé y = 2(x− 2), ïîëó÷èì: x̃ = 1 +
√

3, ỹ = 2(
√

3− 1). Ñëåäóåò
îòìåòèòü, ÷òî ðåøåíèåì äàííîé êðàåâîé çàäà÷è áóäåò äâèæåíèå ïî
ôàçîâîé ïðÿìîé Γ3, ïðîõîäÿùåé ÷åðåç òî÷êó (x̃, ỹ) è çàäàâàåìîé

óðàâíåíèåì y = (4 − 2
√

3)x, ïî çàêîíó x =
√

(2 +
√

3)(t+ 1), y =

2
√

(2−
√

3)(t+ 1).
Ôàçîâûé ïîòîê óðàâíåíèÿ â áîëüøèíñòâå ðåàëüíûõ çàäà÷ íåèç-

âåñòåí. Ïðè ýòîì âîñïîëüçîâàòüñÿ íåïîñðåäñòâåííî ïåðåíåñåííûìè
ôóíêöèÿìè íå óäàåòñÿ. Â ýòîì ñëó÷àå ïîìî÷ü ìîæåò ëîêàëüíûé
ïîäõîä. Ðàññìîòðèì íåêîòîðóþ ôàçîâóþ êðèâóþ óðàâíåíèÿ (1.6):

x = g(t0, t, x0), ãäå t ∈ R; t0, x0 � ôèêñèðîâàíû. (1.9)

Ôóíêöèþ ϕt(x) âáëèçè òðàåêòîðèè (1.9) ìîæíî àïïðîêñèìèðîâàòü
ïî ôîðìóëå Òåéëîðà

ϕt(x) = ϕ(x0) +
n∑
k=1

1

k!
Z

(k)
i1,...,ik

(xi1 −Gi1) . . . (xik −Gik)

+O(‖x− g(t0, t, x0)‖n+1), (1.10)

ãäå

Z
(k)
i1,...,ik

=
∂kϕt(x)

∂xi1 . . . ∂xik
∣∣∣x=g(t0,t,x)

, Cj = gj(t0, t, x0).

Ïåðâîå ñëàãàåìîå â ôîðìóëå (1.10) îáúÿñíÿåòñÿ òåì, ÷òî, êàê ñëå-
äóåò èç îïðåäåëåíèÿ ïåðåíåñåííîé ôóíêöèè, ϕt(g(t0, t, x0)) = ϕ(x0).
Â ôîðìóëå (1.10), êàê è âñþäó äàëåå, ïî èíäåêñàì, âñòðå÷àþùèìñÿ
äâàæäû � ñâåðõó è ñíèçó, ïîäðàçóìåâàåòñÿ ñóììèðîâàíèå.

Òàêèì îáðàçîì, èç ôîðìóëû (1.10) ñëåäóåò, ÷òî çàäà÷à ëîêàëü-
íîãî ïåðåíîñà ôóíêöèè ϕ(x) âáëèçè òðàåêòîðèè (1.9) ñâîäèòñÿ ê
ïîëó÷åíèþ àëãîðèòìîâ âû÷èñëåíèÿ ïðîèçâîäíûõ ôóíêöèè ϕt(x) ïî
ôàçîâîìó âåêòîðó íà òðàåêòîðèè (1.9).
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Ïðåäëàãàþòñÿ äâà àëãîðèòìà âû÷èñëåíèÿ ïðîèçâîäíûõ ôóíê-
öèè ϕt(x) ïî ôàçîâîìó âåêòîðó x íà òðàåêòîðèè (1.9) óðàâíåíèÿ
(1.6).

Çäåñü è äàëåå èñïîëüçóþòñÿ ñëåäóþùèå îáîçíà÷åíèÿ:

x =

x1

...
xN

 , x0 =

x1
0
...
xN0

 , G := g(t0, t, x0) =

g1(t0, t, x0)
...

gN(t0, t, x0)

 ,

(G1)ij :=
∂gi(t0, t, x0)

∂xj0
,

(G−1)ij � ýëåìåíò ìàòðèöû, îáðàòíîé ê G1, ñòîÿùèé íà ïåðåñå÷åíèè
i-é ñòðîêè è j-ãî ñòîëáöà,

ϕ
(k)
i1...ik

: =
∂kϕ(x)

∂xi1 . . . ∂xik
, Z

(k)
i1...ik

: =
∂kϕt(x)

∂xi1 . . . ∂xik
,

(Gk)ij1...jk : =
∂kgi(t0, t, x0)

∂xj10 . . . ∂x
jk
0

, F l
i1...ik

: =
∂lf(x)

∂xi1 . . . ∂xik
.

Àëãîðèòì 1. Ïðèâåäåì ÿâíûå ðåêóððåíòíûå ôîðìóëû, âûðà-
æàþùèå ïðîèçâîäíûå ôóíêöèè ϕt(x) 1-ãî, 2-ãî, 3-ãî è 4-ãî ïîðÿäêîâ
÷åðåç ïðîèçâîäíûå ôóíêöèè ϕ(x) è ôàçîâîãî ïîòîêà g(t0, t, x0):

Z
(1)
i = ϕ(1)

m (G−1)mi , (1.11)

Z
(2)
ij =

[
ϕ(2)
mp − Z(1)

n (G2)nmp
]

(G−1)mi (G−1)pj , (1.12)

Z
(3)
ijk =

{
ϕ

(3)
mpξ − Z

(2)
ns

[
(G2)sξm(G1)np + (G2)sξp(G

1)nm + (G2)smp(G
1)nξ
]

−Z(1)
n (G3)nξmp

}
(G−1)ξi (G

−1)mj (G−1)pk, (1.13)

Z
(4)
ijkl =

{
ϕ(4)
mpqr − Z

(3)
nsξ

[
(G2)nmp(G

1)sq(G
1)ξr + (G2)nmq(G

1)sp(G
1)ξr

+ (G2)nmr(G
1)sp(G

1)ξq + (G2)npq(G
1)sm(G1)ξr + (G2)npr(G

1)sm(G1)ξq

+(G2)nqr(G
1)sm(G1)ξp

]
− Z(2)

ns

[
(G3)nmpq(G

1)sr + (G3)nmpr(G
1)sq

+ (G3)nmqr(G
1)sp + (G3)npqr(G

1)sm + (G2)nmp(G
2)sqr + (G2)nmq(G

2)spr

+(G2)nmr(G
2)spq
]
− Z(1)

n (G4)nmpqr
}

(G−1)mi (G−1)pj(G
−1)qk(G

−1)rl .
(1.14)

Òåîðåìà 1. Ïðîèçâîäíûå ôóíêöèè ϕt(x) ïî ôàçîâîìó âåêòîðó
x íà òðàåêòîðèè (1.9) óäîâëåòâîðÿþò ñëåäóþùèì ðåêóððåíòíûì
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ñîîòíîøåíèÿì:

Z
(n)
i1...in

=

[
ϕ

(n)
j1...jn

−
n−1∑
r=1

Z
(r)
k1...kr

∑
1≤α1≤...≤αr≤n
α1+...+αr=n

∑
{j11 ,...,j1α1}...
{jr1 ,...,jrαr}

(Gα1)k1
j11 ...j

1
α1

. . . (Gαr)krjr1 ...jrαr

]

× (G−1)j1i1 . . . (G
−1)jnin , (1.15)

ãäå òðåòüÿ ñóììà áåðåòñÿ ïî âñåâîçìîæíûì âàðèàíòàì r íà-

áîðîâ èíäåêñîâ {j1
1 , . . . , j

1
α1
}, . . . , {jr1 , . . . , jrαr}, êîòîðûå âûáèðàþòñÿ

èç íàáîðà {j1, . . . , jn}, â êàæäîì âàðèàíòå ïåðåáèðàþùåãîñÿ ïîë-

íîñòüþ áåç ïîâòîðåíèé, à ÷èñëà â êàæäîì íàáîðå {jm1 , . . . , jmαm},
m = 1, . . . , n− 1, ðàñïîëàãàþòñÿ â ïîðÿäêå íåóáûâàíèÿ.

Ðàñïîëîæåíèå ÷èñåë â êàæäîì íàáîðå {jm1 , . . . , jmαm}, m =
1, . . . , n − 1, â ïîðÿäêå íåóáûâàíèÿ ïîçâîëÿåò èñêëþ÷èòü âîçìîæ-
íîñòü ïîëó÷åíèÿ íîâûõ êîìáèíàöèé èíäåêñîâ ïóòåì ïåðåñòàíîâîê
â ñòàðûõ êîìáèíàöèÿõ. Íåîáõîäèìîñòü òàêîãî îãðàíè÷åíèÿ âûçâà-
íà òåì, ÷òî îïåðàöèè äèôôåðåíöèðîâàíèÿ ïî ðàçíûì êîìïîíåíòàì
ôàçîâîãî âåêòîðà, î÷åâèäíî, êîììóòèðóþò.

Äëÿ èñïîëüçîâàíèÿ ôîðìóëû (1.15) (èëè åå ÷àñòíûõ ñëó÷àåâ
(1.11)�(1.14)) íåîáõîäèìî çíàòü ïðîèçâîäíûå ôàçîâîãî ïîòîêà ïî
íà÷àëüíûì äàííûì íà òðàåêòîðèè (1.9). Óðàâíåíèÿ, êîòîðûì îíè
óäîâëåòâîðÿþò, èìåþò âèä:

(Ġ1)ij = F i
k(G

1)kj ,

(Ġ2)ijk = F i
l (G

2)ljk + F i
lm(G1)kj (G

1)mk ,

(Ġ3)ijkl = F i
m(G3)mjkl + F i

mp

[
(G2)mjk(G

1)pl

+(G2)mjl (G
1)pk + (G2)mkl(G

1)pj
]

+ F i
mpq(G

1)mj (G1)pk(G
1)ql ,

(Ġ4)ijklm = F i
n(G4)njklm + F i

np

[
(G3)nikl(G

1)pm + (G3)njkm(G1)pl

+ (G3)njlm(G1)pk + (G3)nklm(G1)pj + (G2)njk(G
2)plm

+(G2)njl(G
2)pkm + (G2)njm(G2)pkl

]
+ F i

npq

[
(G2)njk(G

1)pl (G
1)qm

+(G2)njl(G
1)pk(G

1)qm + (G2)njm(G1)pk(G
1)ql + (G2)nkl(G

1)pj(G
1)qm

+(G2)nkm(G1)pj(G
1)ql + (G2)nml(G

1)pk(G
1)qj
]

+ F i
npqγ(G

1)nj (G1)pk(G
1)ql (G

1)γm.
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Â îáùåì ñëó÷àå èìååò ìåñòî ôîðìóëà

(Ġn)ij1...jn =
n∑
r=1

F i
k1...kr

∑
1≤α1≤...≤αr≤n
α1+...+αr=n

∑
{j11 ,...,j1α1}...
{jr1 ,...,jrαr}

(Gα1)k1
j11 ...j

1
α1

. . . (Gαr)krjr1 ...jrαr
.

(1.16)
Ïðîèçâîäíàÿ ôàçîâîãî ïîòîêà n-ãî ïîðÿäêà ïî íà÷àëüíîìó çíà-

÷åíèþ ôàçîâîãî âåêòîðà óäîâëåòâîðÿåò óðàâíåíèþ (1.16), à òàêæå
íà÷àëüíîìó óñëîâèþ

(Gn)ij1...jn
∣∣t=0

= 0 ïðè n > 1 è (G1)ji = δij.

Àëãîðèòì 2. Ïðèâåäåì ëèíåéíûå îáûêíîâåííûå äèôôåðåíöè-
àëüíûå óðàâíåíèÿ, êîòîðûì óäîâëåòâîðÿþò ïðîèçâîäíûå ôóíêöèè
ϕt(x) ïîðÿäêîâ 1, 2, 3 è 4 (ñì. [8, 7]):

Ż
(1)
i = −Z(1)

m Fm
i , (1.17)

Ż
(2)
ij = −Z(2)

miF
m
j − Z

(2)
mjF

m
i − Z(1)

m Fm
ij , (1.18)

Ż
(3)
ijk = −Z(3)

mjiF
m
k − Z

(3)
mikF

m
j − Z

(3)
mjkF

m
i − Z

(2)
miF

m
jk − Z

(2)
mjF

m
ik

− Z(2)
mkF

m
ij − Z(1)

m Fm
ijk, (1.19)

Ż
(4)
ijkl = −Z(4)

mijkF
m
l − Z

(4)
miklF

m
j − Z

(4)
mijlF

m
k − Z

(4)
mjklF

m
i − Z

(3)
mijF

m
kl

− Z(3)
mikF

m
jl − Z

(3)
milF

m
jk − Z

(3)
mjkF

m
il − Z

(3)
mjlF

m
ik − Z

(3)
mklF

m
ij − Z

(2)
miF

m
jkl

− Z(2)
mjF

m
ikl − Z

(2)
mkF

m
ijl − Z

(2)
mlF

m
ijk − Z(1)

m Fm
ijkl. (1.20)

Ê ïðèâåäåííûì óðàâíåíèÿì åñòåñòâåííî äîáàâèòü ñëåäóþùèå íà-
÷àëüíûå óñëîâèÿ:

Z
(1)
i
∣∣t=t0 = ϕ

(1)
i ,

Z
(2)
ij
∣∣t=t0 = ϕ

(2)
ij ,

Z
(3)
ijk
∣∣t=t0 = ϕ

(3)
ijk,

Z
(4)
ijkl
∣∣t=t0 = ϕ

(4)
ijkl.

Ïðèâåäåì ôîðìóëèðîâêó ðåçóëüòàòà, îáîáùàþùåãî ðàâåíñòâ
(1.17)�(1.20).
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Òåîðåìà 2. Ïðîèçâîäíûå ôóíêöèè ϕt(x) íà òðàåêòîðèè (1.9)
ÿâëÿþòñÿ ðåøåíèÿìè ñëåäóþùèõ çàäà÷ Êîøè:

Ż
(n)
i1...in

= −
n∑
r=1

∑
{ir1,...,irr−1}

Z
(r)
lir1...i

r
r−1
F l
irr...i

r
n
, (1.21)

Z
(n)
i1...in

∣∣t=t0 = ϕ
(n)
i1...in

, (1.22)

ãäå âòîðàÿ ñóììà â (1.21) áåðåòñÿ ïî âñåâîçìîæíûì âûáîðêàì ïî

r−1 èíäåêñó èç íàáîðà {i1, . . . , in}, {irr, . . . , irn} � èíäåêñû, îñòàâøè-

åñÿ îò íàáîðà {i1, . . . , in} è âñå èíäåêñû â íàáîðàõ ðàñïîëàãàþòñÿ â

ïîðÿäêå íåóáûâàíèÿ.

Îòìåòèì, ÷òî äëÿ ðåøåíèÿ íà÷àëüíîé çàäà÷è (1.21)�(1.22) íå
òðåáóåòñÿ çíàòü ïðîèçâîäíûå ôàçîâîãî ïîòîêà ïî íà÷àëüíûì äàí-
íûì. Ýòî ñâîéñòâî àëãîðèòìà 2 ÿâëÿåòñÿ åãî ïðåèìóùåñòâîì ïåðåä
àëãîðèòìîì 1. Åùå îäíî ïðåèìóùåñòâî âòîðîãî àëãîðèòìà ïåðåä
ïåðâûì ñîñòîèò â òîì, ÷òî ÷èñëî óðàâíåíèé â ñèñòåìå (1.21) â n
ðàç ìåíüøå, ÷åì â ñèñòåìå (1.16) ïðè òîì æå n çà ñ÷åò ñèììåòðèè
ïî íèæíèì èíäåêñàì. Îäíàêî, óðàâíåíèÿ â ñèñòåìàõ (1.16) ïðè ðàç-
ëè÷íûõ n îòëè÷àþòñÿ äðóã îò äðóãà ëèøü íåîäíîðîäíîñòüþ, ÷åãî
íåëüçÿ ñêàçàòü îá óðàâíåíèÿõ (1.21). Ýòî ñâîéñòâî äàåò ïðåèìóùå-
ñòâî ïðè èñïîëüçîâàíèè àëãîðèòìà 1, ò.ê. ïîçâîëÿåò âûðàçèòü ðå-
øåíèå ëþáîãî èç íåîäíîðîäíûõ óðàâíåíèé â ñèñòåìå (1.16) â êâàä-
ðàòóðàõ ÷åðåç ôóíäàìåíòàëüíóþ ìàòðèöó ñîîòâåòñòâóþùåãî îäíî-
ðîäíîãî óðàâíåíèÿ â âàðèàöèÿõ (ñì., íàïðèìåð, [2]).



ÐÀÇÄÅË 2

Ìåòîäû îïòèìàëüíîãî âîññòàíîâëåíèÿ çíà÷åíèé

ôóíêöèé è ôóíêöèîíàëîâ

Ïðè ðåøåíèè ìíîãèõ çàäà÷ ìàòåìàòè÷åñêîé ôèçèêè è îñîáåí-
íî ïðè èõ ÷èñëåííîé ðåàëèçàöèè åñòåñòâåííûì îáðàçîì âîçíèêà-
þò çàäà÷è, ñâÿçàííûå ñ äèñêðåòèçàöèåé ôóíêöèé, âîññòàíîâëåíè-
åì ôóíêöèé èëè ôóíêöèîíàëîâ îò íèõ ïî íåêîòîðîé îãðàíè÷åííîé
èíôîðìàöèè î ôóíêöèè, çàäàííîé, âîîáùå ãîâîðÿ, ïðèáëèæåííî.
Òàêîãî ðîäà çàäà÷è, èíòåíñèâíî èçó÷àþùèåñÿ â ïîñëåäíåå âðåìÿ
(îñîáåííî â ñâÿçè ñ ðàçâèòèåì êîìïüþòåðíîé òåõíèêè) ñîñòàâëÿ-
þò íîâîå íàïðàâëåíèå, ïîëó÷èâøåå íàçâàíèå � îïòèìàëüíîå âîñ-
ñòàíîâëåíèå. Êðóã èññëåäóåìûõ â ýòîé îáëàñòè ïðîáëåì ñîäåðæèò
òàêèå âàæíûå çàäà÷è, êàê ïîñòðîåíèå îïòèìàëüíûõ ìåòîäîâ âîññòà-
íîâëåíèÿ ôóíêöèé, çàäàííûõ òî÷íî èëè ïðèáëèæåííî â êîíå÷íîì
÷èñëå òî÷åê, ïîñòðîåíèå îïòèìàëüíûõ êâàäðàòóðíûõ ôîðìóë, âîñ-
ñòàíîâëåíèå ïðîèçâîäíûõ (÷èñëåííîå äèôôåðåíöèðîâàíèå), âûáîð
îïòèìàëüíûì îáðàçîì èíôîðìàöèè, êîòîðóþ íåîáõîäèìî çíàòü î
ôóíêöèè, ÷òîáû ñ íàèìåíüøåé ïîãðåøíîñòüþ âîññòàíîâèòü åå, àï-
ïðîêñèìàöèÿ ôóíêöèè ïî åå ïðèáëèæåííûì êîýôôèöèåíòàì Ôóðüå
è äð.

Åñëè ïðè êëàññè÷åñêîì ïîäõîäå, êàê ïðàâèëî, çàäàþòñÿ ñðåä-
ñòâà ïðèáëèæåíèÿ (àëãåáðàè÷åñêèå èëè òðèãîíîìåòðè÷åñêèå ïîëè-
íîìû, ðàöèîíàëüíûå ôóíêöèè, ñïëàéíû, âåéâëåòû è äð.), òî â çàäà-
÷àõ îïòèìàëüíîãî âîññòàíîâëåíèÿ âèä ìåòîäà âîññòàíîâëåíèÿ çàðà-
íåå íå ôèêñèðóåòñÿ � îí èùåòñÿ ñðåäè âñåâîçìîæíûõ ìåòîäîâ (àë-
ãîðèòìîâ), èñïîëüçóþùèõ çíà÷åíèÿ àïïðîêñèìèðóåìîé ôóíêöèè.
Âàæíîñòü òàêîé ïîñòàíîâêè îáóñëîâëåíà òåì, ÷òî ïðè ôèêñèðî-
âàííîé èíôîðìàöèè âûáèðàåòñÿ íàèëó÷øèé ñïîñîá ïðèáëèæåíèÿ
ôóíêöèè èëè ôóíêöèîíàëà (â ïîñëåäíåì ñëó÷àå ðå÷ü ìîæåò èäòè,
íàïðèìåð, îá îïòèìàëüíûõ ìåòîäàõ èíòåãðèðîâàíèÿ).

26
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Õîðîøî èçâåñòíà ðîëü â ïðèëîæåíèÿõ ðåçóëüòàòîâ Êîòåëüíèêî-
âà è Êàðòðàéò î ôîðìóëàõ, òî÷íî âîññòàíàâëèâàþùèõ öåëûå ôóíê-
öèè ïî èõ çíà÷åíèÿì â ðàâíîìåðíîé ñåòêå. Îäíàêî äëÿ àíàëèòè÷å-
ñêèõ â ïîëîñå ôóíêöèé òî÷íîãî âîññòàíîâëåíèÿ ïî òîé æå èíôîð-
ìàöèè íå ñóùåñòâóåò. Òåì íå ìåíåå ìîæíî ãîâîðèòü î íàèëó÷øåì
ñïîñîáå âîññòàíîâëåíèÿ. Åùå îäíî âàæíîå íàïðàâëåíèå � ïîñòðîå-
íèå àíàëîãîâ ôîðìóë Êîòåëüíèêîâà è Êàðòðàéò äëÿ àíàëèòè÷åñêèõ
ôóíêöèé.

Äðóãîé êðóã çàäà÷ ñâÿçàí ñ âîïðîñîì îá îïòèìàëüíîì âûáîðå
èíôîðìàöèè. Íàïðèìåð, êàê ëó÷øå ðàñïîëîæèòü òî÷êè, â êîòî-
ðûõ ñëåäóåò èçìåðÿòü çíà÷åíèÿ ôóíêöèè, ÷òîáû âîññòàíîâèòü åå
ñ ìèíèìàëüíîé ïîãðåøíîñòüþ? Ñóùåñòâóþò ëè ôóíêöèîíàëû, èí-
ôîðìàöèÿ î çíà÷åíèÿõ êîòîðûõ áîëåå ïîëåçíà, ÷åì èíôîðìàöèÿ
î çíà÷åíèÿõ â òî÷êàõ (åñòåñòâåííî, ïðè îäèíàêîâîì èõ îáúåìå)?
×òî ëó÷øå çíàòü î ïåðèîäè÷åñêîé ôóíêöèè � çíà÷åíèÿ â ëþáîì
ôèêñèðîâàííîì íàáîðå òî÷åê èëè êîýôôèöèåíòû Ôóðüå? Çàäà÷è,
âîçíèêàþùèå çäåñü, òåñíî ñâÿçàíû ñ êëàññè÷åñêèìè àïïðîêñèìàöè-
îííûìè õàðàêòåðèñòèêàìè òàêèìè, êàê êîëìîãîðîâñêèå, ëèíåéíûå,
ãåëüôàíäîâñêèå è áåðíøòåéíîâñêèå n-ïîïåðå÷íèêè.

2.1. Îáùàÿ ïîñòàíîâêà çàäà÷ âîññòàíîâëåíèÿ

Êàê ïðàâèëî, ñóùåñòâóåò ìíîãî ñïîñîáîâ ðåøåíèÿ îäíîé è òîé
æå çàäà÷è. Êàê ñðàâíèâàòü ðàçëè÷íûå ìåòîäû ðåøåíèÿ è ÷òî îçíà-
÷àåò ðåøèòü çàäà÷ó îïòèìàëüíûì îáðàçîì? Ïðåäïîëîæèì, ÷òî ó
íàñ èìååòñÿ ìíîæåñòâî ìåòîäîâ (àëãîðèòìîâ)M äëÿ ðåøåíèÿ çà-
äà÷è p. Êàæäûé ìåòîä èñïîëüçóåò íåêîòîðóþ èíôîðìàöèþ Ip î
çàäà÷å p. Äëÿ òîãî, ÷òîáû èìåòü âîçìîæíîñòü ñðàâíèâàòü ðàçëè÷-
íûå ìåòîäû, ñîïîñòàâèì êàæäîìó ìåòîäó ÷èñëî, õàðàêòåðèçóþùåå
ïîãðåøíîñòü ðåøåíèÿ ðàññìàòðèâàåìîé çàäà÷è äàííûì ìåòîäîì.
Îáîçíà÷èì ýòî ÷èñëî ÷åðåç e(p, I,m).

Îáû÷íî íàì òðåáóåòñÿ ðåøèòü íå îäíó çàäà÷ó, à íåñêîëüêî çà-
äà÷ îäíîãî è òîãî æå òèïà. Îáîçíà÷èì ìíîæåñòâî çàäà÷, êîòîðûå
ìû õîòèì ðåøèòü, ÷åðåç P . Åñëè òðåáóåòñÿ íàéòè ìåòîä, äëÿ êîòî-
ðîãî ïîãðåøíîñòü ðåøåíèÿ áûëà áû êàê ìîæíî ìåíüøå ñðàçó äëÿ
âñåõ çàäà÷ èç ìíîæåñòâà P , òî ìû ïðèõîäèì ê ñëåäóþùåé ýêñòðå-
ìàëüíîé çàäà÷å: íàéòè çíà÷åíèå

e(P , I,M) := inf
m∈M

sup
p∈P

e(p, I,m)

è ìåòîä, íà êîòîðîì íèæíÿÿ ãðàíü äîñòèãàåòñÿ. Âñÿêèé òàêîé ìåòîä
íàçûâàåòñÿ îïòèìàëüíûì ìåòîäîì.
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Åñëè âåëè÷èíà e(P , I,M) íå äîñòàòî÷íî ìàëà, òî ìîæíî ïîïû-
òàòüñÿ íàéòè äðóãîé òèï èíôîðìàöèè, çíàíèå êîòîðîãî äàñò ëó÷-
øóþ ïîãðåøíîñòü. Èíûìè ñëîâàìè, ìîæíî ðàññìîòðåòü çàäà÷ó î
íàõîæäåíèè âåëè÷èíû

inf
I∈I

e(P , I,M),

ãäå I � íåêîòîðîå ìíîæåñòâî èíôîðìàöèîííûõ îïåðàòîðîâ. Âñÿêèé
îïåðàòîð, íà êîòîðîì äîñòèãàåòñÿ íèæíÿÿ ãðàíü, áóäåì íàçûâàòü
îïòèìàëüíûì èíôîðìàöèîííûì îïåðàòîðîì.

Ðàññìîòðèì íåñêîëüêî ïðèìåðîâ.
1. Îïòèìàëüíàÿ èíòåðïîëÿöèÿ. Ïóñòü W � íåêîòîðûé êëàññ

ôóíêöèé, îïðåäåëåííûõ â îáëàñòè D. Îáîçíà÷èì ÷åðåç pf çàäà÷ó
íàõîæäåíèÿ çíà÷åíèÿ f(t), t ∈ D, äëÿ ôóíêöèè f ∈ W . Ïîëîæèì

Ipf = (f(t1), . . . , f(tn)), tj ∈ D.
ÏóñòüM � ìíîæåñòâî âñåõ ôóíêöèé m : Cn → C (èëè m : Rn → R
â âåùåñòâåííîì ñëó÷àå). Òîãäà ìû ïîëó÷àåì ñëåäóþùóþ çàäà÷ó

e(t,W, I) := inf
m : Cn→C

sup
f∈W
|f(t)−m(Ipf )|.

Ýòà çàäà÷à íîñèò íàçâàíèå çàäà÷è îá îïòèìàëüíîì âîññòàíîâëå-

íèè f ∈ W â òî÷êå t ïî èíôîðìàöèè î çíà÷åíèÿõ f(t1), . . . , f(tn).
2. Îïòèìàëüíîå èíòåãðèðîâàíèå. Ïóñòü pf � çàäà÷à î íàõîæäå-

íèè èíòåãðàëà ∫ b

a

f(t) dt

äëÿ ôóíêöèè f ∈ W , à Ipf èM òå æå, ÷òî è â ïðåäûäóùåé çàäà-
÷å. Òîãäà ìû ïîëó÷àåì çàäà÷ó îá îïòèìàëüíîì èíòåãðèðîâàíèè

ôóíêöèè f íà êëàññå W ïî çíà÷åíèÿì â ôèêñèðîâàííîé ñèñòåìå
óçëîâ

e(W, I) := inf
m : Cn→C

sup
f∈W

∣∣∣∣∫ b

a

f(t) dt−m(Ipf )

∣∣∣∣ .
Åñëè ðàññìîòðåòü ìíîæåñòâî M0, ñîäåðæàùåå òîëüêî ëèíåéíûå
ôóíêöèîíàëû m, òî ïðèäåì ê çàäà÷å îá îïòèìàëüíîé êâàäðàòóð-
íîé ôîðìóëå. Ìîæíî òàêæå ìèíèìèçèðîâàòü ââåäåííóþ âåëè÷èíó
ïî âñåì óçëàì èç îòðåçêà [a, b]. Òîãäà ïîëó÷èòñÿ çàäà÷à îá îïòè-
ìàëüíûõ óçëàõ äëÿ îïòèìàëüíîãî ìåòîäà èíòåãðèðîâàíèÿ.

Ïîäîáíàÿ çàäà÷à ìîæåò áûòü ðàññìîòðåíà äëÿ ïðîèçâîëüíîãî
ëèíåéíîãî ôóíêöèîíàëà Lf . Â ÷àñòíîñòè, äëÿ Lf = f ′(t) ìû ïîëó-
÷àåì çàäà÷ó îá îïòèìàëüíîì ÷èñëåííîì äèôôåðåíöèðîâàíèè.

3. n-ïîïåðå÷íèêè. Ïóñòü X � íîðìèðîâàííîå ëèíåéíîå ïðî-
ñòðàíñòâî, px � çàäà÷à î íàõîæäåíèè x ∈ W ⊂ X ñ ïîìîùüþ
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êîíå÷íîìåðíûõ ïîäïðîñòðàíñòâ X. Çäåñü Ipx = x, M � ìíîæå-
ñòâî îòîáðàæåíèé m : X → Yn, dimYn ≤ n. Ïîëîæèâ e(px, I,m) =
‖x−m(x)‖X , ìû ïîëó÷èì çàäà÷ó î íàõîæäåíèè âåëè÷èíû

dn(W,X) := inf
Yn

inf
y∈Yn

sup
x∈W
‖x− y‖X ,

êîòîðàÿ èçâåñòíà, êàê êîëìîãîðîâñêèé n-ïîïåðå÷íèê. ÊîãäàM ÿâ-
ëÿåòñÿ ìíîæåñòâîì ëèíåéíûõ îòîáðàæåíèé, ñîîòâåòñòâóþùàÿ âå-
ëè÷èíà íàçûâàåòñÿ ëèíåéíûì n-ïîïåðå÷íèêîì.

Ïåðåéäåì ê ïîñòàíîâêå îáùåé çàäà÷è î âîññòàíîâëåíèè. Ïîä
ìíîãîçíà÷íûì îòîáðàæåíèåì F : W → V áóäåì ïîíèìàòü îòîáðà-
æåíèå, êîòîðîå ñîïîñòàâëÿåò êàæäîìó x ∈ W íåïóñòîå ìíîæåñòâî
F (x) ⊂ V . Ìíîæåñòâî

grF := { (x, y) : x ∈ W, y ∈ F (x) }

íàçûâàåòñÿ ãðàôèêîì îòîáðàæåíèÿ F .
Îáùàÿ çàäà÷à îá îïòèìàëüíîì âîññòàíîâëåíèè îïåðàòîðîâ ïî

íåòî÷íîé èíôîðìàöèè ìîæåò áûòü ïîñòàâëåíà ñëåäóþùèì îáðà-
çîì. Ïóñòü X � ëèíåéíîå ïðîñòðàíñòâî, Z � ëèíåéíîå íîðìèðî-
âàííîå ïðîñòðàíñòâî è L : X → Z � ëèíåéíûé îïåðàòîð. Ìû õî-
òèì âîññòàíîâèòü çíà÷åíèÿ îïåðàòîðà L íà ìíîæåñòâå W ⊂ X ïî
èíôîðìàöèè î çíà÷åíèÿõ ìíîãîçíà÷íîãî îïåðàòîðà F : W → V .

Ìíîãîçíà÷íîñòü îïåðàòîðà F ìîäåëèðóåò ïîãðåøíîñòü â çàäà-
íèè èíôîðìàöèè îá ýëåìåíòàõ èçW . Åñëè F � îäíîçíà÷íîå îòîáðà-
æåíèå, òî ãîâîðÿò îá îïòèìàëüíîì âîññòàíîâëåíèè ïî òî÷íûì çíà-
÷åíèÿì. Îáû÷íî ìû ðàññìàòðèâàåì ñëó÷àé, êîãäà F (x) = Ix + U ,
ãäå I : X → Y � ëèíåéíûé îïåðàòîð, Y � ëèíåéíîå ïðîñòðàíñòâî,
à U � ôèêñèðîâàííîå ìíîæåñòâî èç Y . Îïåðàòîð I íàçûâàåòñÿ èí-
ôîðìàöèîííûì îïåðàòîðîì. Íàïðèìåð, åñëè Y � ëèíåéíîå íîðìè-
ðîâàííîå ïðîñòðàíñòâî, òî ìîæíî ïîëîæèòü U := {y ∈ Y : ‖y‖ ≤ δ}.
Â ýòîì ñëó÷àå ìû ãîâîðèì, ÷òî èíôîðìàöèîííûé îïåðàòîð çàäàí
ñ ïîãðåøíîñòüþ δ.

Ïîä ìåòîäîì (èëè àëãîðèòìîì) âîññòàíîâëåíèÿ îïåðàòîðà L ïî-
íèìàåòñÿ ïðîèçâîëüíîå îòîáðàæåíèå ϕ : F (W )→ Z. Òåì ñàìûì ìû
ïîëó÷àåì ñëåäóþùóþ äèàãðàììó

X ⊃ W - Z
L

@
@R F (W )�

��F ϕ
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Ïîãðåøíîñòüþ ìåòîäà ϕ íàçûâàåòñÿ âåëè÷èíà

e(L, F, ϕ) := sup
(x,y)∈grF

‖Lx− ϕ(y)‖.

Ïóñòü çàäàíî ìíîæåñòâî ìåòîäîâ S. Ïîëîæèì
e(L, F,S) := inf

ϕ∈S
e(L, F, ϕ). (2.1)

Ïðåäïîëîæèì, ÷òî íàäî âîññòàíîâèòü ñåìåéñòâî îïåðàòîðîâ L, à
îòîáðàæåíèÿ F ìîæíî âûáèðàòü èç ìíîæåñòâà F . Ïîëîæèì

e(L,F ,S) := inf
F∈F

sup
L∈L

e(L, F,S). (2.2)

Ðàññìîòðèì íåñêîëüêî ïðèìåðîâ çàäà÷ (2.1) è (2.2). Îáîçíà÷èì
÷åðåç E ìíîæåñòâî âñåâîçìîæíûõ ìåòîäîâ ϕ : F (W )→ Z. Ïðåäïî-
ëîæèì, ÷òî S = E è W � íåêîòîðûé êëàññ âåùåñòâåííîçíà÷íûõ
èëè êîìïëåêñíîçíà÷íûõ ôóíêöèé, îïðåäåëåííûõ íà ìíîæåñòâå G.
Ïîëîæèì τ := (t1, . . . , tn), tj ∈ G,

Iτx := {x(t1), . . . , x(tn) },
è F = Fτ := Iτ + δBn, ãäå Bn � åäèíè÷íûé øàð ïðîñòðàíñòâ Rn

èëè Cn, â êîòîðûõ ââåäåíà íåêîòîðàÿ íîðìà.
Òîãäà äëÿ Lx = Ltx := x(t), t ∈ G, çàäà÷à (2.1) ÿâëÿåòñÿ çàäà÷åé

îïòèìàëüíîãî âîññòàíîâëåíèÿ ôóíêöèè x ∈ W â òî÷êå t ïî çíà÷å-
íèÿì ýòèõ ôóíêöèé, çàäàííûõ ñ ïîãðåøíîñòüþ δ â ñèñòåìå òî÷åê
τ .

Åñëè E ⊂ G è

L = {Lt : t ∈ E }, F = {Fτ : τ ∈ En },
òî (2.2) ÿâëÿåòñÿ çàäà÷åé îïòèìàëüíîãî âîññòàíîâëåíèÿ ôóíêöèé
èç W íà ìíîæåñòâå E ïî çíà÷åíèÿì, çàäàííûì ñ ïîãðåøíîñòüþ δ.

Åñëè

Lx =

∫
E

x(t) dt,

òîãäà (2.1) ÿâëÿåòñÿ çàäà÷åé î íàèëó÷øåì ìåòîäå èíòåãðèðîâàíèÿ,
èñïîëüçóþùåì ïðèáëèæåííûå çíà÷åíèÿ x â ôèêñèðîâàííîé ñèñòå-
ìå óçëîâ, à çàäà÷à (2.2) ñ L = {L} ýòî çàäà÷à îá îïòèìàëüíîì
ìåòîäå èíòåãðèðîâàíèÿ (èëè çàäà÷à îïòèìàëüíîãî âûáîðà óçëîâ).

Ïðåäëîæåííàÿ ñõåìà âêëþ÷àåò â ñåáÿ òàêæå è ðÿä äðóãèõ õî-
ðîøî èçâåñòíûõ çàäà÷ òåîðèè ïðèáëèæåíèÿ òàêèõ, êàê îïòèìàëü-
íîå âîññòàíîâëåíèå ïðîèçâîäíûõ, îïòèìàëüíîå âîññòàíîâëåíèå ïî
êîýôôèöèåíòàì Ôóðüå, ïðèáëèæåíèå íåîãðàíè÷åííûõ îïåðàòîðîâ
îãðàíè÷åííûìè, n-ïîïåðå÷íèêè è ò.ä.

Ðàññìîòðèì áîëåå ïîäðîáíî ïîñòàíîâêè çàäà÷ îá n-ïîïåðå÷íè-
êàõ. Îáîçíà÷èì ÷åðåç En ìíîæåñòâî âñåõ îïåðàòîðîâ èç F (W ) â Z
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ðàíãà íå âûøå n. ×åðåç Eλn îáîçíà÷èì ìíîæåñòâî âñåõ ëèíåéíûõ
îïåðàòîðîâ íå âûøå n, êîòîðûå îòîáðàæàþò ëþáûå ïðîñòðàíñòâà,
ñîäåðæàùèå F (W ) â Z. Ïîëîæèì

dn(L, F ) := e(L, F, En), λn(L, F ) := e(L, F, Eλn ).

Åñëè F−1(0) 6= ∅ (îòîáðàæåíèå F−1 � ìíîãîçíà÷íîå îòîáðàæåíèå,
îïðåäåëåííîå ðàâåíñòâîì F−1(y) := {x ∈ W : (x, y) ∈ grF}), òîãäà

λn(L, F ) ≥ inf
ϕ∈Eλn

sup
(x,y)∈grF
ϕ(y)=0

‖Lx‖ =: dn(L, F ).

Ïîëîæèì Iδ := Ix+ δBY , ãäå I : W → Y � ëèíåéíûé îïåðàòîð,
δ ≥ 0 è

BY := { y ∈ Y : ‖y‖ ≤ 1 }.
Òîãäà ïðè F = Iδ è L = Id (Id � òîæäåñòâåííîå îòîáðàæåíèå)
îïðåäåëèì âåëè÷èíû

dn(W,X, I, δ) := dn(Id, Iδ), λn(W,X, I, δ) := λn(Id, Iδ),

dn(W,X, I, δ) := dn(Id, Iδ).

Ïðè δ = 0 è L = Id âåëè÷èíû

dn(W,X) := dn(W,X, Id, 0), λn(W,X) := λn(W,X, Id, 0),

dn(W,X) := dn(W,X, Id, 0)

õîðîøî èçâåñòíû â òåîðèè àïïðîêñèìàöèè. Îíè íàçûâàþòñÿ êîë-
ìîãîðîâñêèì, ëèíåéíûì è ãåëüôàíäîâñêèì n-ïîïåðå÷íèêàìè, ñî-
îòâåòñòâåííî.

2.2. Îïòèìàëüíîå âîññòàíîâëåíèå ìíîãîçíà÷íûõ
îòîáðàæåíèé

Çàäà÷à (2.1) ìîæåò áûòü ñâåäåíà ê áîëåå îáùåé çàäà÷å, ñâÿçàí-
íîé ñ îïòèìàëüíûì âîññòàíîâëåíèåì ìíîãîçíà÷íûõ îòîáðàæåíèé.
Ïîëîæèâ Φ(y) := L(F−1(y)), ìîæíî ëåãêî ïîêàçàòü, ÷òî

e(L, F, ϕ) = sup
(y,z)∈gr Φ

‖z − ϕ(y)‖.

Ñôîðìóëèðóåì òåïåðü îáùóþ çàäà÷ó îïòèìàëüíîãî âîññòàíîâ-
ëåíèÿ ìíîãîçíà÷íîãî îòîáðàæåíèÿ îäíîçíà÷íûì îòîáðàæåíèåì.
Ïóñòü Φ: A→ Z � ìíîãîçíà÷íîå îòîáðàæåíèå, Z � ëèíåéíîå íîð-
ìèðîâàííîå ïðîñòðàíñòâî è ϕ : A→ Z � îäíîçíà÷íîå îòîáðàæåíèå
(ìåòîä âîññòàíîâëåíèÿ Φ). Ïîëîæèì

E(Φ, ϕ) := sup
(y,z)∈gr Φ

‖z − ϕ(y)‖.
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Ïðåäïîëîæèì, ÷òî S � íåêîòîðîå ìíîæåñòâî îäíîçíà÷íûõ îòîá-
ðàæåíèé ϕ : A→ Z. Âåëè÷èíà

E(Φ,S) := inf
ϕ∈S

E(Φ, ϕ). (2.3)

íàçûâàåòñÿ ïîãðåøíîñòüþ âîññòàíîâëåíèÿ Φ. Ìåòîä, íà êîòîðîì
íèæíÿÿ ãðàíü äîñòèãàåòñÿ, íàçûâàåòñÿ îïòèìàëüíûì ìåòîäîì âîñ-
ñòàíîâëåíèÿ.

Ïîëîæèì
E(Φ) := E(Φ, E),

ãäå E � ìíîæåñòâî âñåâîçìîæíûõ îäíîçíà÷íûõ îòîáðàæåíèé A â
Z.

Âåëè÷èíà
R(Φ) := sup

y∈A
inf
c∈Z

sup
z∈Φ(y)

‖z − c‖,

êîòîðàÿ íàçûâàåòñÿ ðàäèóñîì ìíîãîçíà÷íîñòè Φ òåñíî ñâÿçàíà çà-
äà÷åé (2.3) ïðè S = E . Ðàäèóñ ìíîãîçíà÷íîñòè � ýòî ìàêñèìàëüíûé
÷åáûøåâñêèé ðàäèóñ ìíîæåñòâ Φ(y), êîãäà y ∈ A.

Íåòðóäíî ïîêàçàòü, ÷òî èìååò ìåñòî ðàâåíñòâî

E(Φ) = R(Φ).

Â äàëüíåéøåì ìû ðàññìàòðèâàåì íåïóñòûå ìíîæåñòâà A ⊂ X,
ãäå X � ëèíåéíûå ïðîñòðàíñòâà íàä ïîëåì K = R èëè C. Åñëè
â óòâåðæäåíèè íå óêàçàíî ÿâíî ïîëå, òî óòâåðæäåíèå îòíîñèòñÿ ê
îáîèì ñëó÷àÿì.

Îáîçíà÷èì ÷åðåç X ′ ïðîñòðàíñòâî, àëãåáðàè÷åñêè ñîïðÿæåííîå
ê X, ò.å. ïðîñòðàíñòâî âñåõ ëèíåéíûõ ôóíêöèîíàëîâ íà X. ×åðåç
coA è bcoA áóäåì îáîçíà÷àòü âûïóêëóþ è âûïóêëóþ óðàâíîâåøåí-
íóþ îáîëî÷êè A:

coA :=

{
x : x =

n∑
j=1

λjxj, xj ∈ A,
n∑
j=1

λj = 1

}
;

bcoA :=

{
x : x =

n∑
j=1

λjxj, xj ∈ A,
n∑
j=1

|λj| ≤ 1

}
.

Ôóíêöèîíàë a(x) íàçûâàåòñÿ àôôèííûì, åñëè a(x) = 〈x′, x〉+ c,
ãäå x′ ∈ X è c ∈ K. Îáîçíà÷èì ÷åðåç Xa ìíîæåñòâî âñåõ àôôèííûõ
ôóíêöèîíàëîâ. Ìû èçó÷àåì óñëîâèÿ, ïðè êîòîðûõ ñðåäè îïòèìàëü-
íûõ ìåòîäîâ âîññòàíîâëåíèÿ ñóùåñòâóþò ëèíåéíûå èëè àôôèííûå.

Îïðåäåëèì ìíîãîçíà÷íûå îòîáðàæåíèÿ co Φ è bco Φ ðàâåíñòâà-
ìè

gr co Φ := co gr Φ, gr bco Φ := bco gr Φ.
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Òåîðåìà 3. 1. Äëÿ ñóùåñòâîâàíèÿ x′ ∈ X ′ òàêîãî, ÷òî
E(Φ, x′) = E(Φ),

íåîáõîäèìî è äîñòàòî÷íî ÷òîáû

R(Φ) = R(bco Φ).

Ïðè ýòîì

E(Φ) = sup
c∈bco Φ(0)

|c|.

2. Åñëè K = R, òîãäà äëÿ ñóùåñòâîâàíèÿ a ∈ Xa òàêîãî, ÷òî

E(Φ, a) = E(Φ),

íåîáõîäèìî è äîñòàòî÷íî ÷òîáû

R(Φ) = R(co Φ).

Ðàññìîòðèì çàäà÷ó (2.1) äëÿ ñëó÷àÿ, êîãäà L = x′ ∈ X ′ (ò.å.,
Z = K) è S ñîâïàäàåò ñ ìíîæåñòâîì E âñåõ ôóíêöèîíàëîâ íà Y .
Ïîëîæèì

e(x′, F ) := e(x′, F, E). (2.4)

Êàê áûëî îòìå÷åíî âûøå, ýòà çàäà÷à ñâîäèòñÿ ê çàäà÷å îïòè-
ìàëüíîãî âîññòàíîâëåíèÿ ìíîãîçíà÷íîãî îòîáðàæåíèÿ Φ = x′◦F−1.
Êðîìå òîãî,

e(x′, F ) = E(x′ ◦ F−1).

Ââåäåì âåëè÷èíó

r(x′, F ) := sup
y∈F (W )

inf
c∈K

sup
x∈F−1(y)

|〈x′, x〉 − c|,

íàçûâàåìóþ èíôîðìàöèîííûì ðàäèóñîì. Íåòðóäíî óáåäèòüñÿ, ÷òî

r(x′, F ) = R(x′ ◦ F−1).

Ïîñêîëüêó

co(x′ ◦ F−1) = x′ ◦ (coF )−1, bco(x′ ◦ F−1) = x′ ◦ (bcoF )−1,

òî èç òåîðåìû 3 âûòåêàåò ñëåäóþùåå óòâåðæäåíèå.

Òåîðåìà 4. 1. Äëÿ ñóùåñòâîâàíèÿ y′ ∈ Y ′ òàêîãî, ÷òî
e(x′, F, y′) = e(x′, F ),

íåîáõîäèìî è äîñòàòî÷íî ÷òîáû

r(x′, F ) = r(x′, bcoF ).

Ïðè ýòîì

e(x′, F ) = sup
x∈bcoF−1(0)

|〈x′, x〉|.
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2. Åñëè K = R, òî äëÿ ñóùåñòâîâàíèÿ a ∈ Y a òàêîãî, ÷òî

e(x′, F, a) = e(x′, F ),

íåîáõîäèìî è äîñòàòî÷íî ÷òîáû

r(x′, F ) = r(x′, coF ).

2.3. Îïòèìàëüíîå âîññòàíîâëåíèå ëèíåéíûõ
ôóíêöèîíàëîâ

Ðàññìîòðèì çàäà÷ó (2.4) äëÿ ìíîãîçíà÷íîãî îòîáðàæåíèÿ

F (x) = Ix+ U,

ãäå I : W → Y � ëèíåéíûé îïåðàòîð, à U ⊂ Y � íåêîòîðîå ìíîæå-
ñòâî. Ïîëîæèì â ýòîì ñëó÷àå

e(x′, I,W,U) := e(x′, F ).

Òåîðåìà 5. Ïóñòü x′ ∈ X ′ è W , U � âûïóêëûå óðàâíîâåøåí-

íûå ìíîæåñòâà. Òîãäà ñðåäè îïòèìàëüíûõ ìåòîäîâ âîññòàíîâëå-

íèÿ ñóùåñòâóåò ëèíåéíûé è

e(x′, I,W,U) = sup
x∈W
Ix∈U

|〈x′, x〉|

= inf
y′∈Y ′

(
sup
x∈W
|〈x′, x〉 − 〈y′, Ix〉|+ sup

y∈U
|〈y′, y〉|

)
. (2.5)

Êðîìå òîãî, y′ ∈ Y ′ ÿâëÿåòñÿ îïòèìàëüíûì ìåòîäîì âîññòàíîâ-

ëåíèÿ â òîì è òîëüêî â òîì ñëó÷àå, åñëè íà íåì äîñòèãàåòñÿ

íèæíÿÿ ãðàíü â (2.5).

Ïóñòü S � íåïóñòîå ìíîæåñòâî, Σ � σ-àëãåáðà ïîäìíîæåñòâ
S è µ � íåîòðèöàòåëüíàÿ σ-àääèòèâíàÿ ìåðà íà ìíîæåñòâå Σ.
Îáîçíà÷èì ÷åðåç Lp(S,Σ, µ) (èëè êîðî÷å Lp(S)) ìíîæåñòâî âñåõ σ-
èçìåðèìûõ ôóíêöèé ñî çíà÷åíèÿìè â K = R èëè C, äëÿ êîòîðûõ

‖x‖p :=

(∫
S

|x(s)|p dµ
)1/p

<∞, 1 ≤ p <∞,

‖x‖∞ := ess sup
s∈S

|x(s)| <∞, p =∞.

Ïîëîæèì

(x, y)S :=

∫
S

x(s)y(s) dµ

è äëÿ a ∈ K, 1 ≤ p <∞

a(p) :=

{
a|a|p−2, a 6= 0,

0, a = 0.
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Åñëè X � ëèíåéíîå íîðìèðîâàííîå ïðîñòðàíñòâî, òî ÷åðåç BX áó-
äåì îáîçíà÷àòü åäèíè÷íûé øàð

BX := {x ∈ X : ‖x‖ ≤ 1 }.

Ïóñòü f ∈ Lp′(S), 1/p + 1/p′ = 1 (ïðè p = 1,∞, p′ = ∞, 1,
ñîîòâåòñòâåííî). Ðàññìîòðèì çàäà÷ó îïòèìàëüíîãî âîññòàíîâëåíèÿ
ëèíåéíîãî ôóíêöèîíàëà (x, f)S íà ìíîæåñòâå BXp ïî çíà÷åíèÿì
ìíîãîçíà÷íîãî îòîáðàæåíèÿ F (x) := Ix + δBY , δ ≥ 0, ãäå Xp �
ëèíåéíîå ïîäïðîñòðàíñòâî Lp(S), I : Xp → Y � ëèíåéíûé îïåðà-
òîð è Y � ëèíåéíîå íîðìèðîâàííîå ïðîñòðàíñòâî. Òåì ñàìûì ìû
ðàññìàòðèâàåì çàäà÷ó î íàõîæäåíèè âåëè÷èíû

e(f, I, BXp(S), δ) = inf
ϕ : Y→K

sup
x∈BXp(S)

sup
y∈Y

‖Ix−y‖≤δ

|(x, f)S − ϕ(y)| (2.6)

è îïòèìàëüíîãî ìåòîäà âîññòàíîâëåíèÿ (ò.å. ìåòîäà, íà êîòîðîì äî-
ñòèãàåòñÿ íèæíÿÿ ãðàíü â (2.6)). Ñèòóàöèÿ, êîãäà çàäà÷à îïòèìàëü-
íîãî âîññòàíîâëåíèÿ ðàññìàòðèâàåòñÿ íå íà åäèíè÷íîì øàðå BLp,
à íà åäèíè÷íîì øàðå íåêîòîðîãî ïîäïðîñòðàíñòâà Lp(S), ÿâëÿåòñÿ
òèïè÷íîé äëÿ âîññòàíîâëåíèÿ íà êëàññàõ àíàëèòè÷åñêèõ èëè ãàð-
ìîíè÷åñêèõ ôóíêöèé.

Â ñèëó äâîéñòâåííîñòè, ïîëó÷åííîé â òåîðåìå 5, ýòà çàäà÷à òåñ-
íî ñâÿçàíà ñ ýêñòðåìàëüíîé çàäà÷åé

sup
x∈BXp
‖Ix‖≤δ

|(x, f)S|. (2.7)

Ôóíêöèÿ x0, äëÿ êîòîðîé âåðõíÿÿ ãðàíü â (2.7) äîñòèãàåòñÿ, íàçû-
âàåòñÿ ýêñòðåìàëüíîé. Âî ìíîãèõ ñëó÷àÿõ ýêñòðåìàëüíûå ôóíêöèè
(èëè èõ âèä) äëÿ çàäà÷è (2.7) õîðîøî èçâåñòíû. Îäíàêî íàñ èíòå-
ðåñóåò íå òîëüêî ïîãðåøíîñòü îïòèìàëüíîãî âîññòàíîâëåíèÿ, íî è
ñàì îïòèìàëüíûé ìåòîä. Áîëüøèíñòâî ìåòîäîâ, êîòîðûå ìû ñòðî-
èì, ïîëó÷àþòñÿ ñ ïîìîùüþ ñëåäóþùåé òåîðåìû.

Òåîðåìà 6. Ïóñòü g ∈ Xp, g 6= 0, g0 := g/‖g‖p, ‖Ig0‖ ≤ δ,
y∗0 ∈ Y ∗, 〈y0, Ig0〉 = δ‖y∗0‖ è äëÿ âñåõ x ∈ Xp

(x, f)S − 〈y∗0, Ix〉 =

{
α(x, g(p))S, 1 ≤ p <∞,
(x, ϕg)S, p =∞,
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ãäå α > 0, ϕ ∈ L1(S), ϕ(s) ≥ 0 ïî÷òè âñþäó è åñëè p = ∞, òî

|g(s)| = 1 ïî÷òè âñþäó. Òîãäà y∗0 � îïòèìàëüíûé ìåòîä âîññòà-

íîâëåíèÿ, g0 � ýêñòðåìàëüíàÿ ôóíêöèÿ è

e(f, I, BXp, δ) = (g0, f)S =

{
α‖g‖p−1

p + δ‖y∗0‖, 1 ≤ p <∞,
‖ϕ‖1 + δ‖y∗0‖, p =∞.

Â ñëó÷àå, êîãäà δ = 0 áîëåå óäîáíî ïîëüçîâàòüñÿ ñëåäóþùèì ðå-
çóëüòàòîì, êîòîðûé íåïîñðåäñòâåííî âûòåêàåò èç ïðåäûäóùåé òåî-
ðåìû.

Òåîðåìà 7. Ïóñòü g ∈ Xp, g 6= 0, Ig = 0, y∗0 ∈ Y ∗ è äëÿ âñåõ

x ∈ Xp

(x, f)S − 〈y∗0, Ix〉 =

{
α(x, g(p))S, 1 ≤ p <∞,
α(x, ϕg)S, p =∞,

(2.8)

ãäå α ∈ C, ϕ ∈ L1(S), ϕ(s) ≥ 0 ïî÷òè âñþäó è åñëè p = ∞, òî

|g(s)| = 1 ïî÷òè âñþäó. Òîãäà y∗0 � îïòèìàëüíûé ìåòîä âîññòà-

íîâëåíèÿ, g0 � ýêñòðåìàëüíàÿ ôóíêöèÿ è

e(f, I, BXp, 0) = |(g0, f)S| =

{
|α|‖g‖p−1

p , 1 ≤ p <∞,
|α|‖ϕ‖1, p =∞.

2.4. Îïòèìàëüíûå ìåòîäû, èñïîëüçóþùèå êîýôôèöèåíòû
Ôóðüå

Ïóñòü X � ãèëüáåðòîâî ïðîñòðàíñòâî è e1, e2, . . . � ïîëíàÿ îð-
òîíîðìèðîâàííàÿ ñèñòåìà â X. Îáîçíà÷èì ÷åðåç xj := (x, ej) �
êîýôôèöèåíòû Ôóðüå x ∈ X. Ðàññìîòðèì çàäà÷ó îïòèìàëüíîãî
âîññòàíîâëåíèÿ ëèíåéíîãî ôóíêöèîíàëà < x′, x >= (x, f), f ∈ X,
íà åäèíè÷íîì øàðå BX ïî èíôîðìàöèè î çíà÷åíèÿõ îïåðàòîðà
Ix = (x1, . . . , xn).

Ïðåäïîëîæèì, ÷òî íàì èçâåñòíû ïðèáëèæåííûå çíà÷åíèÿ êî-
ýôôèöèåíòîâ Ôóðüå (x̃1, . . . , x̃n) òàêèå, ÷òî

|xj − x̃j| ≤ δj, j = 1, . . . , n.

Òåì ñàìûì ìû ðàññìàòðèâàåì çàäà÷ó î íàõîæäåíèè âåëè÷èíû

e(f, I, BX, δ) := inf
ϕ : Cn→C

sup
x∈BX

sup
y∈Cn

Ix−y∈U

|(x, f)− ϕ(y)|, (2.9)

ãäå
U = { (y1, . . . , yn) ∈ Cn : |yj| ≤ δj, j = 1, . . . , n }.

Êðîìå òîãî, íàñ èíòåðåñóåò îïòèìàëüíûé ìåòîä âîññòàíîâëåíèÿ,
ò.å. òàêîé ìåòîä ϕ, íà êîòîðîì äîñòèãàåòñÿ íèæíÿÿ ãðàíü â (2.9).
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Ïóñòü L� ëèíåéíîå ïðîñòðàíñòâî âåêòîðîâ x = (x1, x2, . . .), xj ∈
C, óäîâëåòâîðÿþùèõ óñëîâèþ

∞∑
j=1

γj|xj|2 <∞,

ãäå γ1 ≥ 0 and γj > 0, j ≥ 2. Ïóñòü x′ � ëèíåéíûé ôóíêöèîíàë,
îïðåäåëåííûé ðàâåíñòâîì

〈x′, x〉 :=
∞∑
j=1

xjf j,

ãäå |fj| > 0, j ≥ 2, è
∞∑
j=2

γ−1
j |fj|2 <∞.

Ðàññìîòðèì çàäà÷ó îïòèìàëüíîãî âîññòàíîâëåíèÿ ôóíêöèîíàëà
x′ íà ìíîæåñòâå

BL :=

{
x ∈ L :

∞∑
j=1

γj|xj|2 ≤ 1

}
ïî ïðèáëèæåííûì çíà÷åíèÿì (x̃1, . . . , x̃n) òàêèì, ÷òî

|xj − x̃j| ≤ δλj, λj > 0, j = 1, . . . , n.

Ïîëîæèì

m :=

{
1, γ1f1 6= 0,

2, γ1f1 = 0.

Òåîðåìà 8. Ïðåäïîëîæèì, ÷òî

|fm|
λmγm

≥ . . . ≥ |fn|
λnγn

. (2.10)

Ïîëîæèì

µkm :=

( k∑
j=m

γjλ
2
j + γ2

k|fk|−2λ2
k

∞∑
j=k+1

γ−1
j |fj|2

)−1/2

, k = m, . . . , n,

µm−1,m := +∞, µn+1,m := 0 è ∆km := [µk+1,m, µkm), k = m− 1, . . . , n.
Òîãäà äëÿ âñåõ δ ∈ ∆km, m− 1 ≤ k ≤ n, ìåòîä

〈x′, x〉 ≈ (m− 1)f 1x̃1 +
k∑

j=m

νjmf jx̃j,
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â êîòîðîì

νjm := 1− δγjλj
|fj|

√√√√ ∑∞
j=k+1 γ

−1
j |fj|2

1− δ2
∑k

j=m γjλ
2
j

,

ÿâëÿåòñÿ îïòèìàëüíûì, à äëÿ åãî ïîãðåøíîñòè ñïðàâåäëèâî ðà-

âåíñòâî

e(x′, I, BL, δ) =

√√√√ ∞∑
j=k+1

γ−1
j |fj|2

√√√√1− δ2

k∑
j=m

γjλ2
j + δ

k∑
j=m

λj|fj|.

Ïðèìåíèì òåîðåìó 8 äëÿ íàõîæäåíèÿ îïòèìàëüíûõ ìåòîäîâ
âîññòàíîâëåíèÿ íà íåêîòîðûõ êîíêðåòíûõ êëàññàõ ôóíêöèé. Ïóñòü
W � èíâàðèàíòíûé îòíîñèòåëüíî ñäâèãà êëàññ äîñòàòî÷íî ãëàä-
êèõ 2π-ïåðèîäè÷åñêèõ ôóíêöèé. Ðàññìîòðèì çàäà÷ó îïòèìàëüíî-
ãî âîññòàíîâëåíèÿ çíà÷åíèÿ ôóíêöèè èëè åå ïðîèçâîäíîé f (s)(t),
t ∈ [0, 2π), s ≥ 0, f ∈ W íà îñíîâàíèè èíôîðìàöèè î åå êîýôôèöè-
åíòàõ Ôóðüå

ck =
1

2π

∫ 2π

0

f(t)e−ikt dt, |k| ≤ n,

çàäàííûõ ñ ïîãðåøíîñòüþ δ â ðàâíîìåðíîé íîðìå, ò.å. ïî çíà÷åíèÿì
c̃k òàêèì, ÷òî

|ck − c̃k| ≤ δ, |k| ≤ n.

Îáîçíà÷èì ÷åðåç ens(W, δ) ïîãðåøíîñòü âîññòàíîâëåíèÿ äëÿ ýòîé
çàäà÷è (ïîñêîëüêó W � èíâàðèàíòíûé îòíîñèòåëüíî ñäâèãà êëàññ,
òî èç ðàâåíñòâà (2.5) ñëåäóåò, ÷òî ïîãðåøíîñòü íå çàâèñèò îò t).

Áóäåì ðàññìàòðèâàòü ñëåäóþùèå êëàññû ïåðèîäè÷åñêèõ àíàëè-
òè÷åñêèõ ôóíêöèé. Ïðîñòðàíñòâîì Õàðäè Hβ

2 (T) íàçûâàåòñÿ ìíî-
æåñòâî âñåõ 2π-ïåðèîäè÷åñêèõ ôóíêöèé, àíàëèòè÷åñêèõ â ïîëîñå
Sβ := { z ∈ C : | Im z| < β } è óäîâëåòâîðÿþùèõ óñëîâèþ

‖f‖Hβ2 (T) := sup
0≤η<β

(
1

4π

∫ 2π

0

(
|f(t+ iη)|2 + |f(t− iη)|2

)
dt

)1/2

<∞.

Ïðîñòðàíñòâî Õàðäè�Ñîáîëåâà Hr,β
2 (T) � ýòî ìíîæåñòâî âñåõ 2π-

ïåðèîäè÷åñêèõ ôóíêöèé, àíàëèòè÷åñêèõ â ïîëîñå Sβ, äëÿ êîòîðûõ
f (r) ∈ Hβ

2 (T).
Ïðîñòðàíñòâîì Áåðãìàíà Aβ2 (T) íàçûâàåòñÿ ìíîæåñòâî 2π-ïå-

ðèîäè÷åñêèõ ôóíêöèé, àíàëèòè÷åñêèõ â ïîëîñå Sβ è óäîâëåòâîðÿ-
þùèõ óñëîâèþ

‖f‖Aβ2 (T) :=

(
1

4πβ

∫ 2π

0

∫ β

−β
|f(t+ iη)|2 dtdη

)1/2

<∞.
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Ïðîñòðàíñòâî Áåðãìàíà�Ñîáîëåâà Ar,β2 (T) îïðåäåëÿåòñÿ êàê ìíî-
æåñòâî 2π-ïåðèîäè÷åñêèõ ôóíêöèé, àíàëèòè÷åñêèõ â ïîëîñå Sβ,
äëÿ êîòîðûõ f (r) ∈ Aβ2 (T).

Ôóíêöèè èç Hβ
2 (T) èìåþò ïî÷òè âñþäó ãðàíè÷íûå çíà÷åíèÿ, è

ïðîñòðàíñòâî Hβ
2 (T) ÿâëÿåòñÿ ãèëüáåðòîâûì ñî ñêàëÿðíûì ïðîèç-

âåäåíèåì

(f, g)Hβ2 (T) :=
1

4π

∫ 2π

0

(
f(t+ iβ)g(t+ iβ) + f(t− iβ)g(t− iβ)

)
dt.

Ïðîñòðàíñòâî Áåðãìàíà Aβ2 (T) � òàêæå ãèëüáåðòîâî ïðîñòðàíñòâî,
â êîòîðîì ñêàëÿðíîå ïðîèçâåäåíèå çàäàåòñÿ ñëåäóþùèì îáðàçîì

(f, g)Aβ2 (T) :=
1

4πβ

∫ 2π

0

∫ β

−β
f(t+ iη)g(t+ iη) dtdη.

Ïîëîæèì

Hr,β
2 (T) := { f ∈ Hr,β

2 (T) : ‖f (r)‖Hβ2 (T) ≤ 1 },

Ar,β2 (T) := { f ∈ Ar,β2 (T) : ‖f (r)‖Aβ2 (T) ≤ 1 }.

Íåòðóäíî óáåäèòüñÿ, ÷òî ôóíêöèè ej(z) := eijz, j = 0,±1, . . . , îáðà-
çóþò îðòîãîíàëüíûé áàçèñ â ïðîñòðàíñòâàõ Hβ

2 (T) è Aβ2 (T). Êðîìå
òîãî,

‖ej‖2

Hβ2 (T)
= cosh 2jβ, j = ±1,±2, . . . ,

‖e0‖2

Aβ2 (T)
= 1, ‖ej‖2

Aβ2 (T)
=

sinh 2jβ

2jβ
, j = ±1,±2, . . . .

Òàêèì îáðàçîì, f ∈ W = Hr,β
2 (T) èëè Ar,β2 (T) â òîì è òîëüêî â

òîì ñëó÷àå, åñëè

f(z) =
+∞∑
j=−∞

cje
ijz

è
+∞∑
j=−∞

|cj|2j2rpj(W ) ≤ 1

ãäå pj(W ) = ‖ej‖2
W .
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Ââåäåì ñëåäóþùèå îáîçíà÷åíèÿ

µkr(W, s) :=

(∑
|j|≤k

j2rpj(W ) + k4r−2sp2
k(W )

∑
|j|>k

j2(s−r)p−1
j (W )

)−1/2

,

1 ≤ k ≤ n,

µn+1,r(W, s) := 0, µ00(W, s) :=

(∑
|j|≥0

p−1
j (W )

)−1/2

,

µ0r(W, s) := +∞, r ≥ 1, ∆−1,0(W, s) :=
[
µ00(W, s),+∞

)
,

∆kr(W, s) :=
[
µk+1,r(W, s), µkr(W, s)

)
, 0 ≤ k ≤ n, r ≥ 0.

Ïîëîæèâ â òåîðåìå 8 f j = (ij)seijt, λj = 1 è γj = j2rpj(W ), ïîëó÷àåì
ñëåäóþùèé ðåçóëüòàò

Òåîðåìà 9. Ïóñòü r è s � íåîòðèöàòåëüíûå öåëûå ÷èñëà òà-

êèå, ÷òî 0 ≤ s ≤ 2r. Òîãäà äëÿ âñåõ δ ∈ ∆kr(W, s) ìåòîä

f (s)(t)

≈
∑
|j|≤k

1− δ|j|2r−spj(W )

√√√√ ∑
|j|>k j

2(s−r)p−1
j (W )

1− δ2
∑
|j|≤k j

2rpj(W )

 c̃j(ij)
seijt

ÿâëÿåòñÿ îïòèìàëüíûì äëÿ W = Hr,β
2 (T) è Ar,β2 (T). Äëÿ åãî ïî-

ãðåøíîñòè ñïðàâåäëèâî ðàâåíñòâî

ens(W, δ) =

√∑
|j|>k

j2(s−r)p−1
j (W )

√
1− δ2

∑
|j|≤k

j2rpj(W ) + δ
∑
|j|≤k

|j|s.

Â ýòîé òåîðåìå ìû òðåáóåì âûïîëíåíèÿ íåðàâåíñòâà 0 ≤ s ≤ 2r
äëÿ òîãî, ÷òîáû óäîâëåòâîðÿëîñü óñëîâèå (2.10). Òåì íå ìåíåå, îï-
òèìàëüíûé ìåòîä ìîæíî ïîëó÷èòü è â ñëó÷àå s > 2r. Äëÿ ýòîãî
äîñòàòî÷íî óïîðÿäî÷èòü çíà÷åíèÿ js−2rpj(W ) â íåóáûâàþùåì ïî-
ðÿäêå è ïðèìåíèòü òåîðåìó 8.

Îïòèìàëüíûé ìåòîä âîññòàíîâëåíèÿ çíà÷åíèÿ f (s)(t), 0 ≤ s ≤
r − 1, ïî êîýôôèöèåíòàì Ôóðüå, çàäàííûì ñ ïîãðåøíîñòüþ, ìî-
æåò áûòü òàêæå ïîñòðîåí è äëÿ ñîáîëåâñêîãî êëàññà W r

2 (T). Êëàññ
W r

2 (T) ìîæåò áûòü îïðåäåëåí êàê ìíîæåñòâî ôóíêöèé

f(t) =
+∞∑
j=−∞

cje
ijt,
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äëÿ êîòîðûõ
+∞∑
j=−∞

j2r|cj|2 ≤ 1

è (â ñèëó òîãî, ÷òî ôóíêöèè èç W r
2 (T) âåùåñòâåííûå íà T)

c−j = cj, j = 0, 1, . . . . (2.11)

Óñëîâèå (2.11) íåñêîëüêî îòëè÷àåò ýòîò êëàññ îò êëàññîâ Hr,β
2 (T)

è Ar,β2 (T). Òåì íå ìåíåå, ìîæíî ïîêàçàòü, ÷òî òåîðåìà 9 îñòàåòñÿ
ñïðàâåäëèâîé äëÿ W = W r

2 (T) è pj(W r
2 (T)) ≡ 1.

2.5. Îïòèìàëüíîå âîññòàíîâëåíèå â ïðîñòðàíñòâàõ Õàðäè
è àíàëîã ôîðìóëû Êîòåëüíèêîâà

Ïðîñòðàíñòâîì Õàðäè Hp íàçûâàåòñÿ ìíîæåñòâî ôóíêöèé, àíà-
ëèòè÷åñêèõ â åäèíè÷íîì êðóãå D := {z ∈ C : |z| < 1} è óäîâëåòâî-
ðÿþùèõ óñëîâèþ

‖f‖Hp := sup
0<r<1

(
1

2π

∫ 2π

0

|f(reiθ)|pdθ
)1/p

<∞, 1 ≤ p <∞,

‖f‖H∞ := sup
z∈D
|f(z)| <∞.

Ïîëîæèì
Hp := { f ∈ Hp : ‖f‖Hp ≤ 1 }.

Ðàññìîòðèì çàäà÷ó îïòèìàëüíîãî âîññòàíîâëåíèÿ ôóíêöèè f ∈ Hp

â òî÷êå ξ ∈ D ïî òî÷íûì çíà÷åíèÿì èíôîðìàöèîííîãî îïåðàòîðà

If := { f(z1), . . . , f (ν1−1)(z1), . . . , f(zn), . . . , f (νn−1)(zn) },

ãäå z1, . . . , zn � ðàçëè÷íûå òî÷êè èç êðóãà D. Èíûìè ñëîâàìè, íàñ
èíòåðåñóåò âåëè÷èíà

e(ξ, I,Hp) := inf
ϕ : CN→C

sup
f∈Hp
|f(ξ)− ϕ(If)|, (2.12)

ãäå N =
∑n

j=1 νj, à òàêæå îïòèìàëüíûé ìåòîä âîññòàíîâëåíèÿ, ò.å.
ìåòîä, íà êîòîðîì äîñòèãàåòñÿ íèæíÿÿ ãðàíü â (2.12).

Ïîëîæèì

W (z) :=
n∏
j=1

(
z − zj
1− zjz

)νj
, ωj(z) :=

n∏
s=1
s 6=j

(
z − zs
1− zsz

)νs
.

Â äàëüíåéøåì âñå âûðàæåíèÿ, ñîäåðæàùèå p, ïðè p =∞ ïîíè-
ìàþòñÿ êàê ïðåäåëüíûå çíà÷åíèÿ ïðè p→∞.
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Òåîðåìà 10. Äëÿ âñåõ 1 ≤ p ≤ ∞ ìåòîä

f(ξ) ≈
n∑
j=1

νj−1∑
ν=0

cjν(ξ, p)f
(ν)(zj),

ãäå

cjν(ξ, p) =
W (ξ)(1− |ξ|2)

p−2
p

ν!(νj − ν − 1)!

(
(1− zjz)νj

ωj(z)(ξ − z)(1− ξz)
p−2
p

)(νj−ν−1)

∣∣z=zj ,

ÿâëÿåòñÿ îïòèìàëüíûì íà êëàññå Hp. Äëÿ åãî ïîãðåøíîñòè ñïðà-

âåäëèâî ðàâåíñòâî

e(ξ, I,Hp) =
|W (ξ)|

(1− |ξ|2)1/p
.

Ñëåäñòâèå 1. Ïóñòü ν1 = . . . = νn = 1. Òîãäà äëÿ âñåõ 1 ≤ p ≤
∞ ìåòîä

f(ξ) ≈
n∑
j=1

ωj(ξ)

ωj(zj)

1− |zj|2

1− zjξ

(
1− |ξ|2

1− zjξ

) p−2
p

f(zj)

ÿâëÿåòñÿ îïòèìàëüíûì íà êëàññå Hp.

Ðàññìîòðèì òåïåðü çàäà÷ó îïòèìàëüíîãî âîññòàíîâëåíèÿ ôóíê-
öèé èç Hp ïî èíôîðìàöèè îá èõ çíà÷åíèÿõ â áåñêîíå÷íîì ìíîæå-
ñòâå òî÷åê. Ïðåäïîëîæèì, ÷òî èíôîðìàöèîííûé îïåðàòîð èìååò
âèä

If =
{
f(zj), . . . , f

(νj−1)(zj)
}+∞
j=−∞ , (2.13)

ãäå zj � ðàçëè÷íûå òî÷êè èç èíòåðâàëà (−1, 1). Â ýòîì ñëó÷àå äëÿ
ïîëó÷åíèÿ èíòåãðàëüíîãî ïðåäñòàâëåíèÿ (2.8), ñ ïîìîùüþ êîòîðîãî
ñòðîèòñÿ îïòèìàëüíûé ìåòîä, íàì ïîòðåáóåòñÿ îäèí âñïîìîãàòåëü-
íûé ðåçóëüòàò.

Íàïîìíèì, ÷òî áåñêîíå÷íûì ïðîèçâåäåíèåì Áëÿøêå äëÿ åäè-
íè÷íîãî êðóãà íàçûâàåòñÿ ôóíêöèÿ âèäà

B(z) =
∞∏
n=1

− zn
|zn|
· z − zn

1− znz
, (2.14)

ãäå zn ∈ D (ïðè zn = 0 ìíîæèòåëü −zn/|zn| çàìåíÿåòñÿ íà åäèíèöó
è â ñîîòâåòñòâèè ñ ýòèì áóäåì ñ÷èòàòü, ÷òî sign 0 = 1). Õîðîøî
èçâåñòíî, ÷òî åñëè zn ∈ D óäîâëåòâîðÿþò óñëîâèþ Áëÿøêå

∞∑
n=1

(1− |zn|) <∞,
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òî ïðîèçâåäåíèå (2.14) ñõîäèòñÿ â D, B(z) ∈ H∞ è |B(eiθ)| = 1
ïî÷òè âñþäó.

Ëåììà 1. Ïðåäïîëîæèì, ÷òî ïîñëåäîâàòåëüíîñòü {zj}∞−∞,
{νj}∞−∞ òàêîâà, ÷òî −1 < zj < zj+1 < 1, νj ∈ N, j = 0,±1, . . . ,

∞∑
j=−∞

νj(1− |zj|) <∞

è äëÿ

W (z) :=
∞∏

j=−∞

(
− sign zj

z − zj
1− zjz

)νj
ñóùåñòâóþò òàêèå αj ∈ (zj, zj+1), j = 0,±1, . . . , ÷òî |W (αj)| ≥
c > 0. Òîãäà äëÿ âñåõ f ∈ Hp, 1 ≤ p ≤ ∞, ñïðàâåäëèâî ðàâåíñòâî

1

2πi

∫
|z|=1

f(z)

W (z)
dz =

∞∑
j=−∞

(− sign zj)
νj

(νj − 1)!

(
f(z)(1− zjz)νj

ωj(z)

)(νj−1)∣∣z=zj ,
ãäå

ωj(z) :=
∏
m 6=j

(
− sign zm

z − zm
1− zmz

)νm
.

Àíàëîãîì òåîðåìû 10 äëÿ èíôîðìàöèîííîãî îïåðàòîðà (2.13)
ÿâëÿåòñÿ ñëåäóþùèé ðåçóëüòàò.

Òåîðåìà 11. Ïðåäïîëîæèì, ÷òî ñèñòåìà òî÷åê {zj}∞−∞ óäî-

âëåòâîðÿåò óñëîâèÿì ëåììû 1. Òîãäà äëÿ âñåõ 1 ≤ p ≤ ∞ ìåòîä

f(ξ) ≈
∞∑

j=−∞

νj−1∑
ν=0

cjν(ξ, p)f
(ν)(zj),

â êîòîðîì

cjν(ξ, p) =
W (ξ)(1− |ξ|2)

p−2
p

ν!(νj − ν − 1)!

(
(1− zjz)νj

ωj(z)(ξ − z)(1− ξz)
p−2
p

)(νj−ν−1)

∣∣z=zj ,

ÿâëÿåòñÿ îïòèìàëüíûì ìåòîäîì âîññòàíîâëåíèÿ íà êëàññå Hp, à

äëÿ åãî ïîãðåøíîñòè ñïðàâåäëèâî ðàâåíñòâî

e(ξ, I,Hp) =
|W (ξ)|

(1− |ξ|2)1/p
.
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Ñëåäñòâèå 2. Ïðåäïîëîæèì, ÷òî ñèñòåìà òî÷åê {zj}∞−∞ óäî-

âëåòâîðÿåò óñëîâèÿì ëåììû 1 ïðè νj ≡ 1. Òîãäà äëÿ âñåõ 1 ≤ p ≤
∞ ìåòîä

f(ξ) ≈ W (ξ)
∞∑

j=−∞

1

W ′(zj)(ξ − zj)

(
1− |ξ|2

1− ξzj

) p−2
p

f(zj)

ÿâëÿåòñÿ îïòèìàëüíûì ìåòîäîì âîññòàíîâëåíèÿ íà êëàññå Hp.

Ðàññìîòðèì íåêîòîðûå êîíêðåòíûå ñèñòåìû óçëîâ. Ïóñòü λ ∈
(0, 1),

aj := tg

(
j
πΛ

Λ′

)
, j = 0,±1, . . . ,

è

B0(z) := z

∞∏
j=1

a2
j − z2

1− a2
jz

2
,

ãäå Λ è Λ′ � ïîëíûå ýëëèïòè÷åñêèå èíòåãðàëû ïåðâîãî ðîäà äëÿ
ìîäóëåé λ è λ′ =

√
1− λ2, ñîîòâåòñòâåííî. Ïîëîæèì h = e−πΛ/Λ′ .

Òîãäà

aj =
1− h2j

1 + h2j
.

Ñ ïîìîùüþ ïîäñòàíîâêè z = −i tanπv ïîëó÷àåì

z2 =
cos 2πv − 1

cos 2πv + 1
è

B0(z) = −i tanπz
∞∏
j=1

1− 2h2j cos 2πv + h4j

1 + 2h2j cos 2πv + h4j
.

Èñïîëüçóÿ ïðåäñòàâëåíèÿ ýëëèïòè÷åñêîãî ñèíóñà è êîñèíóñà ÷åðåç
òåòà-ôóíêöèè è ðàçëîæåíèÿ â ïðîèçâåäåíèÿ ïîñëåäíèõ, ïîëó÷àåì

B0(z) = −i
√
λ

sn(2Λ′v, λ′)

cn(2Λ′v, λ′)
.

Èç âòîðîãî ãëàâíîãî ïðåîáðàçîâàíèÿ ïåðâîé ñòåïåíè ñëåäóåò, ÷òî

sn(iu, λ′)

cn(iu, λ′)
= i sn(u, λ).

Òàê êàê v =
i

π
arctg z, òî

B0(z) =
√
λ sn

(
2Λ′

π
arctg z, λ

)
.
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Ïîëîæèì

bj := tg

(
(2j − 1)

πΛ

2Λ′

)
, j = 0,±1, . . . .

Òîãäà
B0(bj) = (−1)j+1

√
λ.

Ñëåäîâàòåëüíî, ñèñòåìà òî÷åê {aj}∞−∞ óäîâëåòâîðÿåò óñëîâèÿì ëåì-
ìû 1, è ê íåé ïðèìåíèìî ñëåäñòâèå 2.

Îáîçíà÷èì ÷åðåç Hβ
∞(R) ìíîæåñòâî ôóíêöèé, àíàëèòè÷åñêèõ â

ïîëîñå Sβ, äëÿ êîòîðûõ |f(z)| ≤ 1, z ∈ Sβ. Îòîáðàæåíèå

z = tg

(
π

4β
w

)
ÿâëÿåòñÿ êîíôîðìíûì îòîáðàæåíèåì ïîëîñû Sβ íà âíóòðåííîñòü
åäèíè÷íîãî êðóãà D è ïåðåâîäèò ñèñòåìó òî÷åê {jτ}∞−∞, τ > 0, â
ñèñòåìó {aj}∞−∞, åñëè λ âûáðàíî èç óñëîâèÿ Λ′/Λ = 4β/τ . Èç òåîðèè
ýëëèïòè÷åñêèõ ôóíêöèé âûòåêàåò, ÷òî â ýòîì ñëó÷àå λ = κ(2β/τ),
ãäå

κ(s) := 4e−s
( ∑∞

m=0 e
−2sm(m+1)

1 + 2
∑∞

m=1 e
−2sm2

)2

.

Ïîëüçóÿñü êîíôîðìíîé ýêâèâàëåíòíîñòüþ ðàññìàòðèâàåìûõ çàäà÷
âîññòàíîâëåíèÿ äëÿ êëàññîâ Hβ

∞(R) è H∞, èç ñëåäñòâèÿ 2 âûòåêàåò

Ñëåäñòâèå 3. Äëÿ âñåõ τ > 0 è t ∈ R ìåòîä

f(t) ≈ π

Λ′
sn

(
Λ′

2β
t, λ

) ∞∑
j=−∞

(−1)j
f(jτ)

sh

(
π

2β
(t− jτ)

) ,
â êîòîðîì λ = κ(2β/τ), ÿâëÿåòñÿ îïòèìàëüíûì íà êëàññå Hβ

∞(R).
Äëÿ åãî ïîãðåøíîñòè ñïðàâåäëèâî ðàâåíñòâî

e(t, I,Hβ
∞(R)) =

√
λ

∣∣∣∣sn(Λ′

2β
t, λ

)∣∣∣∣ .
Îòìåòèì, ÷òî äëÿ ìàêñèìàëüíîãî çíà÷åíèÿ ïîãðåøíîñòè ñïðà-

âåäëèâî ðàâåíñòâî

max
t∈R

e(t, I,Hβ
∞(R)) =

√
λ = 2e−πβ/τ +O

(
e−5πβ/τ

)
.

Èçâåñòíî, ÷òî öåëûå ôóíêöèè ìîãóò áûòü òî÷íî âîññòàíîâëåíû
ïî èõ çíà÷åíèÿì â ðàâíîìåðíîé ñåòêå ñ äîñòàòî÷íî ìàëûì øàãîì.
Ýòî âîññòàíîâëåíèå äàåòñÿ ÷àñòî èñïîëüçóåìûìè ôîðìóëàìè Êî-
òåëüíèêîâà è Êàðòðàéò. Â îòëè÷èå îò öåëûõ ôóíêöèé îãðàíè÷åí-
íûå àíàëèòè÷åñêèå ôóíêöèè â ïîëîñå íå îïðåäåëÿþòñÿ îäíîçíà÷íî
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ïî ñâîèì çíà÷åíèÿì â ðàâíîìåðíîé ñåòêå êàêîâ áû íè áûë øàã ýòîé
ñåòêè. Òåì íå ìåíåå, ñëåäñòâèå 3 äàåò âîçìîæíîñòü âîññòàíàâëèâàòü
ïðèáëèæåííî îãðàíè÷åííûå àíàëèòè÷åñêèå ôóíêöèè (ïðè÷åì îïòè-
ìàëüíûì îáðàçîì), çàäàííûå â ðàâíîìåðíîé ñåòêå ñ ïðîèçâîëüíûì
øàãîì.

2.6. Îïòèìàëüíûå óçëû, îïòèìàëüíûå èíôîðìàöèîííûå
îïåðàòîðû è n-ïîïåðå÷íèêè

Â òåîðåìå 10 ìû ïîëó÷èëè îïòèìàëüíûé ìåòîä âîññòàíîâëåíèÿ
ôóíêöèé èç êëàññà Hp â ôèêñèðîâàííîé òî÷êå ïî èõ çíà÷åíèÿì â
íåêîòîðîé ñèñòåìå òî÷åê. Àíàëîãè÷íûé ðåçóëüòàò ìîæíî ïîëó÷èòü
è äëÿ êëàññà Hβ

p (T), ÿâëÿþùåãîñÿ åäèíè÷íûì øàðîì ïðîñòðàíñòâà
Hβ
p (T), îïðåäåëÿåìîãî êàê ìíîæåñòâî 2π-ïåðèîäè÷åñêèõ ôóíêöèé,

àíàëèòè÷åñêèõ â ïîëîñå Sβ := {z ∈ C : | Im z| < β} è óäîâëåòâîðÿ-
þùèõ óñëîâèþ

‖f‖Hβp (T) := sup
0≤η<β

(
1

4π

∫ 2π

0

(|f(t+ iη)|p + |f(t− iη)|p) dt
)1/p

<∞,

‖f‖Hβ∞(T) := sup
z∈Sβ
|f(z)| <∞.

Åñëè íàì íóæíî âîññòàíîâèòü ôóíêöèþ íå â îäíîé òî÷êå, à íà íåêî-
òîðîì ìíîæåñòâå, òî åñòåñòâåííî ïîñòàâèòü âîïðîñ: êàê âûáðàòü
ñèñòåìó òî÷åê, â êîòîðîé çàäàåòñÿ èñõîäíàÿ èíôîðìàöèÿ, ÷òîáû
ïîãðåøíîñòü âîññòàíîâëåíèÿ ñäåëàòü ìèíèìàëüíîé íà ìíîæåñòâå,
â êîòîðîì òðåáóåòñÿ àïïðîêñèìèðîâàòü ôóíêöèþ?

Ñôîðìóëèðóåì ýòó çàäà÷ó áîëåå òî÷íî. ÏóñòüW � êëàññ ôóíê-
öèé, îïðåäåëåííûõ íà ìíîæåñòâå G, X � ëèíåéíîå íîðìèðîâàííîå
ïðîñòðàíñòâî è W ⊂ X. Ïîëîæèì

Iτf := (f(t1), . . . , f(tn)), τ = (t1, . . . , tn) ∈ Gn.

Ïîä çàäà÷åé îïòèìàëüíîãî âîññòàíîâëåíèÿ íà ïðîñòðàíñòâå X
áóäåì ïîíèìàòü çàäà÷ó î íàõîæäåíèè âåëè÷èíû

sn(W,X) := inf
τ∈Gn

inf
S : Mn→X

sup
f∈W
‖f − S(Iτf)‖X , (2.15)

ãäå M = R èëè C (â çàâèñèìîñòè îò òîãî, íà êàêîì ïîëå ðàññìàò-
ðèâàåòñÿ ïðîñòðàíñòâî X). Åñëè íåêîòîðûå èç s òî÷åê ñîâïàäàþò,
òî áóäåì ñ÷èòàòü, ÷òî âìåñòå ñî çíà÷åíèÿìè ôóíêöèè çàäàíû ïî-
ñëåäîâàòåëüíî çíà÷åíèÿ ïðîèçâîäíûõ ôóíêöèè äî ïîðÿäêà (s − 1)
(ïðåäïîëàãàåòñÿ, ÷òî ôóíêöèè èç W äîñòàòî÷íî ãëàäêèå). Óçëû,
íà êîòîðûõ äîñòèãàåòñÿ íèæíÿÿ ãðàíü â (2.15) áóäåì íàçûâàòü îï-
òèìàëüíûìè, à ìåòîä, íà êîòîðîì íèæíÿÿ ãðàíü äîñòèãàåòñÿ äëÿ



2.6. ÎÏÒÈÌÀËÜÍÛÅ ÓÇËÛ È n-ÏÎÏÅÐÅ×ÍÈÊÈ 47

îïòèìàëüíûõ óçëîâ, íàçîâåì îïòèìàëüíûì ìåòîäîì âîññòàíîâëå-
íèÿ íà ïðîñòðàíñòâå X.

Ñôîðìóëèðóåì îäèí ðåçóëüòàò îá îïòèìàëüíûõ óçëàõ â ïåðèî-
äè÷åñêîì ñëó÷àå. Ïîëîæèì

Jq(λ) :=

∫ 1

0

tq dt√
(1− t2)(1− λ2t2)

,

Òåîðåìà 12. Ïðè âñåõ β > 0

sn(Hβ
p (T), L∞(T)) =


(

2K

π

)1/p√
λn, n � ÷åòíîå,(

2K

π

)1/p√
k
√
λn, n � íå÷åòíîå,

(2.16)

s2n(Hβ
∞(T), Lq(T)) =

√
λ2n

(
2π

Λ2n

Jq(λ2n)

)1/q

, 1 ≤ q <∞,

ãäå λn = κ(βn), à K, K ′ è Λn � ïîëíûå ýëëèïòè÷åñêèå èíòåãðàëû

ïåðâîãî ðîäà äëÿ ìîäóëåé k = κ(β), k′ =
√

1− k2 è λn, ñîîòâåò-
ñòâåííî. Ðàâíîìåðíàÿ ñèñòåìà óçëîâ íà T ÿâëÿåòñÿ åäèíñòâåí-

íîé ñ òî÷íîñòüþ äî ñäâèãà îïòèìàëüíîé ñèñòåìîé óçëîâ äëÿ çíà-

÷åíèÿ (2.16). Ñîîòâåòñòâóþùèå îïòèìàëüíûå ìåòîäû èìååò âèä

f(t) ≈ K

nΛn

sn

(
nΛn

π
t, λn

) n−1∑
j=0

(−1)jcnp

(
K

π
t− j 2K

n

)
f

(
j

2π

n

)
,

f(t) ≈ K

2nΛ2n

sn

(
2nΛ2n

π
t, λ2n

) 2n−1∑
j=0

(−1)jc2n,∞

(
K

π
t− jK

n

)
f
(
j
π

n

)
,

ãäå

cnp(z) =


cn z dn

p−2
p z

sn z
, n � ÷åòíîå,

dn
2(p−1)
p z

sn z
, n � íå÷åòíîå.

Ìû íàøëè ñèñòåìó îïòèìàëüíûõ óçëîâ äëÿ ïîñòàâëåííîé çàäà-
÷è, íî, ìîæåò áûòü, ñóùåñòâóþò ëèíåéíûå ôóíêöèîíàëû, èñïîëü-
çîâàíèå êîòîðûõ âìåñòî çíà÷åíèé ôóíêöèé â òî÷êàõ äàñò ìåíüøóþ
ïîãðåøíîñòü ïðè âîññòàíîâëåíèè. Èíûìè ñëîâàìè, ñëåäóþùàÿ çà-
äà÷à, êîòîðóþ ìû èññëåäóåì, ñâÿçàíà ñ ïîèñêîì ëèíåéíûõ ôóíê-
öèîíàëîâ, çíàíèå êîòîðûõ ïîçâîëèò âîññòàíàâëèâàòü ôóíêöèþ èç
ôèêñèðîâàííîãî êëàññà íàèáîëåå òî÷íî. Ôîðìàëèçóåì ýòó çàäà÷ó.
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Ïóñòü X � ëèíåéíîå íîðìèðîâàííîå ïðîñòðàíñòâî. Èíôîðìà-
öèîííûì n-ïîïåðå÷íèêîì ìíîæåñòâà W ∈ X íàçîâåì âåëè÷èíó

in(W,X) := inf
Y⊃W

l1,...,ln∈Y ∗

inf
S : Mn→X

sup
f∈W
‖f − S(l1f, . . . , lnf)‖X , (2.17)

ãäå íèæíÿÿ ãðàíü áåðåòñÿ ïî âñåì ëèíåéíûì íîðìèðîâàííûì ïðî-
ñòðàíñòâàì Y , ñîäåðæàùèì W ; çäåñü M = R èëè C. Åñëè íèæíÿÿ
ãðàíü â (2.17) äîñòèãàåòñÿ íà íåêîòîðûõ ëèíåéíûõ ôóíêöèîíàëàõ,
òî ýòè ôóíêöèîíàëû áóäåì íàçûâàòü îïòèìàëüíûìè äëÿ ñîîòâåò-
ñòâóþùåãî èíôîðìàöèîííîãî n-ïîïåðå÷íèêà.

Åñëè X � ëèíåéíîå íîðìèðîâàííîå ïðîñòðàíñòâî ôóíêöèé,
îïðåäåëåííûõ íà íåêîòîðîì ìíîæåñòâå G è ñóùåñòâóåò Y ⊃ W
òàêîå, ÷òî äëÿ âñåõ t ∈ G, lf := f(t) ∈ Y ∗, òîãäà î÷åâèäíî, ÷òî

in(W,X) ≤ sn(W,X). (2.18)

Íà êëàññàõ àíàëèòè÷åñêèõ ôóíêöèé â íåêîòîðûõ ñëó÷àÿõ íåðàâåí-
ñòâî (2.18) îáðàùàåòñÿ â ðàâåíñòâî, íî ñóùåñòâóþò ïðèìåðû, êîãäà
íåðàâåíñòâî (2.18) ñòðîãîå. Ïîñòàâëåííàÿ çàäà÷à òåñíî ñâÿçàíà ñ
çàäà÷àìè î êîëìîãîðîâñêèõ, ëèíåéíûõ è ãåëüôàíäîâñêèõ n-ïîïå-
ðå÷íèêàõ. Â ÷àñòíîñòè, åñëè W � öåíòðàëüíî-ñèììåòðè÷íîå ìíî-
æåñòâî è 0 ∈ W , òî íåòðóäíî äîêàçàòü, ÷òî

dn(W,X) ≤ in(W,X) ≤ λn(W,X).

Îáîçíà÷èì ÷åðåç Hr,β
∞,R(T) ìíîæåñòâî 2π-ïåðèîäè÷åñêèõ âåùå-

ñòâåííîçíà÷íûõ ôóíêöèé, àíàëèòè÷åñêè ïðîäîëæàåìûõ â ïîëîñó
Sβ è óäîâëåòâîðÿþùèõ â íåé óñëîâèþ |f (r)(z)| ≤ 1 (ïðè r = 0 ñîîò-
âåòñòâóþùèé êëàññ áóäåì îáîçíà÷àòü ÷åðåç Hβ

∞,R(T)).
Ïîëîæèì

Φβ
n,0(z) =

√
λ sn

(
2nΛ

π
z, λ

)
,

ãäå λ = κ(2βn), è

Φβ
n,r := Dr ∗ Φn,0,

ãäå

(f ∗ g)(x) :=

∫
T
f(x− t)g(t) dt,

à Dr � ìîíîñïëàéí Áåðíóëëè

Dr(t) :=
1

π

∞∑
k=1

cos(kt− πr/2)

kr
, r = 1, 2, . . . .
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Ôóíêöèè Φβ
n,r ÿâëÿþòñÿ àíàëîãàìè õîðîøî èçâåñòíûõ èäåàëüíûõ

ñïëàéíîâ Ýéëåðà. Èìåþò ìåñòî ðàâåíñòâà

Φβ
n,r(t) =

π√
λΛnr

∞∑
s=0

sin((2s+ 1)nt− πr/2)

(2s+ 1)r sinh((2s+ 1)2nβ)
,

‖Φβ
n,r‖∞ =

π√
λΛnr

∞∑
s=0

(−1)s(r+1)

(2s+ 1)r sinh((2s+ 1)2nβ)
,

r = 0, 1, . . . .

Òåîðåìà 13. Äëÿ âñåõ r ≥ 0 è ïàðû (Hr,β
∞,R(T), L∞(T))

d2n = λ2n = d2n = i2n = d2n−1 = λ2n−1 = d2n−1 = i2n−1 = ‖Φβ
n,r‖∞.

Êðîìå òîãî, ïðè r = 0 è 1 ≤ q ≤ ∞ äëÿ ïàðû (Hβ
∞,R(T), Lq(T))

d2n = λ2n = d2n = i2n = s2n = ‖Φβ
n,0‖q

=


√
λ

(
2π

Λ
Jq(λ)

)1/q

, 1 ≤ q <∞,
√
λ, q =∞,

ãäå λ = κ(2βn), à

Jq(λ) :=

∫ 1

0

tq dt√
(1− t2)(1− λ2t2)

.

Äëÿ i2n−1(Hr,β
∞,R(T), L∞(T)) è i2n(Hr,β

∞,R(T), L∞(T)) êîýôôèöèåíòû

Ôóðüå

aj(f) :=
1

2π

∫ 2π

0

f(t) cos jt dt, j = 0, . . . , n− 1,

bj(f) :=
1

2π

∫ 2π

0

f(t) sin jt dt, j = 1, . . . , n− 1.

ÿâëÿþòñÿ îïòèìàëüíûìè ôóíêöèîíàëàìè. Âîññòàíîâëåíèå ïî

çíà÷åíèÿì â 2n ðàâíîîòñòîÿùèõ òî÷êàõ íà T ÿâëÿåòñÿ òàêæå

îïòèìàëüíûì äëÿ i2n(Hβ
∞,R(T), Lq(T)).

Èç ýòîé òåîðåìû è òåîðåìû 12 âûòåêàåò, ÷òî

i2n−1(Hβ
∞,R(T), L∞(T)) < s2n−1(Hβ

∞,R(T), L∞(T)).

Äðóãèìè ñëîâàìè, â íå÷åòíîì ñëó÷àå êîýôôèöèåíòû Ôóðüå áîëåå
èíôîðìàòèâíû, ÷åì çíà÷åíèÿ â òî÷êàõ. Äëÿ ÷åòíîãî ñëó÷àÿ îáà
òèïà èíôîðìàöèè îïòèìàëüíû.



ÐÀÇÄÅË 3

Àëãåáðàè÷åñêèå ìåòîäû èññëåäîâàíèÿ

äèôôåðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèé

3.1. Àëãåáðû ñèììåòðèé äèôôåðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèé è
èõ äåôîðìàöèè

Â ñâÿçè ñ ðàçðàáîòêîé êà÷åñòâåííîé òåîðèè óðàâíåíèé ìàòå-
ìàòè÷åñêîé ôèçèêè è ìåõàíèêè áûëè èçó÷åíû íåêîòîðûå àëãåá-
ðàè÷åñêèå ìåòîäû èññëåäîâàíèÿ ýòèõ óðàâíåíèé. Áûëè ðàññìîòðå-
íû ïàðàìåòðè÷åñêèå ïðîñòðàíñòâà, ýëåìåíòàìè êîòîðûõ ÿâëÿþòñÿ
êîíå÷íîìåðíûå àëãåáðû (ëèåâñêèå, ïðèíàäëåæàùèå ê áîëåå øèðî-
êîìó êëàññó àíòèêîììóòàòèâíûõ àëãåáð, à òàêæå àññîöèàòèâíûå
àëãåáðû). Êîíå÷íîìåðíûå àëãåáðû åñòåñòâåííî âîçíèêàþò ïðè èñ-
ñëåäîâàíèè óðàâíåíèé ìàòåìàòè÷åñêîé ôèçèêè è ìåõàíèêè êàê èí-
ôèíèòåçèìàëüíûå àëãåáðû ãðóïï Ëè ñèììåòðèè ýòèõ óðàâíåíèé, à
àíòèêîììóòàòèâíûå � êàê êàñàòåëüíûå àëãåáðû ê ñåìåéñòâàì áî-
ëåå îáùèõ ñèììåòðèé ýòèõ óðàâíåíèé. Òàê êàê îáû÷íî â ïðèëîæå-
íèÿõ èññëåäóåòñÿ íå îòäåëüíîå óðàâíåíèå, à öåëîå ñåìåéñòâî òàêèõ
óðàâíåíèé, çàâèñÿùåå îò îäíîãî èëè äàæå íåñêîëüêèõ ÷èñëîâûõ
ïàðàìåòðîâ (îòðàæàþùèõ êîíñòðóêöèîííûå îñîáåííîñòè èçäåëèé
èëè èñïîëüçóåìûõ äëÿ èõ îïèñàíèÿ ìàòåìàòè÷åñêèõ ìîäåëåé), òî
åñòåñòâåííûì îáðàçîì âîçíèêàåò çàäà÷à èññëåäîâàíèÿ çàâèñèìîñòè
õàðàêòåðèñòèê ðàññìàòðèâàåìûõ óðàâíåíèé ìàòåìàòè÷åñêîé ôèçè-
êè è ìåõàíèêè îò ýòèõ ïàðàìåòðîâ. Â ðåçóëüòàòå îäíèì èç íàïðàâ-
ëåíèé èññëåäîâàíèÿ â äàííîé ðàáîòå áûëî îïèñàíèå ëîêàëüíûõ äå-
ôîðìàöèé êîíå÷íîìåðíûõ àëãåáð (ëèåâñêèõ è áîëåå îáùèõ). Ýòîò
ïîäõîä ê äèôôåðåíöèàëüíûì óðàâíåíèÿì ïîçâîëÿåò êà÷åñòâåííî
îïèñàòü óðàâíåíèÿ, âîçíèêàþùèå â ìàòåìàòè÷åñêîé ôèçèêå ñ íî-
âîé, íåêëàññè÷åñêîé òî÷êè çðåíèÿ è ïðîÿñíèòü ñòðóêòóðó ðåøåíèé
ýòèõ óðàâíåíèé. Ïðè òàêîì ïîäõîäå ðåøåíèÿ äèôôåðåíöèàëüíûõ
óðàâíåíèé ðàçáèâàþòñÿ íà êëàññû, ÿâëÿþùèåñÿ îðáèòàìè ãðóïïû
ñèììåòðèé, à ñîîòâåòñòâóþùèå àëãåáðû ïîçâîëÿþò ïðîÿñíèòü èí-
ôèíèòåçèìàëüíóþ ñòðóêòóðó ïðîñòðàíñòâà ðåøåíèé. Ýòî ïîçâîëÿ-
åò áîëåå ýôôåêòèâíî ïðèìåíÿòü â äàëüíåéøåì ÷èñëåííûå ìåòî-
äû ðåøåíèÿ äèôôåðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèé, òàê êàê èíôîðìàöèÿ î
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ñòðóêòóðå ðåøåíèé äàåò âîçìîæíîñòü ñðåäè èçâåñòíûõ ÷èñëåííûõ
ìåòîäîâ âûáðàòü íàèáîëåå àäåêâàòíûé ðàññìàòðèâàåìîìó óðàâíå-
íèþ.

Â íàïðàâëåíèè èññëåäîâàíèÿ ïðîñòðàíñòâ êîíå÷íîìåðíûõ àë-
ãåáð è èõ äåôîðìàöèé áûëè ïîëó÷åíû ñëåäóþùèå ðåçóëüòàòû.

Áûëî ââåäåíî ïîíÿòèå ïðîñòðàíñòâà êîíå÷íîìåðíûõ àëãåáð
(íàä ïîëÿìè âåùåñòâåííûõ èëè êîìïëåêñíûõ ÷èñåë), ñíàáæåíî òî-
ïîëîãèåé è àëãåáðàè÷åñêîé ñòðóêòóðîé (òîïîëîãèåé Çàðèññêîãî).
Ðàññìîòðåí è ïðåäåëüíûé âàðèàíò ýòèõ ïðîñòðàíñòâ (ïðè óñëîâèè
ñòðåìëåíèÿ ðàçìåðíîñòè ðàññìàòðèâàåìûõ àëãåáð ê áåñêîíå÷íîñòè
òîïîëîãèÿ çäåñü ñòðîèòñÿ ñ ïîìîùüþ ïîíÿòèÿ ïðÿìîãî ïðåäåëà).
Íåïðåðûâíûå (ãëàäêèå, àíàëèòè÷åñêèå) êðèâûå â ýòîì ïðîñòðàí-
ñòâå ìîæíî ðàññìàòðèâàòü êàê äåôîðìàöèè ðàññìàòðèâàåìûõ àë-
ãåáð. Îáðàòíî, åñëè èìååòñÿ íåêîòîðîå ñåìåéñòâî êîíå÷íîìåðíûõ
àëãåáð (íàïðèìåð, ñåìåéñòâî àëãåáð ñèììåòðèé � êëàññè÷åñêèõ
èëè îáîáùåííûõ � äèôôåðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèé ìàòåìàòè÷åñêîé
ôèçèêè èëè ìåõàíèêè), òî ìû ìîæåì ñîïîñòàâèòü ýòîìó ñåìåéñòâó
êðèâóþ âî ââåäåííîì ïðîñòðàíñòâå àëãåáð. Â ðåçóëüòàòå îò çàäà-
÷è èññëåäîâàíèÿ çàâèñèìîñòè ñåìåéñòâà óðàâíåíèé îò ïàðàìåòðîâ
ïðèõîäèì ê çàäà÷å èññëåäîâàíèÿ êðèâûõ â íåêîòîðîì âïîëíå îïðå-
äåëåííîì óíèâåðñàëüíîì ïðîñòðàíñòâå àëãåáð (íå çàâèñÿùåì îò âû-
áîðà èñõîäíîãî ñåìåéñòâà óðàâíåíèé).

Íà ïðîñòðàíñòâå êîíå÷íîìåðíûõ àëãåáð áûëî ðàññìîòðåíî åñòå-
ñòâåííîå äåéñòâèå ëèíåéíîé ãðóïïû ïðåîáðàçîâàíèé (êîòîðîå îò-
ðàæàåò ïðîöåäóðó ïåðåõîäà ê íîâîìó áàçèñó â êîíå÷íîìåðíîé àë-
ãåáðå). Îðáèòû îòíîñèòåëüíî ýòîãî äåéñòâèÿ ñòàíäàðòíûì îáðà-
çîì îòîæäåñòâëÿþòñÿ ñ ìíîæåñòâàìè àëãåáð, ïîïàðíî èçîìîìîðô-
íûõ ìåæäó ñîáîé. Ñòàöèîíàðíûå ãðóïïû äëÿ êàæäîé òàêîé îð-
áèòû îòîæäåñòâëÿþòñÿ ñ ãðóïïàìè àâòîìîðôèçìîâ ñîîòâåòñòâóþ-
ùèõ àëãåáð (ýòè ãðóïïû ïðåäñòàâëÿþò ñîáîé î÷åíü èíòåðåñíûé,
íî ïîêà åùå ìàëî èçó÷åííûé èíâàðèàíò ñåìåéñòâ äèôôåðåíöèàëü-
íûõ óðàâíåíèé). Ôàêòîð-ïðîñòðàíñòâî (ïîíèìàåìîå â ñìûñëå àë-
ãåáðàè÷åñêîé ãåîìåòðèè, à íå â îáû÷íîì òîïîëîãè÷åñêîì ñìûñëå)
ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé ïðîñòðàíñòâî êîíå÷íîìåðíûõ àëãåáð, ðàññìàò-
ðèâàåìûõ ñ òî÷íîñòüþ äî èçîìîðôèçìà, â êîòîðîì îáùèå òî÷êè
ÿâëÿþòñÿ íåîñîáûìè, íî åñòü è òàêèå òî÷êè, â êîòîðûõ ñòðóêòóðà
ôàêòîð-ïðîñòðàíñòâà óñòðîåíà äîñòàòî÷íî ñëîæíî (èìåííî òàêèå
òî÷êè ïîä÷àñ çàñëóæèâàþò îñîáîãî âíèìàíèÿ, òàê êàê èìåííî èì
ñîîòâåòñòâóþò òå çíà÷åíèÿ ïàðàìåòðîâ, êîòîðûå ìîæíî ðàññìàò-
ðèâàòü êàê êðèòè÷åñêèå äëÿ ðàññìàòðèâàåìîãî ñåìåéñòâà äèôôå-
ðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèé). Èçó÷åíèå ýòîãî ôàêòîð-ïðîñòðàíñòâà è
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ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé îäíó èç îñíîâíûõ çàäà÷ â ïðèìåíåíèè àëãåáðà-
è÷åñêèõ ìåòîäîâ ê êà÷åñòâåííîìó èññëåäîâàíèþ äèôôåðåíöèàëü-
íûõ óðàâíåíèé ìàòåìàòè÷åñêîé ôèçèêè è ìåõàíèêè. Ðåçóëüòàòû
òàêîãî îïèñàíèÿ îòêðûâàþò âîçìîæíîñòè êëàññèôèêàöèè îòäåëü-
íûõ òèïîâ äèôôåðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèé ïî ñòåïåíè èõ ñèììåò-
ðè÷íîñòè,ïî òèïàì è õàðàêòåðèñòèêàì âîçíèêàþùèõ ïðè ýòîì àë-
ãåáð, ÷òî äàåò âîçìîæíîñòü ðàññìàòðèâàòü ýòè óðàâíåíèÿ ñ íîâîé,
âåñüìà ïðîäóêòèâíîé òî÷êè çðåíèÿ. Â ÷àñòíîñòè, òàêîé ïîäõîä ïî-
ÿñíÿåò ñòðóêòóðó ïðîñòðàíñòâ ðåøåíèé íåëèíåéíûõ äèôôåðåíöè-
àëüíûé óðàâíåíèé, èçó÷åíèå êîòîðîé, â îòëè÷èå îò ëèíåéíûé óðàâ-
íåíèé (ãäå ïðîñòðàíñòâî ðåøåíèé � ýòî ïðîñòî íåêîòîðîå âåêòîð-
íîå ïðîñòðàíñòâî) ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé î÷åíü ñëîæíóþ äàæå äëÿ
ñîâðåìåííîé òåîðèè óðàâíåíèé ìàòåìàòè÷åñêîé ôèçèêè çàäà÷ó.

Áûëî ââåäåíî ïîíÿòèå âûðîæäåíèÿ êîíå÷íîìåðíîé àëãåáðû, åãî
ìîæíî ðàññìàòðèâàòü êàê îáîáùåíèå ïîíÿòèÿ ñæàòèÿ (êîíòðàê-
öèè) àëãåáð (àññîöèàòèâíûõ, êîñîêîììóòàòèâíûõ, ëèåâñêèõ è äð.),
êîòîðîå óæå íåñêîëüêî äåñÿòèëåòèé íàõîäèò øèðîêîå ïðèìåíåíèå
â ñîâðåìåííîé ôèçèêå è ìåõàíèêå. Ââåäåíî è ïîíÿòèå ïðåäåëüíî-
ãî ñæàòèÿ. Ñæàòèå àëãåáð ïîçâîëÿåò îïèñûâàòü ïîâåäåíèå ñèñòåì
ìàòåìàòè÷åñêîé ôèçèêè èëè ìåõàíèêè ïðè ïðèáëèæåíèè íåêîòî-
ðîãî âûäåëåííîãî ïàðàìåòðà ê çàäàííîìó (êðèòè÷åñêîìó) çíà÷å-
íèþ. Êðèòè÷åñêèå æå çíà÷åíèÿ � ýòî îäèí èç êëþ÷åé ê ïîíèìàíèþ
ñòðóêòóðû ñèñòåìû. èáî èõ ìîæíî ðàññìàòðèâàòü êàê ìåðó, çà êî-
òîðîé êîëè÷åñòâåííûå èçìåíåíèÿ ïàðàìåòðà ïðèâîäÿò ê êà÷åñòâåí-
íîé ïåðåñòðîéêå ïîâåäåíèÿ ñèñòåìû â öåëîì. Ïîíÿòèå âûðîæäåíèÿ
ïîçâîëÿåò óïðîñòèòü èçó÷åíèå ñæàòèé, òàê êàê òóò ïðîèçâîäèòñÿ
ðàññìîòðåíèå ñ òî÷íîñòüþ äî ñòàáèëüíîãî èçîìîðôèçìà àëãåáð, ÷òî
ïîçâîëÿåò èñêëþ÷èòü èç ðàññìîòðåíèÿ ìåíåå ñóùåñòâåííûå äåòàëè
è ïîëó÷èòü áîëåå ÿñíûå ôîðìóëèðîâêè óòâåðæäåíèé. Ñòàáèëüíûé
èçîìîðôèçì - ýòî èçîìîðôèçì àëãåáð, ðàññìàòðèâàåìûõ ñ òî÷íî-
ñòüþ äî ïðèáàâëåíèÿ íåêîòîðîãî ïðÿìîãî ñëàãàåìîãî, ÿâëÿþùåãîñÿ
êîíå÷íîìåðíîé àëãåáðîé ñ òðèâèàëüíûì óìíîæåíèåì. Ïîíÿòèå ñòà-
áèëüíîé ýêâèâàëåíòíîñòè ñâÿçàíî, âîçìîæíî, ñ ïîíÿòèåì ñêðûòûõ
ïåðåìåííûõ è çàñëóæèâàåò ñïåöèàëüíîãî èçó÷åíèÿ â òåîðèè äèô-
ôåðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèé.

Áûëî ââåäåíî ïîíÿòèå óðîâíÿ êîíå÷íîìåðíîé àëãåáðû, ýòî îäèí
èç èíâàðèàíòîâ êîíå÷íîìåðíîé àëãåáðû, ðàññìàòðèâàåìîé êàê ýëå-
ìåíò ïðîñòðàíñòâà êîíå÷íîìåðíûõ àëãåáð çàäàííîãî òèïà. Ýòà âå-
ëè÷èíà ïîêàçûâàåò ñòåïåíü ñëîæíîñòè îïåðàöèè â ðàññìàòðèâàå-
ìîé àëãåáðå. Íàèáîëåå ïðîñòûìè ñ ýòîé òî÷êè çðåíèÿ ÿâëÿþòñÿ
êîììóòàòèâíûå èëè ïðîñòî íóëåâûå àëãåáðû (àëãåáðû ñ òðèâèàëü-
íûì óìíîæåíèåì), äëÿ íèõ àëãåáðà ñèììåòðèé äèôôåðåíöèàëüíûõ
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óðàâíåíèé ôàêòè÷åñêè ðàñïàäàåòñÿ íà îòäåëüíûå ñèììåòðèè, ïðàê-
òè÷åñêè íè÷åì íå ñâÿçàííûå ìåæäó ñîáîé. Óðîâåíü òàêèõ àëãåáð
ðàâåí 0. Áûëè â ÿâíîì âèäå îïèñàíû àëãåáðû ñëåäóþùåãî � ïåðâî-
ãî � óðîâíÿ. Âñå îíè ñòàáèëüíî ýêâèâàëåíòíû (â ëèåâñêîì ñëó÷àå)
îäíîé åäèíñòâåííîé àëãåáðå � òðåõìåðíîé íèëüïîòåíòíîé àëãåáðå,
ñîñòàâëåííîé èç âñåõ âåùåñòâåííûõ íèëüïîòåíòíûõ ìàòðèö òðåòüå-
ãî ïîðÿäêà (ýòî - åäèíñòâåííàÿ íåàáåëåâà íèëüïîòåíòíàÿ àëãåáðà
Ëè ðàçìåðíîñòè 3). Ýòè àëãåáðû ìîæíî ðàññìàòðèâàòü êàê ðåçóëü-
òàò ïðåäåëüíîãî ïåðåõîäà â ïðîèçâîëüíîé àëãåáðå (êðîìå èìåþùèõ
óðîâåíü 0). Ñîîòâåòñòâóþùèå óðàâíåíèÿ ìàòåìàòè÷åñêîé ôèçèêè
ìîæíî ïîýòîìó ðàññìàòðèâàòü êàê ïðåäåëüíûå äëÿ áîëåå îáùèõ
óðàâíåíèé. Ýòî ïîçâîëÿåò âûäåëÿòü ñðåäè âñåâîçìîæíûõ óðàâíå-
íèé (ïðè÷åì äîñòàòî÷íî íåòðèâèàëüíûõ) òå, ê êîòîðûì ïðåäåëü-
íûì ïåðåõîäîì ñâîäÿòñÿ âñå îñòàëüíûå

Äëÿ àëãåáð Ëè áûëà äîêàçàíà òåîðåìà î ñòàáèëèçàöèè, êîòî-
ðàÿ ïîêàçûâàåò, ÷òî ðàññìîòðåíèÿ êîíå÷íîìåðíûõ àëãåáð ñ òî÷íî-
ñòüþ äî ñòàáèëüíîãî èçîìîðôèçìà íà ñàìîì äåëå ñâîäèòñÿ ïðîñòî ê
äîáàâëåíèþ íåêîòîðîãî êîíå÷íîìåðíîãî ïðÿìîãî ñëàãàåìîãî îãðà-
íè÷åííîé ñâåðõó ðàçìåðíîñòè ñ òðèâèàëüíûì óìíîæåíèåì. Ýòîò
ðåçóëüòàò ïîçâîëÿåò èñïîëüçîâàòü êîíå÷íîìåðíûå ìåòîäû, òîãäà
êàê â ñèëó ñàìîãî ñâîåãî îïðåäåëåíèÿ ñòàáèëüíûé èçîìîðôèçì êàê
áû ïîäðàçóìåâàë ïåðåõîä ê ïðåäåëó è èñïîëüçîâàíèå áåñêîíå÷íî-
ìåðíûõ îáúåêòîâ. Áûëà ïîëó÷åíà è êîëè÷åñòâåííàÿ ôîðìóëèðîâêà
òåîðåìû î ñòàáèëèçàöèè (óêàçàíà òî÷íàÿ âåðõíÿÿ ãðàíèöà ðàçìåð-
íîñòè òðèâèàëüíûõ ïðÿìûõ ñëàãàåìûõ, êîòîðûå íåîáõîäèìû äëÿ
âûïîëíåíèÿ óñëîâèÿ ñòàáèëèçàöèè), êîòîðàÿ ïîçâîëèëà ïðîâîäèòü
âñå êîíêðåòíûå âû÷èñëåíèÿ ñ àëãåáðàìè (âû÷èñëåíèÿ óðîâíÿ è äð.)
âïîëíå êîíñòðóêòèâíî.

Äëÿ ðàçëè÷íûõ êëàññîâ àëãåáð áûëî ïðîâåäåíî èññëåäîâàíèå
ïîíÿòèÿ óðîâíÿ. Áûëè ïîëó÷åíû îöåíêè (â òîì ÷èñëå è òî÷íûå)
ñâåðõó è ñíèçó äëÿ óðîâíÿ ðàçðåøèìûõ àëãåáð íåêîòîðûõ êëàññîâ
(2-íèëüïîòåíòíûõ àëãåáð, à òàêæå èìåþùèõ àáåëåâ èäåàë êîðàç-
ìåðíîñòè 1 è íåêîòîðûõ äðóãèõ). Áûëè äàíû îöåíêè è äëÿ óðîâ-
íÿ ïîëóïðîñòûõ àëãåáð Ëè, ïðè÷åì îêàçàëîñü, ÷òî ïîëóïðîñòûå
àëãåáðû óñòðîåíû äîñòàòî÷íî ñëîæíî (ò.å. èõ óðîâåíü äîñòàòî÷-
íî âåëèê). Áûëè êëàññèôèöèðîâàíû àëãåáðû ïåðâûõ òðåõ óðîâíåé
ñëîæíîñòè. Îêàçàëîñü, ÷òî òàêîé óðîâåíü èìåþò òîëüêî ðàçðåøè-
ìûå àëãåáðû Ëè è òîëüêî îäíà íåëèåâñêàÿ êîíå÷íîìåðíàÿ êîñîêîì-
ìóòàòèâíàÿ àëãåáðà � ÷åòûðåõìåðíàÿ àëãåáðà Ìàëüöåâà. Äëÿ âñåõ
ôèãóðèðóþùèõ â ýòîé êëàññèôèêàöèè àëãåáð óêàçàíû âñå âîçìîæ-
íûå âûðîæäåíèÿ èõ äðóã â äðóãà (îáðàçóþùèå ñâîåîáðàçíîå äåðå-
âî âûðîæäåíèé, íàïîìèíàþùåå ïî ñâîåìó ñòðîåíèþ äèàãðàììó èç
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òåîðèè ñòðóêòóð). Ïðè ýòîì êëàññèôèêàöèÿ ñòðîèëàñü ñ òî÷íîñòüþ
äî ñòàáèëüíîé ýêâèâàëåíòíîñòè àëãåáð, ÷òî ïîçâîëèëî ïîëó÷èòü ðå-
çóëüòàòû â äîñòàòî÷íî îáîçðèìîé ôîðìå.

Ïîëó÷åííûå ðåçóëüòàòû ïîçâîëÿþò ïðè êà÷åñòâåííîì èññëåäî-
âàíèè óðàâíåíèé ìàòåìàòè÷åñêîé ôèçèêè è ìåõàíèêè èñïîëüçîâàòü
ñîâðåìåííûå àëãåáðàè÷åñêèå ìåòîäû, îñíîâàííûå íà ïîíÿòèè ïðî-
ñòðàíñòâà êîíå÷íîìåðíûõ àëãåáð è èõ äåôîðìàöèé. Äëÿ ýòîãî áûëè
ðàçðàáîòàíû ìåòîäû âû÷èñëåíèÿ íåêîòîðûõ õàðàêòåðèñòèê àëãåáð
(óðîâíè ðàçíîãî ðîäà, îò êîíå÷íîìåðíûõ äî ñòàáèëüíûõ), êîòîðûå
ïîçâîëÿþò ýôôåêòèâíî ïðîàíàëèçèðîâàòü ñòðóêòóðû ñëîæíûõ ñè-
ñòåì óðàâíåíèé. Êðîìå òîãî, áûëà ïîëó÷åíû êëàññèôèêàöèÿ àëãåáð
ìàëîãî óðîâíÿ, ÷òî ìîæåò ðàññìàòðèâàòü êàê ïåðâûé øàã â ñè-
ñòåìàòè÷åñêîì íîâîì ïîäõîäå ê îïèñàíèþ ñèñòåì ìàòåìàòè÷åñêîé
ôèçèêè è ìåõàíèêè.

3.2. Àëãåáðû àíàëèçà è ïðèìåíåíèå ãîìîëîãè÷åñêèõ
ìåòîäîâ

Ïðîâîäèëèñü òàêæå èññëåäîâàíèÿ â îáëàñòè �àëãåáð àíàëèçà�
(â îñíîâíîì � áåñêîíå÷íîìåðíûõ, áàíàõîâûõ è òîïîëîãè÷åñêèõ).
Òàêèå àëãåáðû åñòåñòâåííûì îáðàçîì âîçíèêàþò ïðè èçó÷åíèè ñà-
ìûõ ðàçëè÷íûõ óðàâíåíèé ìàòåìàòè÷åñêîé ôèçèêè è ìåõàíèêè.
Íàïðèìåð, çíà÷èòåëüíóþ ðîëü èãðàþò àëãåáðàè÷åñêèå ìåòîäû ïðè
èññëåäîâàíèè óðàâíåíèé êâàíòîâîé ìåõàíèêè. Â ÷àñòíîñòè, áûëè
èçó÷åíû ñâîéñòâà àëãåáð ñ òî÷êè çðåíèÿ ãîìîëîãè÷åñêîé àëãåáðû.
Ïîëó÷åíû íîâûå ðåçóëüòàòû î âàæíûõ ãîìîëîãè÷åñêèõ õàðàêòåðè-
ñòèêàõ òîïîëîãè÷åñêèõ àëãåáð. Èçó÷àëèñü êàê òðàäèöèîííûå ãîìî-
ëîãè÷åñêèå õàðàêòåðèñòèêè îïåðàòîðíûõ è äðóãèõ áàíàõîâûõ è ïî-
ëèíîðìèðîâàííûõ àëãåáð � èõ ãëîáàëüíàÿ ðàçìåðíîñòü è ãîìîëî-
ãè÷åñêàÿ áèðàçìåðíîñòü, òàê è íîâûå õàðàêòåðèñòèêè ýòèõ àëãåáð.
Ñðåäè íîâûõ õàðàêòåðèñòèê îòìåòèì ïðîñòðàíñòâåííóþ ãîìîëîãè-
÷åñêóþ ðàçìåðíîñòü îïåðàòîðíûõ àëãåáð è ñëàáûå ãîìîëîãè÷åñêèå
ðàçìåðíîñòè áàíàõîâûõ àëãåáð è ìîäóëåé íàä íèìè. Óñòàíîâëåíû
íåêîòîðûå îáùèå çàêîíîìåðíîñòè, êîòîðûì ïîä÷èíÿþòñÿ òðàäèöè-
îííûå è íîâûå ãîìîëîãè÷åñêèå õàðàêòåðèñòèêè. Â ÷àñòíîñòè, ãëó-
áîêî ðàçðàáîòàí âîïðîñ î òàê íàçûâàåìîé �ôîðìóëå àääèòèâíîñòè�
äëÿ ãîìîëîãè÷åñêèõ ðàçìåðíîñòåé � ñïåöèôè÷åñêîì ñâîéñòâå áà-
íàõîâûõ àëãåáð, íå èìåþùåì àíàëîãîâ â ÷èñòîé àëãåáðå. Ãîìîëîãè-
÷åñêèå õàðàêòåðèñòèêè âû÷èñëÿëèñü è îöåíèâàëèñü äëÿ ðÿäà îïå-
ðàòîðíûõ, ñâåðòî÷íûõ è ôóíêöèîíàëüíûõ àëãåáð. Èçó÷àëàñü ñâÿçü
ãîìîëîãè÷åñêèõ ñâîéñòâ áàíàõîâûõ è òîïîëîãè÷åñêèõ àëãåáð ñ èõ
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êëàññè÷åñêèìè ñâîéñòâàìè. Ïîëó÷åíû âàæíûå ïðèëîæåíèÿ ê ãðóï-
ïàì êîãîìîëîãèé è ê òåîðèè ðàñøèðåíèé áàíàõîâûõ àëãåáð. Ýòè
ðåçóëüòàòû ìîãóò áûòü èñïîëüçîâàíû ïðè èçó÷åíèè ñòðîåíèÿ ïðî-
ñòðàíñòâ ðåøåíèé âåñüìà îáùèõ óðàâíåíèé ìàòåìàòè÷åñêîé ôèçè-
êè è ìåõàíèêè.

Çàìåòèì, ÷òî ãîìîëîãè÷åñêèå õàðàêòåðèñòèêè àëãåáð àíàëèçà
èçó÷àëèñü â ðàìêàõ ïîäõîäà, êîòîðûé, íà íàø âçãëÿä, øèðå, ÷åì
ýòî ïðèíÿòî â áîëüøèíñòâå èññëåäîâàíèé, ïðîâîäèìûõ íà Çàïàäå.
Åñëè â ýòèõ èññëåäîâàíèÿõ îñíîâíûì ïðåäìåòîì èçó÷åíèÿ ÿâëÿþò-
ñÿ òðàäèöèîííûå èíâàðèàíòû � ãðóïïû ãîìîëîãèé è êîãîìîëîãèé,
èçó÷àåìûå ñïåöèôè÷åñêèìè äëÿ íèõ ìåòîäàìè, òî â ðàìêàõ íàøåãî
ïîäõîäà ýòè èíâàðèàíòû � à ñ íèìè è öåëûé ðÿä äðóãèõ, ÷àñòî íå
ìåíåå âàæíûõ � èçó÷àþòñÿ ñ åäèíûõ ïîçèöèé ïðîèçâîäíîãî ôóíê-
òîðà. Ïðè ýòîì íà ïåðåäíèé ïëàí âûõîäÿò òàêèå ôóíäàìåíòàëü-
íûå ïîíÿòèÿ, êàê ïðîåêòèâíîñòü, èíúåêòèâíîñòü è ïëîñêîñòü. Ýòî
ïîçâîëèëî ïîëó÷èòü íîâûå ïðèëîæåíèÿ ê òåîðèè òîïîëîãè÷åñêèõ
àëãåáð è ê ãåîìåòðèè áàíàõîâûõ ïðîñòðàíñòâ.

Â èçó÷åíèè ãîìîëîãè÷åñêèõ ñâîéñòâ áàíàõîâûõ è òîïîëîãè÷å-
ñêèõ àëãåáð ìíîãî âíèìàíèÿ áûëî óäåëåíî èññëåäîâàíèþ ïðîåê-
òèâíûõ áàíàõîâûõ ìîäóëåé è ìîäóëåé Ôðåøå. Èçó÷àëîñü òàêæå
ñòðîåíèå ïîëóïåðâè÷íûõ àëãåáð Ôðåøå, îáëàäàþùèõ ñâîéñòâîì àï-
ïðîêñèìàöèè è èìåþùèõ íóëåâóþ ãëîáàëüíóþ ðàçìåðíîñòü. Äîêà-
çàíî, ÷òî òàêàÿ àëãåáðà ìîæåò áûòü ïðåäñòàâëåíà êàê ïîïîëíåíèå
ïðÿìîé ñóììû òîïîëîãè÷åñêîãî ðàäèêàëà ýòîé àëãåáðû è íåêîòî-
ðîãî ñåìåéñòâà ïîëíûõ ìàòðè÷íûõ àëãåáð. Êðîìå òîãî, äîêàçàíî,
÷òî îáîëî÷êà Àðåíñà�Ìàéêëà òàêîé àëãåáðû òîïîëîãè÷åñêè èçî-
ìîðôíà äåêàðòîâó ïðîèçâåäåíèþ òåõ æå ñàìûõ ïîëíûõ ìàòðè÷íûõ
àëãåáð. Â êà÷åñòâå ïðèëîæåíèÿ ïîëó÷åíî ïîëíîå îïèñàíèå ìåòðè-
çóåìûõ àëãåáð Àðåíñà�Ìàéêëà, êîòîðûå ïîëóïåðâè÷íû, îáëàäàþò
ñâîéñòâîì àïïðîêñèìàöèè è èìåþò íóëåâóþ ãëîáàëüíóþ ðàçìåð-
íîñòü. Êðîìå òîãî, íà÷àòî èçó÷åíèå ñòðîåíèÿ ïðîèçâîëüíûõ àëãåáð
Àðåíñà�Ìàéêëà ñ òðèâèàëüíûìè êîãîìîëîãèÿìè, à òàêæå ïîëó÷è-
ëà ðàçâèòèå òåîðèÿ áèïðîåêòèâíûõ òîïîëîãè÷åñêèõ àëãåáð. Â ÷àñò-
íîñòè, ïîñòðîåí ðÿä ïðèìåðîâ è èçó÷åíû ãðóïïû êîãîìîëîãèé ýòèõ
àëãåáð. Òàêæå ðàçðàáîòàí âîïðîñ î ñòðîåíèè òîïîëîãè÷åñêè ïîëó-
ïðîñòûõ áèïðîåêòèâíûõ àëãåáð Ôðåøå. Â ÷àñòíîñòè, ïîëó÷åíî îïè-
ñàíèå âñåõ òîïîëîãè÷åñêè ïðîñòûõ áèïðîåêòèâíûõ àëãåáð Ôðåøå,
îáëàäàþùèõ ñâîéñòâîì àïïðîêñèìàöèè.

Äëÿ øèðîêîãî êëàññà áèïðîåêòèâíûõ áàíàõîâûõ àëãåáð âû÷èñ-
ëåíû èõ îñíîâíûå ãîìîëîãè÷åñêèå õàðàêòåðèñòèêè � ãëîáàëüíàÿ
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ðàçìåðíîñòü è ãîìîëîãè÷åñêàÿ áèðàçìåðíîñòü. Äëÿ ýòîãî ïðåäâà-
ðèòåëüíî ðàçâèòà ñòðóêòóðíàÿ òåîðèÿ íåïîëóïðîñòûõ áèïðîåêòèâ-
íûõ áàíàõîâûõ àëãåáð. Ïîëó÷åíû îöåíêè ãëîáàëüíîé ðàçìåðíîñòè
â íåêîòîðûõ êëàññàõ ðàäèêàëüíûõ è C∗-àëãåáð. Äîêàçàíà áåñêî-
íå÷íîñòü ãëîáàëüíîé ðàçìåðíîñòè âàæíûõ â ãàðìîíè÷åñêîì àíà-
ëèçå àëãåáð áåðëèíãîâñêîãî òèïà ñ óñëîâèÿìè íà âåñà. Âû÷èñëÿ-
ëèñü ãîìîëîãè÷åñêèå ðàçìåðíîñòè òåíçîðíûõ ïðîèçâåäåíèé áàíà-
õîâûõ àëãåáð. Äëÿ ýòèõ ðàçìåðíîñòåé äîêàçàíû �ôîðìóëû àääè-
òèâíîñòè"ïðè óñëîâèè, ÷òî ïåðâàÿ àëãåáðà òåíçîðíîãî ïðîèçâåäå-
íèÿ ïðîèçâîëüíà, à âòîðàÿ ïðèíàäëåæèò ê íåêîòîðîìó øèðîêîìó
êëàññó áàíàõîâûõ àëãåáð.

Òàêæå ðåøàëñÿ âîïðîñ èç ãîìîëîãè÷åñêîé òåîðèè áàíàõîâûõ àë-
ãåáð î òîì, êàê ñâÿçàíû ãîìîëîãè÷åñêàÿ ðàçìåðíîñòü ïðîèçâîëüíî-
ãî áàíàõîâà ìîäóëÿ è ãîìîëîãè÷åñêàÿ ðàçìåðíîñòü åãî ñóùåñòâåí-
íîãî ïîäìîäóëÿ. Ïîêàçàíî, ÷òî ïðè îïðåäåëåííûõ óñëîâèÿõ ýòîò âî-
ïðîñ ñâÿçàí ñ âîïðîñîì î íàëè÷èè èëè îòñóòñòâèè (â íåêîòîðîì óñè-
ëåííîì ñìûñëå) ó ñóùåñòâåííîãî ïîäìîäóëÿ áàíàõîâà äîïîëíåíèÿ.
Â êà÷åñòâå ñëåäñòâèÿ óäàëîñü ïîëó÷èòü îöåíêó ñíèçó ÷èñëîì 3 äëÿ
ãëîáàëüíîé ðàçìåðíîñòè âñåõ êîììóòàòèâíûõ C∗-àëãåáð, ñïåêòð êî-
òîðûõ íå ÿâëÿåòñÿ ïàðàêîìïàêòíûì èëè ïñåâäîêîìïàêòíûì, è ïî-
ëó÷èòü âàæíûå ïðèëîæåíèÿ ê ãðóïïàì èõ êîãîìîëîãèé.

Ïîëó÷åíà òàêæå âàæíàÿ îöåíêà ãëîáàëüíîé ðàçìåðíîñòè òåõ
êîììóòàòèâíûõ áàíàõîâûõ àëãåáð, ðàäèêàëû êîòîðûõ îáëàäàþò
ñïåöèàëüíûìè ñâîéñòâàìè. Âûäåëåí ÷àñòíûé ñëó÷àé � ðàäèêàë
åñòü âåñîâàÿ ñâåðòî÷íàÿ àëãåáðà íà ïîëóïðÿìîé. Â êà÷åñòâå ïðè-
ëîæåíèÿ äîêàçàíà íåòðèâèàëüíîñòü â ýòîì ñëó÷àå äâóìåðíûõ êîãî-
ìîëîãèé è ñóùåñòâîâàíèå íåðàñùåïèìûõ ñèíãóëÿðíûõ ðàñøèðåíèé
áàíàõîâîé àëãåáðû.

Êðîìå òîãî, âû÷èñëÿëèñü ãðóïïû êîãîìîëîãèé íåêîòîðûõ âàæ-
íûõ êëàññîâ òîïîëîãè÷åñêèõ àëãåáð, â òîì ÷èñëå áèïðîåêòèâíûõ
è áèïëîñêèõ áàíàõîâûõ àëãåáð. Â ÷àñòíîñòè, â êëàññå áèïðîåêòèâ-
íûõ àëãåáð ýòè ãðóïïû âû÷èñëåíû äëÿ ïðîèçâîëüíûõ êîýôôèöè-
åíòîâ. Îïèñàíèå äàíî â òåðìèíàõ äâîéíûõ ìóëüòèïëèêàòîðîâ è
êâàçèìóëüòèïëèêàòîðîâ äàííîãî áèìîäóëÿ êîýôôèöèåíòîâ. Îñîáîå
âíèìàíèå óäåëåíî �ìîäåëüíîìó"ïðèìåðó áèïðîåêòèâíîé áàíàõîâîé
àëãåáðû � òåíçîðíîé àëãåáðå, ïîðîæäåííîé äóàëüíîé ïàðîé áàíà-
õîâûõ ïðîñòðàíñòâ. Êðîìå òîãî, ïîëó÷åíû õàðàêòåðèçàöèè â êîãî-
ìîëîãè÷åñêèõ òåðìèíàõ êëàññà áèïðîåêòèâíûõ áàíàõîâûõ àëãåáð.
Íàïðèìåð, äîêàçàíî, ÷òî áàíàõîâà àëãåáðà ÿâëÿåòñÿ áèïðîåêòèâíîé
òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà åå îäíîìåðíûå êîãîìîëîãèè ñ êîýôôè-
öèåíòàìè â áèìîäóëÿõ äâîéíûõ ìóëüòèïëèêàòîðîâ òðèâèàëüíû. Â
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êëàññå áèïëîñêèõ áàíàõîâûõ àëãåáð ãðóïïû êîãîìîëîãèé Õîõøèëü-
äà òî÷íî îïèñàíû äëÿ êîýôôèöèåíòîâ â äóàëüíûõ áèìîäóëÿõ. Ðàñ-
ñìîòðåí ñïåöèàëüíûé ñëó÷àé � áèìîäóëè ëåâûõ (ïðàâûõ, äâîéíûõ
è êâàçè-) ìóëüòèïëèêàòîðîâ. Ýòî ïîòðåáîâàëî èíòåíñèâíîãî ðàçâè-
òèÿ òåîðèè ìóëüòèïëèêàòîðîâ áàíàõîâûõ áèìîäóëåé. Òàêæå ïîëó-
÷åíû õàðàêòåðèçàöèè ñâîéñòâ áèïëîñêîñòè è àìåíàáåëüíîñòè áàíà-
õîâûõ àëãåáð â òåðìèíàõ èõ ãðóïï êîãîìîëîãèé ñ êîýôôèöèåíòàìè
â ïðîñòðàíñòâàõ ìóëüòèïëèêàòîðîâ.

Èçó÷àëèñü íåêîòîðûå ñâîéñòâà áèïëîñêèõ áàíàõîâûõ àëãåáð, à
òàêæå ïîëó÷åíà êëàññèôèêàöèÿ áèïëîñêèõ áàíàõîâûõ àëãåáð â òåð-
ìèíàõ îäíîé èç íàèáîëåå âàæíûõ ÷èñëîâûõ ãîìîëîãè÷åñêèõ õàðàê-
òåðèñòèê áàíàõîâûõ àëãåáð � ñëàáîé ãîìîëîãè÷åñêîé áèðàçìåðíî-
ñòè. Äîêàçàíî, ÷òî ýòà õàðàêòåðèñòèêà ìîæåò ïðèíèìàòü â êëàññå
áèïëîñêèõ áàíàõîâûõ àëãåáð òîëüêî òðè çíà÷åíèÿ: 0, 1 èëè 2. Ïîêà-
çàíî, ÷òî îòâåò íà âîïðîñ, êàêîå êîíêðåòíî çíà÷åíèå ïðèíèìàåòñÿ
ñëàáîé áèðàçìåðíîñòüþ äàííîé áèïëîñêîé àëãåáðû, çàâèñèò îò íà-
ëè÷èÿ â íåé îäíîñòîðîííèõ è äâóñòîðîííèõ îãðàíè÷åííûõ àïïðîê-
ñèìàòèâíûõ åäèíèö.

Íà÷àòà ðàáîòà ïî èçó÷åíèþ äðóãèõ �ñëàáûõ� ãîìîëîãè÷åñêèõ
õàðàêòåðèñòèê áàíàõîâûõ àëãåáð (ñëàáîé ãîìîëîãè÷åñêîé ðàçìåð-
íîñòè áàíàõîâà ìîäóëÿ, ñëàáîé ãëîáàëüíîé ðàçìåðíîñòè áàíàõîâîé
àëãåáðû). Ïðè îïðåäåëåííûõ óñëîâèÿõ äëÿ íèõ äîêàçàíû �ôîðìó-
ëû àääèòèâíîñòè�. Êðîìå òîãî, ïîëó÷åíû îöåíêè ñëàáîé ãëîáàëü-
íîé ðàçìåðíîñòè áàíàõîâûõ àëãåáð â íåêîòîðûõ êëàññàõ àëãåáð.
Â ÷àñòíîñòè, ýòà õàðàêòåðèñòèêà òî÷íî âû÷èñëåíà äëÿ âñåõ áèï-
ëîñêèõ áàíàõîâûõ àëãåáð è äëÿ àëãåáð ÿäåðíûõ îïåðàòîðîâ, äåé-
ñòâóþùèõ â ïðîèçâîëüíûõ áàíàõîâûõ ïðîñòðàíñòâàõ. Ïîëó÷åí íî-
âûé (áîëåå óäîáíûé) êðèòåðèé äëÿ ñâîéñòâà áàíàõîâà ìîäóëÿ áûòü
ïëîñêèì.

Âïåðâûå ïîñòðîåí ïðèìåð ïîëóïðîñòîé áàíàõîâîé àëãåáðû ñëà-
áîé ãîìîëîãè÷åñêîé áèðàçìåðíîñòè îäèí. Ýòîò ïðèìåð åñòü àëãåá-
ðà êîìïàêòíûõ îïåðàòîðîâ íà ïðîåêòèâíîì òåíçîðíîì ïðîèçâåäå-
íèè ãèëüáåðòîâûõ ïðîñòðàíñòâ. Ýòà àëãåáðà îáëàäàåò òàêæå åùå
ðÿäîì èíòåðåñíûõ ñâîéñòâ: îíà ÿâëÿåòñÿ òîïîëîãè÷åñêè ïðîñòîé
áèïëîñêîé íåàìåíàáåëüíîé áàíàõîâîé àëãåáðîé, îáëàäàþùåé ëåâîé
îãðàíè÷åííîé àïïðîêñèìàòèâíîé åäèíèöåé. Â êà÷åñòâå ñëåäñòâèÿ
óñòàíîâëåíî, ÷òî ó ñëàáûõ ãîìîëîãè÷åñêèõ õàðàêòåðèñòèê íåò çà-
ïðåùåííûõ çíà÷åíèé â êëàññå ïîëóïðîñòûõ áàíàõîâûõ àëãåáð.

Òàêæå äîêàçàíà íåïðîåêòèâíîñòü ïîëóãðóïïîâîé àëãåáðû íà ïî-
ëóïðÿìîé è ïîëó÷åíû ïðèëîæåíèÿ ýòîãî ðåçóëüòàòà ê èçó÷åíèþ
ãðóïï êîãîìîëîãèé ýòîé àëãåáðû.



Çàêëþ÷åíèå

Òåìû èññëåäîâàíèÿ â äàííîé ÍÈÐ îòíîñÿòñÿ ê îáëàñòÿì òåîðå-
òè÷åñêîé ìàòåìàòèêè, ôèçèêè è ìåõàíèêè, äëÿ êîòîðûõ íåïîñðåä-
ñòâåííîå âíåäðåíèå â ïðàêòèêó è îöåíêà ýêîíîìè÷åñêîé ýôôåêòèâ-
íîñòè òàêîãî âíåäðåíèÿ íå ïðåäñòàâëÿþòñÿ âîçìîæíûìè. Ðåçóëüòà-
òû ÍÈÐ èìåþò çíà÷èòåëüíóþ íàó÷íóþ öåííîñòü, òàê êàê ÿâëÿþòñÿ
íîâûìè øàãàìè â èññëåäîâàíèè àêòóàëüíûõ ïðîáëåì ñîâðåìåííîé
òåîðåòè÷åñêîé íàóêè è ïî ñâîåìó óðîâíþ íå óñòóïàþò àíàëîãè÷íûì
èññëåäîâàíèÿì, ïðîâîäèìûì äðóãèìè íàó÷íûìè êîëëåêòèâàìè, â
òîì ÷èñëå è çà ðóáåæîì. Îíè ìîãóò óæå ñåé÷àñ áûòü èñïîëüçîâàíû
ïðè ðàçðàáîòêå è ÷òåíèè ñïåöèàëüíûõ êóðñîâ äëÿ ñòóäåíòîâ ñòàð-
øèõ êóðñîâ ÌÀÒÈ, à òàêæå äëÿ ñòóäåíòîâ, ñïåöèàëèçèðóþùèõñÿ
ïî ìàòåìàòèêå, ôèçèêå è ìåõàíèêå â äðóãèõ âóçàõ.
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