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Àííîòàöèÿ. Äëÿ ôóíêöèé èç êëàññà Õàðäè�Ñîáîëåâà Hr
∞,

îïðåäåëÿåìîãî êàê ìíîæåñòâî ôóíêöèé, àíàëèòè÷åñêèõ â åäè-
íè÷íîì êðóãå è óäîâëåòâîðÿþùèõ â íåì óñëîâèþ |f (r)(z)| ≤ 1,
ñòðîÿòñÿ íàèëó÷øèå êâàäðàòóðíûå ôîðìóëû, èñïîëüçóþùèå
çíà÷åíèÿ ôóíêöèé è èõ ïðîèçâîäíûõ â ôèêñèðîâàííîé ñèñòåìå
óçëîâ èç èíòåðâàëà (−1, 1). Äëÿ ïåðèîäè÷åñêîãî êëàññà Õàðäè�
Ñîáîëåâà Hr

∞,β , îïðåäåëÿåìîãî êàê ìíîæåñòâî 2π-ïåðèîäè÷åñ-

êèõ ôóíêöèé, àíàëèòè÷åñêèõ â ïîëîñå | Im z| < β è óäîâëåòâî-
ðÿþùèõ â íåé óñëîâèþ |f (r)(z)| ≤ 1, äîêàçàíî, ÷òî äëÿ ðàâ-
íîìåðíîé ñèñòåìû óçëîâ ôîðìóëà ïðÿìîóãîëüíèêîâ ÿâëÿåòñÿ
íàèëó÷øåé, è íàéäåíà åå ïîãðåøíîñòü. Ïîñòðîåíû íàèëó÷øèå
êâàäðàòóðíûå ôîðìóëû íà êëàññå Hp,β , îïðåäåëåíèå êîòîðîãî
àíàëîãè÷íî êëàññó H∞,β , íî îãðàíè÷åíèÿ íà ôóíêöèþ çàäàþò-
ñÿ â Lp-íîðìå ïî ãðàíèöå. Ïîñòðîåí òàêæå îïòèìàëüíûé ìåòîä
âîññòàíîâëåíèÿ ôóíêöèé èç êëàññà Hr

p ïî òåéëîðîâñêîé èíôîð-

ìàöèè f(0), f ′(0), . . . , f (n+r−1)(0).

Ââåäåíèå

Ïóñòü X � ëèíåéíîå ïðîñòðàíñòâî íàä ïîëåì K = R èëè C,W �
íåêîòîðîå ïîäìíîæåñòâî X è L, l1, . . . , ln � ëèíåéíûå ôóíêöèîíàëû
íà X. Ïîä çàäà÷åé îïòèìàëüíîãî âîññòàíîâëåíèÿ ôóíêöèîíàëà L
íà ìíîæåñòâå W ïî çíà÷åíèÿì èíôîðìàöèîííîãî îïåðàòîðà Ix =
(l1x, . . . , lnx), x ∈ W , ïîíèìàåòñÿ çàäà÷à î íàõîæäåíèè âåëè÷èíû

(1) e(L,W, I) := inf
S : Kn→K

sup
x∈W
|Lx− S(Ix)|,

à òàêæå ìåòîäà S, íà êîòîðîì äîñòèãàåòñÿ íèæíÿÿ ãðàíü â (1) (åñ-
ëè òàêîâîé ñóùåñòâóåò), íàçûâàåìîì îïòèìàëüíûì ìåòîäîì âîñ-
ñòàíîâëåíèÿ.
Çàäà÷è îïòèìàëüíîãî âîññòàíîâëåíèÿ, íà÷èíàÿ ñ ðàáîòû [1], èçó-

÷àëèñü ìíîãèìè àâòîðàìè (ñì. [2]�[5] è öèòèðóåìóþ òàì ëèòåðà-
òóðó). Îòìåòèì çäåñü ëèøü îäèí ðåçóëüòàò, äîêàçàííûé â [1] äëÿ

Ðàáîòà âûïîëíåíà ïðè ôèíàíñîâîé ïîääåðæêå Ðîññèéñêîãî ôîíäà ôóíäà-
ìåíòàëüíûõ èññëåäîâàíèé (ãðàíòû 99-01-01181 è 00�15�96109).
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âåùåñòâåííîãî ïðîñòðàíñòâà è â [6] � äëÿ êîìïëåêñíîãî: äëÿ âû-
ïóêëîãî óðàâíîâåøåííîãî ìíîæåñòâà W ñðåäè îïòèìàëüíûõ ìåòî-
äîâ âîññòàíîâëåíèÿ ñóùåñòâóåò ëèíåéíûé è èìååò ìåñòî ðàâåíñòâî

(2) e(L,W, I) = sup
x∈W
Ix=0

|Lx|.

Âñÿêèé ýëåìåíò x0, íà êîòîðîì äîñòèãàåòñÿ âåðõíÿÿ ãðàíü â (2),
áóäåì íàçûâàòü ýêñòðåìàëüíûì.
Çàäà÷à (2) ÷àñòî îêàçûâàåòñÿ ïðîùå, ÷åì çàäà÷à íàõîæäåíèÿ îï-

òèìàëüíîãî ìåòîäà. Â ñâÿçè ñ ýòèì â ðàáîòå [7] áûë ïðåäëîæåí
ìåòîä, ïîçâîëÿþùèé ïðè íàëè÷èè íåêîòîðîé ïàðàìåòðèçàöèè ýêñ-
òðåìàëüíîãî ýëåìåíòà â çàäà÷å (2) íàõîäèòü îïòèìàëüíûé ìåòîä
âîññòàíîâëåíèÿ. Çäåñü ýòîò ìåòîä èñïîëüçóåòñÿ äëÿ íàõîæäåíèÿ
íàèëó÷øèõ êâàäðàòóðíûõ ôîðìóë è îïòèìàëüíîãî âîññòàíîâëåíèÿ
ïî òåéëîðîâñêîé èíôîðìàöèè íà êëàññàõ Õàðäè�Ñîáîëåâà.
Êëàññîì Õàðäè�Ñîáîëåâà Hr

p áóäåì íàçûâàòü ìíîæåñòâî ôóíê-
öèé f , àíàëèòè÷åñêèõ â åäèíè÷íîì êðóãå D := {z ∈ C : |z| < 1} è
óäîâëåòâîðÿþùèõ óñëîâèþ

sup
0<ρ<1

1

2π

∫ 2π

0

|f (r)(ρeiθ)|p dθ ≤ 1, 1 ≤ p <∞,

sup
z∈D
|f (r)(z)| ≤ 1, p =∞.

Ïåðèîäè÷åñêèì êëàññîì Õàðäè�ÑîáîëåâàHr
p,β áóäåì íàçûâàòü ìíî-

æåñòâî 2π-ïåðèîäè÷åñêèõ ôóíêöèé f , àíàëèòè÷åñêèõ â ïîëîñå Sβ :=
{z ∈ C : | Im z| < β} è óäîâëåòâîðÿþùèõ óñëîâèþ

sup
0≤η<β

(
1

4π

∫ 2π

0

(
|f (r)(t+ iη)|p + |f (r)(t− iη)|p

)
dt

)1/p

≤ 1,

sup
z∈Sβ
|f (r)(z)| ≤ 1.

Ïðè r = 0 ñîîòâåòñòâóþùèå êëàññû áóäåì îáîçíà÷àòü ÷åðåç Hp è
Hp,β.
B �1 äëÿ êëàññà Hr

∞ è èíôîðìàöèîííîãî îïåðàòîðà

(3) If = (f(x1), . . . , f (ν1−1)(x1), . . . , f(xn), . . . , f (νn−1)(xn)),

ãäå x1, . . . , xn � ðàçëè÷íûå òî÷êè èç èíòåðâàëà (−1, 1), à ν1, . . . , νn
� ÷åòíûå ÷èñëà, ñòðîèòñÿ ëèíåéíûé îïòèìàëüíûé ìåòîä èíòåãðè-
ðîâàíèÿ (íàèëó÷øàÿ êâàäðàòóðíàÿ ôîðìóëà) äëÿ èíòåãðàëà∫ 1

−1

f(x)p(x) dx,

â êîòîðîì p(x) � íåîòðèöàòåëüíàÿ âåñîâàÿ ôóíêöèÿ.
Â �2 ñòðîèòñÿ íàèëó÷øàÿ êâàäðàòóðíàÿ ôîðìóëà íà êëàññå Hr

∞,β
äëÿ ðàâíîîòñòîÿùèõ óçëîâ. Äîêàçàíî, ÷òî òàêîâîé ÿâëÿåòñÿ ôîð-
ìóëà ïðÿìîóãîëüíèêîâ, è íàéäåíà åå ïîãðåøíîñòü. Ïðè r = 0 äëÿ
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êëàññîâ H∞ è H∞,β íàèëó÷øèå êâàäðàòóðíûå ôîðìóëû èññëåäîâà-
ëèñü â ðàáîòàõ [8]�[10].
Â �3 ïîñòðîåíû íàèëó÷øèå êâàäðàòóðíûå ôîðìóëû äëÿ êëàññà

Hp,β ïî èíôîðìàöèîííîìó îïåðàòîðó (3), â êîòîðîì x1, . . . , xn �
ðàçëè÷íûå òî÷êè èç T := [0, 2π). Àíàëîãè÷íàÿ çàäà÷à â íåïåðèîäè-
÷åñêîì ñëó÷àå ðåøåíà â [11, ñòð. 175]. Â �4 ïîñòðîåí îïòèìàëüíûé
ìåòîä âîññòàíîâëåíèÿ ôóíêöèé èç êëàññà Hr

p ïî èíôîðìàöèîííîìó

îïåðàòîðó If = (f(0), f ′(0), . . . , f (n+r−1)(0)). Îïòèìàëüíûå ìåòîäû
â ýòîé çàäà÷å èññëåäîâàëèñü ðàíåå â ðàáîòàõ [12] (p = ∞, r = 2),
[2] (p = ∞, r = 1), [13] (1 ≤ p ≤ ∞, r = 0), [14] (p = ∞, r ∈ Z+,
ìíîãîìåðíûé ñëó÷àé), [11, ñòð. 69] (1 ≤ p ≤ ∞, r = 0, ìíîãîìåðíûé
ñëó÷àé).
Íàì ïîòðåáóåòñÿ ñëåäóþùèé ðåçóëüòàò èç ðàáîòû [7].

Òåîðåìà 1. Ïóñòü X � âåùåñòâåííîå ëèíåéíîå ïðîñòðàíñòâî,W
� âûïóêëîå öåíòðàëüíî-ñèììåòðè÷íîå ìíîæåñòâî èç X è x0 �

ýêñòðåìàëüíûé ýëåìåíò â çàäà÷å îïòèìàëüíîãî âîññòàíîâëåíèÿ

ëèíåéíîãî ôóíêöèîíàëà L íà ìíîæåñòâå W ïî çíà÷åíèÿì ëèíåé-

íûõ ôóíêöèîíàëîâ l1x, . . . , lnx. Ïóñòü êàæäîìó M = (t1, . . . , tn) ∈
Rn èç íåêîòîðîé îêðåñòíîñòè òî÷êè M0 ∈ Rn ïîñòàâëåí â ñî-

îòâåòñòâèå ýëåìåíò x(M) ∈ W , ïðè÷åì x(M0) = x0. Òîãäà, åñëè

ôóíêöèè ϕ(M) := Lx(M), ϕj(M) := ljx(M), j = 1, . . . , n, èìåþò â

îêðåñòíîñòè M0 íåïðåðûâíûå ÷àñòíûå ïðîèçâîäíûå ïî âñåì àðãó-

ìåíòàì è îïðåäåëèòåëü ìàòðèöû

J(M) =


∂ϕ1

∂t1
. . .

∂ϕn
∂t1

. . . . . . . . . . . . . . .
∂ϕ1

∂tn
. . .

∂ϕn
∂tn


îòëè÷åí îò íóëÿ â òî÷êå M0, òî åäèíñòâåííûì ëèíåéíûì îïòè-

ìàëüíûì ìåòîäîì âîññòàíîâëåíèÿ ÿâëÿåòñÿ ìåòîä

Lx ≈
n∑
j=1

Cjljx,

ãäå C1, . . . , Cn � ðåøåíèÿ ñèñòåìû

J(M0)C = gradϕ∣∣M0
,

â êîòîðîé C = (C1, . . . , Cn).

�1. Íàèëó÷øèå êâàäðàòóðíûå ôîðìóëû íà êëàññå Hr
∞

Ðàññìîòðèì çàäà÷ó îïòèìàëüíîãî âîññòàíîâëåíèÿ (1) äëÿ W =
Hr
∞,

(4) Lf =

∫ 1

−1

f(x)p(x) dx,
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ãäå p(x) � íåîòðèöàòåëüíàÿ âåñîâàÿ ôóíêöèÿ, è èíôîðìàöèîííîãî
îïåðàòîðà I, îïðåäåëåííîãî ðàâåíñòâîì (3). Ïîëîæèì

(5) N :=
n∑
j=1

νj.

Äîêàæåì ñíà÷àëà íåñêîëüêî âñïîìîãàòåëüíûõ óòâåðæäåíèé. Íà-
ïîìíèì, ÷òî ñèñòåìà âåùåñòâåííûõ ôóíêöèé {uk(t)}mk=0, m ðàç
íåïðåðûâíî äèôôåðåíöèðóåìûõ íà èíòåðâàëå (c, d), íàçûâàåòñÿ
ET -ñèñòåìîé, åñëè êàæäûé îáîáùåííûé ïîëèíîì

P (t) =
m∑
k=0

Ckuk(t),
m∑
k=0

C2
k 6= 0,

èìååò íà (c, d) íå áîëåå m êîðíåé ñ ó÷åòîì àëãåáðàè÷åñêîé êðàòíî-
ñòè.
Ïðîèçâåäåíèåì Áëÿøêå ïîðÿäêà n íàçûâàåòñÿ ôóíêöèÿ âèäà

B(z) = λ
n∏
j=1

z − zj
1− zjz

,

ãäå |λ| = 1, à zj ∈ D, j = 1, . . . , n. Äëÿ µj ∈ N, j = 1, . . . , n, è
αj ∈ (−1, 1) ïîëîæèì

Wj(x) :=
x− αj
1− αjx

, W (x) :=
m∏
j=1

(
x− αj
1− αjz

)µj
.

Ëåììà 1. Ñèñòåìà ôóíêöèé

(6) gjk(x) := W (x)
(
W−k
j (x)−W k

j (x)
)
,

k = 1, . . . µj, j = 1, . . . ,m,

ÿâëÿåòñÿ ET -ñèñòåìîé íà (−1, 1).

Äîêàçàòåëüñòâî. Ðàññìîòðèì îáîáùåííûé ïîëèíîì

P (x) =
m∑
j=1

µj∑
k=1

Cjkgjk(x),
m∑
j=1

µj∑
k=1

C2
jk 6= 0.

Â ñèëó òîãî, ÷òî Wj(±1) = ±1, ýòîò îáîáùåííûé ïîëèíîì ìîæíî
çàïèñàòü â âèäå

P (x) = a0

(1− x2)xl
∏s

j=1(x− aj)∏m
j=1(1− αjx)2µj

,

ãäå a0, a1, . . . , as 6= 0. Ïîñêîëüêó Wj(x
−1) = W−1

j (x), èìååì

P (x−1) =
1

W (x)

m∑
j=1

µj∑
k=1

Cjk
(
W k
j (x)−W−k

j (x)
)

= −W 2(x)P (x).
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Èç ïîñëåäíåãî ðàâåíñòâà ëåãêî ïîëó÷èòü, ÷òî ñ êàæäûì íóëåì aj 6=
0 ôóíêöèè P ñâÿçàí íóëü ýòîé ôóíêöèè a−1

j òîé æå êðàòíîñòè, à
êðîìå òîãî, ÷òî l + s/2 =

∑m
j=1 µj − 1. Òåì ñàìûì îáîáùåííûé

ïîëèíîì P â èíòåðâàëå (−1, 1) èìååò íå áîëåå
∑m

j=1 µj − 1 íóëåé ñ
ó÷åòîì àëãåáðàè÷åñêîé êðàòíîñòè. �

Äëÿ ôóíêöèé f , àíàëèòè÷åñêèõ â åäèíè÷íîì êðóãå, ïîëîæèì
T0f := f è

(7) (Trf)(z) :=

∫ z

0

(z − ζ)r−1

(r − 1)!
f(ζ) dζ, r ∈ N.

Î÷åâèäíî, ÷òî (Trf)(r) = f , è ñëåäîâàòåëüíî, Trf ∈ Hr
∞ ïðè âñåõ

f ∈ H∞.
Ïóñòü

m∑
j=1

µj + r = N.

Îïðåäåëèì ôóíêöèè ω1, . . . , ωN ðàâåíñòâîì

(8) (ω1(z), . . . , ωN(z)) := (1, z, . . . , zr−1,

(Trg11)(z), . . . , (Trg1µ1)(z), . . . , (Trgm1)(z), . . . , (Trgmµm)(z)).

Ïîëîæèì

(9) (aj1, . . . , ajN) := Iωj, j = 1, . . . , N, A := {ajk}Nj,k=1.

Ëåììà 2. detA 6= 0.

Äîêàçàòåëüñòâî. Åñëè detA = 0, òî íàéäóòñÿ C1, . . . , CN , íå âñå
ðàâíûå íóëþ, äëÿ êîòîðûõ ôóíêöèÿ

F (z) :=
N∑
j=1

Cjωj(z)

â èíòåðâàëå (−1, 1) áóäåò èìåòü ïî êðàéíåé ìåðå N íóëåé ñ ó÷åòîì
êðàòíîñòè. Â ýòîì ñëó÷àå ïî òåîðåìå Ðîëëÿ F (r) äîëæíà èìåòü â
òîì æå èíòåðâàëå íå ìåíåå N − r íóëåé. Ïîñêîëüêó

F (r)(z) = Cr+1g11(z) + . . .+ CNgmµm(z),

òî èç ëåììû 1 âûòåêàåò, ÷òî Cr+1 = . . . = CN = 0, íî òîãäà è C1 =
. . . = Cr = 0. Ïîëó÷åííîå ïðîòèâîðå÷èå äîêàçûâàåò, ÷òî detA 6=
0. �

Îáîçíà÷èì ÷åðåç Hr,R
∞ ìíîæåñòâî ôóíêöèé èç Hr

∞, âåùåñòâåííûõ
â èíòåðâàëå (−1, 1).

Ïðåäëîæåíèå 1. Ïóñòü −1 < x1 < x2 < . . . < xn < 1. Òîãäà ïðè
âñåõ ÷åòíûõ ν1, . . . , νn ñóùåñòâóåò ôóíêöèÿ F ∈ Hr,R

∞ , èìåþùàÿ

âèä

F = Pr−1 + TrW,
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ãäå Pr−1 � ïîëèíîì ñòåïåíè r − 1, à W � ïðîèçâåäåíèå Áëÿøêå

ïîðÿäêà N − r

W (z) =
m∏
j=1

(
z − αj
1− αjz

)µj
,

m∑
j=1

µj = N − r,

x1 ≤ α1 < . . . < αm ≤ xn, äëÿ êîòîðîé IF = 0 è

sup
f∈Hr,R

∞
If=0

∫ 1

−1

f(x)p(x) dx =

∫ 1

−1

F (x)p(x) dx.

Äîêàçàòåëüñòâî. Èç ðàáîòû [15] âûòåêàåò ñóùåñòâîâàíèå ôóíêöèè
F ∈ Hr,R

∞ , íîðìèðîâàííîé óñëîâèåì F (1) > 0, äëÿ êîòîðîé IF = 0
è òàêîé, ÷òî F (r) ÿâëÿåòñÿ ïðîèçâåäåíèåì Áëÿøêå ïîðÿäêà N − r.
Êðîìå òîãî, â òîé æå ðàáîòå äîêàçàíî, ÷òî ïðè âñåõ x ∈ (−1, 1)
èìååò ìåñòî ðàâåíñòâî

(10) sup
f∈Hr,R

∞
If=0

|f(x)| = |F (x)|.

Èç òåîðåìû Ðîëëÿ âûòåêàåò, ÷òî ôóíêöèÿ F íå èìååò äðóãèõ íó-
ëåé â èíòåðâàëå (−1, 1) êðîìå íóëåé â òî÷êàõ x1, . . . , xn ñ ÷åòíûìè
êðàòíîñòÿìè ν1, . . . , νn. Ïîýòîìó â ñèëó íîðìèðîâêè F (1) > 0 äëÿ
âñåõ x ∈ (−1, 1) F (x) ≥ 0. Ó÷èòûâàÿ ðàâåíñòâî (10), ïîëó÷àåì
óòâåðæäåíèå ïðåäëîæåíèÿ. �

Òåîðåìà 2. Ïóñòü −1 < x1 < x2 < . . . < xn < 1, ν1, . . . , νn � ÷åò-

íûå ÷èñëà, W � ïðîèçâåäåíèå Áëÿøêå èç ïðåäëîæåíèÿ 1, à gjk,
ωj è ìàòðèöà A îïðåäåëåíû ðàâåíñòâàìè (6), (8) è (9), ñîîòâåò-
ñòâåííî. Òîãäà ìåòîä

(11)

∫ 1

−1

f(x)p(x) dx ≈
n∑
j=1

νj−1∑
k=0

cjkf
(k)(xj),

â êîòîðîì cjk îïðåäåëÿþòñÿ èç ñèñòåìû

(12) Ac = d,

ãäå c = (c10, . . . , c1,ν1−1, . . . , cn0, . . . , cn,νn−1), d = (d1, . . . , dN),

dj =

∫ 1

−1

ωj(x)p(x) dx, j = 1, . . . , N,

ÿâëÿåòñÿ îïòèìàëüíûì íà êëàññå Hr
∞.

Äîêàçàòåëüñòâî. Äîêàæåì ñíà÷àëà, ÷òî ìåòîä (11) ÿâëÿåòñÿ îïòè-
ìàëüíûì íà êëàññå Hr,R

∞ . Ïîëîæèì Wj0(z) := 1, j = 1, . . . ,m, è

Wj,k+1(z) :=
Wj(z)Wjk(z) + εj,k+1

1 + εj,k+1Wj(z)Wjk(z)
, j = 1, . . . ,m, k = 0, . . . , µj−1.
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Ïðè âñåõ εj1, . . . , εj,µj ∈ (−1, 1) ôóíêöèè Wj,µj ∈ H∞. Ïîëîæèì äëÿ
P = (a0, . . . , ar−1, ε11, . . . , ε1,µ1 , . . . , εm1, . . . , εm,µm) ∈ RN

fP (z) :=
r−1∑
j=0

ajz
j + (TrWP )(z),

ãäå

WP (z) =
m∏
j=1

Wj,µj(z).

Ïóñòü ïîëèíîì Pr−1 èç ïðåäëîæåíèÿ 1 èìååò âèä

Pr−1(z) =
r−1∑
j=0

a0
jz
j.

Òîãäà â ñèëó ïðåäëîæåíèÿ 1 ïðè P = P0 := (a0
0, . . . , a

0
r−1, 0, . . . , 0)

ôóíêöèÿ fP0 ÿâëÿåòñÿ ýêñòðåìàëüíîé â çàäà÷å îïòèìàëüíîãî âîñ-
ñòàíîâëåíèÿ èíòåãðàëà (4) íà êëàññåHr,R

∞ ïî èíôîðìàöèè (3). Îïðå-
äåëèì ôóíêöèè ϕ1, . . . , ϕN ðàâåíñòâîì

(ϕ1(A), . . . , ϕN(P )) := IfP .

Íåòðóäíî óáåäèòüñÿ, ÷òî â òî÷êå P0(
∂ϕ1

∂aj
, . . . ,

∂ϕN
∂aj

)
= Iωj+1, 0 ≤ j ≤ r − 1,(

∂ϕ1

∂εjk
, . . . ,

∂ϕN
∂εjk

)
= I(Trgjk), 1 ≤ j ≤ m, 1 ≤ k ≤ µj.

Ïîëîæèâ

ϕ(P ) =

∫ 1

−1

fP (x)p(x) dx,

ëåãêî ïðîâåðèòü, ÷òî â òî÷êå P0

∂ϕ

∂aj
=

∫ 1

−1

xjp(x) dx, 0 ≤ j ≤ r − 1,

∂ϕ

∂εjk
=

∫ 1

−1

(Trgjk)(x)p(x) dx, 1 ≤ j ≤ m, 1 ≤ k ≤ µj.

Èç òåîðåìû 1, ó÷èòûâàÿ ëåììó 2, âûòåêàåò òåïåðü, ÷òî êîýôôèöè-
åíòû îïòèìàëüíîãî ìåòîäà íà êëàññåHr,R

∞ îïðåäåëÿþòñÿ èç ñèñòåìû
(12).
Äîêàæåì òåïåðü, ÷òî ïîñòðîåííûé ìåòîä (îáîçíà÷èì åãî ÷åðåç

S) ÿâëÿåòñÿ îïòèìàëüíûì è äëÿ êëàññà Hr
∞. Ïðåäïîëîæèì, ÷òî

íàéäåòñÿ ôóíêöèÿ f0 ∈ Hr
∞, äëÿ êîòîðîé

|Lf0 − S(If0)| > e(L,Hr
∞, I).
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Òîãäà äëÿ ôóíêöèè f0(z) ∈ Hr
∞ òàêæå âûïîëíåíî ýòî íåðàâåíñòâî.

Â ñèëó óðàâíîâåøåííîñòè êëàññà Hr
∞ áåç îãðàíè÷åíèÿ îáùíîñòè

ìîæíî ñ÷èòàòü, ÷òî Lf0−S(If0) > 0. Ñëåäîâàòåëüíî, äëÿ ôóíêöèè

g(z) :=
f0(z) + f0(z)

2
∈ Hr,R

∞

èìååì

Lg − S(Ig) > e(L,Hr
∞, I) ≥ e(L,Hr,R

∞ , I),

÷òî íåâîçìîæíî â ñèëó îïòèìàëüíîñòè ìåòîäà S íà êëàññå Hr,R
∞ . �

�2. Ïåðèîäè÷åñêèé ñëó÷àé

Ïîñòðîèì òåïåðü îïòèìàëüíûé ìåòîä èíòåãðèðîâàíèÿ äëÿ èíòå-
ãðàëà

Lf =

∫
T
f(x) dx

íà êëàññå Hr
∞,β ïî èíôîðìàöèîííîìó îïåðàòîðó

(13) If =

(
f(0), f

(
2π

n

)
, . . . , f

(
2(n− 1)π

n

))
.

Ïðè äîñòàòî÷íî îáùèõ óñëîâèÿõ íà êëàññ ôóíêöèé ìîæíî äî-
êàçàòü, ÷òî ôîðìóëà ïðÿìîóãîëüíèêîâ ÿâëÿåòñÿ îïòèìàëüíûì ìå-
òîäîì èíòåãðèðîâàíèÿ, èñïîëüçóþùèì èíôîðìàöèîííûé îïåðàòîð
(13). Ïóñòü H � âûïóêëûé è óðàâíîâåøåííûé êëàññ íåïðåðûâ-
íûõ íà âñåé âåùåñòâåííîé îñè 2π-ïåðèîäè÷åñêèõ ôóíêöèé f òàêèõ,
÷òî äëÿ ëþáûõ âåùåñòâåííûõ êîíñòàíò C è a f(x) + C ∈ H è
f(x+ a) ∈ H.

Ëåììà 3. Ôîðìóëà ïðÿìîóãîëüíèêîâ

(14)

∫
T
f(x) dx ≈ 2π

n

n−1∑
j=0

f

(
2jπ

n

)
ÿâëÿåòñÿ îïòèìàëüíûì ìåòîäîì èíòåãðèðîâàíèÿ íà êëàññå H, à
äëÿ åå ïîãðåøíîñòè ñïðàâåäëèâî ðàâåíñòâî

e(L,H, I) = 2π sup
f∈Hn

|f(0)|,

ãäå Hn � ìíîæåñòâî ôóíêöèé èç H ïåðèîäà 2π/n, äëÿ êîòîðûõ

(15)

∫ 2π/n

0

f(x) dx = 0.

Åñëè ôóíêöèè èç êëàññà H äèôôåðåíöèðóåìû, òî ôîðìóëà ïðÿìî-

óãîëüíèêîâ ÿâëÿåòñÿ îïòèìàëüíûì ìåòîäîì èíòåãðèðîâàíèÿ è
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äëÿ èíôîðìàöèîííîãî îïåðàòîðà

I1f =

(
f(0), f ′(0), f

(
2π

n

)
, f ′
(

2π

n

)
,

. . . , f

(
2(n− 1)π

n

)
f ′
(

2(n− 1)π

n

))
.

Äîêàçàòåëüñòâî. Â ðàáîòå [16] (ñì. òàêæå [17, ñòð. 208]) áûëî äî-
êàçàíî, ÷òî

sup
f∈H

∣∣∣∣∣
∫
T
f(x) dx− 2π

n

n−1∑
j=0

f

(
2jπ

n

)∣∣∣∣∣ = 2π sup
f∈Hn

|f(0)|.

Òåì ñàìûì

e(L,H, I) ≤ 2π sup
f∈Hn

|f(0)|.

Ñ äðóãîé ñòîðîíû, äëÿ ëþáîãî ε > 0 íàéäåòñÿ ôóíêöèÿ g ∈ Hn,
äëÿ êîòîðîé

|g(0)| > sup
f∈Hn

|f(0)| − ε.

Â ñèëó ñâîéñòâ êëàññà Hn ìîæíî ñ÷èòàòü, ÷òî

g(0) = − max
x∈[0,2π/n)

|g(x)|.

Ðàññìîòðèì ôóíêöèþ

f0(x) := g(x)− g(0).

Ïîñêîëüêó f0 ∈ H è If0 = 0, òî èç (2) èìååì

e(L,H, I) ≥
∣∣∣∣∫

T
f0(x) dx

∣∣∣∣ = 2π|g(0)| > 2π sup
f∈Hn

|f(0)| − 2πε.

Òàêèì îáðàçîì,

e(L,H, I) = 2π sup
f∈Hn

|f(0)|,

à ôîðìóëà ïðÿìîóãîëüíèêîâ � îïòèìàëüíûé ìåòîä äëÿ èíôîðìà-
öèîííîãî îïåðàòîðà I.
Â ñëó÷àå äèôôåðåíöèðóåìîñòè ôóíêöèé èç êëàññàH äëÿ äîêàçà-

òåëüñòâà îïòèìàëüíîñòè ôîðìóëû ïðÿìîóãîëüíèêîâ äëÿ èíôîðìà-
öèîííîãî îïåðàòîðà I1 äîñòàòî÷íî çàìåòèòü, ÷òî I1f0 = 0 è â ñèëó
(2)

e(L,H, I) ≥ e(L,H, I1).

�

Òåîðåìà 3. Ïðè âñåõ r ≥ 1 ôîðìóëà ïðÿìîóãîëüíèêîâ (14) ÿâëÿ-
åòñÿ îïòèìàëüíûì ìåòîäîì èíòåãðèðîâàíèÿ íà êëàññå Hr

∞,β äëÿ
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èíôîðìàöèîííûõ îïåðàòîðîâ I è I1, à äëÿ åå ïîãðåøíîñòè ñïðà-

âåäëèâû ðàâåíñòâà

e(L,Hr
∞,β, I) = e(L,Hr

∞,β, I1)

=
2π2

√
λΛnr

∞∑
m=0

(−1)m(r+1)

(2m+ 1)r sh((2m+ 1)2nβ)
=

4π

nr
e−βn +O

(
e−5βn

nr

)
,

ãäå

λ = 4e−2βn

( ∑∞
m=0 e

−4βnm(m+1)

1 + 2
∑∞

m=1 e
−4βnm2

)2

,

à

Λ =

∫ 1

0

dt√
(1− t2)(1− λ2t2)

� ïîëíûé ýëëèïòè÷åñêèé èíòåãðàë ïåðâîãî ðîäà äëÿ ìîäóëÿ λ.

Äîêàçàòåëüñòâî. Îïòèìàëüíîñòü ôîðìóëû ïðÿìîóãîëüíèêîâ íà
êëàññåHr

∞,β äëÿ èíôîðìàöèîííûõ îïåðàòîðîâ I è I1 âûòåêàåò íåïî-
ñðåäñòâåííî èç ëåììû 3. Îñòàåòñÿ íàéòè âåëè÷èíó

sup
f∈Hr

∞,β,n

|f(0)|,

ãäå Hr
∞,β,n � ìíîæåñòâî ôóíêöèé f èç Hr

∞,β, èìåþùèõ ïåðèîä 2π/n
è óäîâëåòâîðÿþùèõ óñëîâèþ (15). Ïîëîæèì

aj(f) :=
1

π

∫
T
f(x) cos jx dx, j = 0, 1, . . . ,

bj(f) :=
1

π

∫
T
f(x) sin jx dx, j = 1, 2, . . . .

Î÷åâèäíî, ÷òî

(16) sup
f∈Hr

∞,β,n

|f(0)| ≤ sup
f∈Hr

∞,β
a0(f)=a1(f)=b1(f)=...=an−1(f)=bn−1(f)=0

|f(0)|.

Âåëè÷èíà, ñòîÿùàÿ â ïðàâîé ÷àñòè íåðàâåíñòâà (16) áûëà âû÷èñ-
ëåíà â ðàáîòå [18]. Îíà äîñòèãàåòñÿ íà ôóíêöèè

ϕβn,r(z) :=

{
Φβ
n,r

(
z +

π

2n

)
, r = 2l,

Φβ
n,r(z), r = 2l + 1,

ãäå

Φβ
n,r := Dr ∗ Φn,0, r ≥ 1, Φβ

n,0(z) :=
√
λ sn

(
2nΛ

π
z, λ

)
,

Dr(t) = 2
∞∑
m=1

cos(mt− πr/2)

mr
, r = 1, 2, . . . ,
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� ÿäðî Áåðíóëëè, à

(f ∗ g)(z) :=
1

2π

∫
T
f(z − t)g(t) dt.

Â ðàáîòå [19] áûëî ïîêàçàíî, ÷òî

Φβ
n,r(z) =

π√
λΛnr

∞∑
m=0

sin((2m+ 1)nz − πr/2)

(2m+ 1)r sh((2m+ 1)2nβ)
.

Òåì ñàìûì ϕβn,r ∈ Hr
∞,β,n, à ñëåäîâàòåëüíî,

sup
f∈Hr

∞,β,n

|f(0)| ≥ |ϕβn,r(0)| = π√
λΛnr

∞∑
m=0

(−1)m(r+1)

(2m+ 1)r sh((2m+ 1)2nβ)
.

Äëÿ ïîëó÷åíèÿ àñèìïòîòèêè ïîãðåøíîñòè îñòàåòñÿ âîñïîëüçîâàòü-
ñÿ õîðîøî èçâåñòíûì ðàâåíñòâîì (ñì., íàïðèìåð, [20])

Λ =
π

2

(
1 + 2

∞∑
m=1

e−4βnm2

)2

.

�

�3. Íàèëó÷øèå êâàäðàòóðíûå ôîðìóëû íà êëàññàõ Hp,β

Ðàññìîòðèì òåïåðü çàäà÷ó ïîñòðîåíèÿ îïòèìàëüíîãî ìåòîäà èí-
òåãðèðîâàíèÿ äëÿ èíòåãðàëà

Lf =

∫
T
f(t)p(t) dt,

ãäå p(t) � íåîòðèöàòåëüíàÿ âåñîâàÿ ôóíêöèÿ, íà êëàññå Hp,β ïî
èíôîðìàöèîííîìó îïåðàòîðó (3), â êîòîðîì x1, . . . , xn � ðàçëè÷íûå
òî÷êè èç T.
Ïîëîæèì

(17) k = 4e−β
( ∑∞

m=0 e
−2βm(m+1)

1 + 2
∑∞

m=1 e
−2βm2

)2

.

Îáîçíà÷èì ÷åðåç K è K ′ � ïîëíûå ýëëèïòè÷åñêèå èíòåãðàëû ïåð-
âîãî ðîäà äëÿ ìîäóëåé k è k′ =

√
1− k2, ñîîòâåòñòâåííî (ðàâåí-

ñòâî (17) ýêâèâàëåíòíî òîìó, ÷òî πK ′/K = 2β). Äëÿ ïîëîñû Sβ
2π-ïåðèîäè÷åñêèì ïðîèçâåäåíèåì Áëÿøêå ñ íóëÿìè â òî÷êàõ xj c
÷åòíûìè êðàòíîñòè νj ÿâëÿåòñÿ ôóíêöèÿ (ñì. [10])

B(t) = kN/2
n∏
j=1

snνj
(
K

π
(t− xj), k

)
,

ãäå N îïðåäåëåíî ðàâåíñòâîì (5).
×åðåç HR

p,β áóäåì îáîçíà÷àòü ìíîæåñòâî ôóíêöèé èç êëàññà Hp,β,
âåùåñòâåííûõ íà âåùåñòâåííîé îñè.

Ëåììà 4. Ïóñòü ν1, . . . , νn � ÷åòíûå ÷èñëà è 1 ≤ p ≤ ∞. Òîãäà
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1) ñóùåñòâóåò åäèíñòâåííàÿ ôóíêöèÿ gB,p ∈ HR
p,β, äëÿ êîòî-

ðîé

e(L,Hp,β, I) =

∫
T
gB,p(t)B(t)p(t) dt,

2) gB,p íå èìååò íóëåé â ïîëîñå Sβ è gB,p(t) > 0 ïðè t ∈ T,
3) ïðè 1 ≤ p < ∞ äëÿ ïî÷òè âñåõ t ∈ T èìååò ìåñòî ðàâåí-

ñòâî

(18) e(L,Hp,β, I)|gB,p(t+ iβ)|p =

∫
T
gB,p(τ)B(τ)Kβ(t− τ)p(τ) dτ,

ãäå

Kβ(t) =
2Λ

π
dn

(
Λ

π
t, λ

)
,

à Λ � ïîëíûé ýëëèïòè÷åñêèé èíòåãðàë ïåðâîãî ðîäà äëÿ

ìîäóëÿ λ, îïðåäåëÿåìîãî èç óñëîâèÿ πΛ′/Λ = β.

Äîêàçàòåëüñòâî. Èç ðàáîòû [21] âûòåêàåò, ÷òî â çàäà÷å

P1 := sup
f∈HR

p,β

∫
T
|f(t)|B(t)p(t) dt

ñóùåñòâóåò åäèíñòâåííàÿ ôóíêöèÿ gB,p ∈ HR
p,β, íîðìèðîâàííàÿ

óñëîâèåì gB,p(0) > 0, íà êîòîðîé ýòà âåðõíÿÿ ãðàíü äîñòèãàåòñÿ.
Êðîìå òîãî, èç òîé æå ðàáîòû âûòåêàåò, ÷òî ýòà ôóíêöèÿ íå èìååò
íóëåé â ïîëîñå Sβ (à ñëåäîâàòåëüíî, gB,p(t) > 0 ïðè t ∈ T) è ïðè
âñåõ 1 ≤ p <∞

P1|gB,p(t± iβ|p =

∫
T
|gB,p(τ)|B(τ)Kβ(t− τ)p(τ) dτ.

Ïîñêîëüêó âñÿêàÿ ôóíêöèÿ f ∈ Hp,β, äëÿ êîòîðîé If = 0, ìîæåò
áûòü ïðåäñòàâëåíà â âèäå

f(z) = B(z)g(z), g ∈ Hp,β,

òî â ñèëó (2)

e(L,Hp,β, I) = sup
f∈Hp,β

∣∣∣∣∫
T
f(t)B(t)p(t) dt

∣∣∣∣ =: P2.

Ïðèåìîì, àíàëîãè÷íûì òîìó, êîòîðûé èñïîëüçîâàëñÿ ïðè äîêàçà-
òåëüñòâå òåîðåìû 2, ëåãêî ïîêàçàòü, ÷òî

e(L,Hp,β, I) = e(L,HR
p,β, I).

Ïîñêîëüêó

P1 ≥ e(L,HR
p,β, I) ≥

∫
T
gB,p(t)B(t)p(t) dt = P1,

òî
P1 = e(L,HR

p,β, I) = P2.

�
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Ïðè p =∞ è ÷åòíûõ ν1, . . . , νn î÷åâèäíî, ÷òî gB,p(z) ≡ 1.
Ïóñòü p = 2. Ïðîñòðàíñòâî 2π-ïåðèîäè÷åñêèõ ôóíêöèé H2,β, àíà-

ëèòè÷åñêèõ â ïîëîñå Sβ è óäîâëåòâîðÿþùèõ óñëîâèþ

sup
0≤η<β

1

4π

∫
T

(
|f(t+ iη)|2 + |f(t− iη)|2

)
dt <∞,

ÿâëÿåòñÿ ãèëüáåðòîâûì ïðîñòðàíñòâîì ñî ñêàëÿðíûì ïðîèçâåäåíè-
åì

(f, g)H2,β
=

1

4π

∫
Γ

f(ξ)g(ξ) dξ,

ãäå Γ = [iβ, 2π + iβ] ∪ [−iβ, 2π − iβ]. Èç ðàáîòû [18] âûòåêàåò, ÷òî
ïðè âñåõ f ∈ H2,β è ëþáîì t ∈ T èìååò ìåñòî ðàâåíñòâî

f(t) = (f, gt)H2,β
,

ãäå

gt(z) =
2K

π
dn

(
K

π
(t− z), k

)
,

à K � ïîëíûé ýëëèïòè÷åñêèé èíòåãðàë ïåðâîãî ðîäà äëÿ ìîäóëÿ
k, îïðåäåëÿåìîãî èç óñëîâèÿ K ′/K = 2β/π.
Èìååì

e(L,H2,β, I) = sup
f∈H2,β

∣∣∣∣∫
T
f(t)B(t)p(t) dt

∣∣∣∣
= sup

f∈H2,β

∣∣∣∣∫
T

1

4π

∫
Γ

f(ξ)gt(ξ) dξB(t)p(t) dt

∣∣∣∣
= sup

f∈H2,β

∣∣∣∣ 1

4π

∫
Γ

f(ξ)

∫
T
gt(ξ)B(t)p(t) dt dξ

∣∣∣∣ = sup
‖f‖H2,β

≤1

(f,G)H2,β
,

ãäå

G(ξ) =
2K

π

∫
T

dn

(
K

π
(t− ξ)

)
B(t)p(t) dt.

Îòñþäà ñëåäóåò, ÷òî

gB,2(z) =
G(z)

‖G‖H2,β

.

Òåîðåìà 4. Ïóñòü ν1, . . . , νn � ÷åòíûå ÷èñëà è 1 ≤ p ≤ ∞. Òîãäà

êâàäðàòóðíàÿ ôîðìóëà

(19)

∫
T
f(t)p(t) dt ≈

n∑
j=1

νj−1∑
ν=0

ajνf
(ν)(xj),

ãäå

ajν =

∫
T
cjν(t)p(t) dt,
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cjν(t) =
K

π

B(t)gB,p(t)

ν!(νj − ν − 1)!

× lim
z→xj

(
(z − xj)νj
B(z)gB,p(z)

ctn

(
K

π
(t− z), k

))(νj−ν−1)

,

ctn(z, k) =
cn(z, k) dn(z, k)

sn(z, k)
,

ÿâëÿåòñÿ îïòèìàëüíûì ìåòîäîì èíòåãðèðîâàíèÿ íà êëàññå Hp,β.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ðàññìîòðèì èíòåãðàë

(20) Jf :=
K

π
B(t)gB,p(t)

1

2πi

∫
Γε

f(z)

B(z)gB,p(z)
ctn

(
K

π
(z − t), k

)
dz,

ãäå Γε � ãðàíèöà ïðÿìîóãîëüíèêà −ε ≤ Re z ≤ 2π− ε, | Im z| ≤ β, à
ε âûáðàíî èç óñëîâèÿ, ÷òîáû òî÷êè x1, . . . , xn ëåæàëè âíóòðè ýòîãî
ïðÿìîóãîëüíèêà. Â ñèëó òîãî, ÷òî ôóíêöèÿ gB,p(z) íå èìååò íóëåé
â ïîëîñå Sβ, ïî òåîðåìå î âû÷åòàõ ïîëó÷àåì

Jf = f(t)−
n∑
j=1

νj−1∑
ν=0

cjν(t)f
(ν)(xj).

Èç ñâîéñòâ ýëëèïòè÷åñêèõ ôóíêöèé (ñì., íàïðèìåð, [20]) âûòåêàþò
ðàâåíñòâà

ctn

(
K

π
(t± iβ), k

)
= ctn

(
K

π
t± iK

′

2
, k

)

= ±i(1 + k)

1− k sn2

(
K

π
t, k

)
1 + k sn2

(
K

π
t, k

) = ±i Λ

K
dn

(
Λ

π
t, λ

)
,

ãäå λ = 2
√
k/(1+k), à Λ � ïîëíûé ýëëèïòè÷åñêèé èíòåãðàë ïåðâîãî

ðîäà äëÿ ìîäóëÿ λ (èíà÷å ãîâîðÿ, λ îïðåäåëÿåòñÿ èç óñëîâèÿ Λ′/Λ =
K ′/(2K)). Òåì ñàìûì èíòåãðàë (20) ìîæåò áûòü çàïèñàí â âèäå

Jf := B(t)gB,p(t)
1

4π

∫
Γ

f(z)

B(z)gB,p(z)
Kβ(Re z − t) dz,
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ãäå Γ = [iβ, 2π + iβ] ∪ [−iβ, 2π − iβ]. Ïóñòü 1 ≤ p < ∞. Òîãäà äëÿ
ïîãðåøíîñòè êâàäðàòóðíîé ôîðìóëû (19) èìååì îöåíêó

Rf :=

∣∣∣∣∣
∫
T
f(t)p(t) dt−

n∑
j=1

νj−1∑
ν=0

ajνf
(ν)(xj)

∣∣∣∣∣
≤
∫
T
B(t)gB,p(t)p(t)

1

4π

∫
Γ

|f(z)|
|gB,p(z)|

Kβ(Re z − t) dz dt

=
1

4π

∫
Γ

|f(z)|
|gB,p(z)|

∫
T
B(t)gB,p(t)Kβ(Re z − t)p(t) dt dz.

Ïîëüçóÿñü ðàâåíñòâîì (18), ïîëó÷àåì

Rf ≤ e(L,Hp,β, I)
1

4π

∫
Γ

|f(z)||gB,p(z)|p−1 dz.

Ïî íåðàâåíñòâó Ãåëüäåðà

Rf ≤ e(L,Hp,β, I)

(
1

4π

∫
Γ

|f(z)|p dz
)1/p(

1

4π

∫
Γ

|gB,p(z)|p dz
)(p−1)/p

≤ e(L,Hp,β, I).

Åñëè p =∞, òî gB,p(z) ≡ 1 è

|Jf | ≤ B(t)
1

4π

∫
Γ

|f(z)|Kβ(Re z − t) dz ≤ B(t),

ïîñêîëüêó
1

4π

∫
Γ

Kβ(Re z − t) dz ≡ 1.

Ñëåäîâàòåëüíî,

Rf ≤
∫
T
B(t)p(t) dt = e(L,H∞,β, I).

�

�4. Âîññòàíîâëåíèå ôóíêöèé èç Hr
p ïî òåéëîðîâñêîé

èíôîðìàöèè

Ðàññìîòðèì çàäà÷ó îïòèìàëüíîãî âîññòàíîâëåíèÿ çíà÷åíèÿ f(ξ),
ξ ∈ D, íà êëàññå Hr

p ïî çíà÷åíèÿì èíôîðìàöèîííîãî îïåðàòîðà

If = (f(0), f ′(0), . . . , f (n+r−1)(0)).

Ïîãðåøíîñòü îïòèìàëüíîãî ìåòîäà âîññòàíîâëåíèÿ îáîçíà÷èì â
ýòîì ñëó÷àå ÷åðåç e(ξ,Hr

p , I).

Íåòðóäíî óáåäèòüñÿ, ÷òî åñëè f ∈ Hr
p è If = 0, òî f (r)(z) =

znϕ(z), ãäå ϕ ∈ Hp. Ñëåäîâàòåëüíî, f(z) = Tr(t
nϕ(t))(z), ãäå îïåðà-

òîð Tr îïðåäåëåí ðàâåíñòâîì (7). Î÷åâèäíî, ÷òî è ïðè âñåõ ϕ ∈ Hp
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ôóíêöèÿ f(z) = Tr(t
nϕ(t))(z) ∈ Hr

p , ïðè÷åì If = 0. Òåì ñàìûì,
ó÷èòûâàÿ ñîîòíîøåíèå äâîéñòâåííîñòè (2),

(21) e(ξ,Hr
p , I) = sup

f∈Hr
p

If=0

|f(ξ)| = sup
ϕ∈Hp

∣∣∣∣∫ ξ

0

(ξ − t)r−1

(r − 1)!
tnϕ(t) dt

∣∣∣∣ .
Ïóñòü ξ ∈ (0, 1). Òîãäà èç [11, ñòð. 176] ñëåäóåò, ÷òî ñóùåñòâóåò

åäèíñòâåííàÿ ôóíêöèÿ ϕξ ∈ Hp òàêàÿ, ÷òî ϕξ(t) > 0 ïðè t ∈ (−1, 1)
è

(22) e(ξ,Hr
p , I) =

∫ ξ

0

(ξ − t)r−1

(r − 1)!
tnϕξ(t) dt.

Òåîðåìà 5. Ïðè âñåõ ξ ∈ D è 1 ≤ p ≤ ∞ ìåòîä

(23) f(ξ) ≈
n+r−1∑
j=0

aj
ξj

j!
f (j)(0),

ãäå a0 = . . . = ar−1 = 1,

an+r−1 =
(n+ r − 1)!

(n− 1)!ϕ|ξ|(0)
hn+r−1,

ak =
k!

(k − r)!ϕ|ξ|(0)

(
hk −

n+r−1∑
j=k+1

aj
(j − r)!
j!(j − k)!

|ξ|j−kϕ(j−k)
|ξ| (0)

)
,

k = n+ r − 2, . . . , r,

(24)

hk =

∫ 1

0

(1− τ)r−1

(r − 1)!
τ k−r

(
1− (|ξ|τ)2(n+r−k)

)
ϕ|ξ|(|ξ|τ) dτ,

k = r, . . . , n+ r − 1,

ÿâëÿåòñÿ îïòèìàëüíûì ìåòîäîì âîññòàíîâëåíèÿ íà êëàññå Hr
p .

Äîêàçàòåëüñòâî. Îáîçíà÷èì ÷åðåçHr,R
p êëàññ âñåõ ôóíêöèé èçHr

p ,
âåùåñòâåííûõ íà èíòåðâàëå (−1, 1). Ïîêàæåì ñíà÷àëà, ÷òî ìåòîä
(23) ÿâëÿåòñÿ îïòèìàëüíûì íà êëàññå Hr,R

p ïðè ξ ∈ (0, 1). Òàê êàê

ϕξ ∈ HR
p , òî ðàâåíñòâî (22) ñïðàâåäëèâî è äëÿ êëàññà Hr,R

p , òî åñòü
ôóíêöèÿ

(25) f0(z) :=

∫ z

0

(z − t)r−1

(r − 1)!
tnϕξ(t) dt

ÿâëÿåòñÿ ýêñòðåìàëüíîé â çàäà÷å âîññòàíîâëåíèÿ çíà÷åíèÿ f(ξ) íà
êëàññå Hr,R

p ïî òåéëîðîâñêîé èíôîðìàöèè If .
Ïîëîæèì ω0(z) := 1,

ωj(z) :=
zωj−1(z) + εn+r−j

1 + εn+r−jzωj−1(z)
, j = 1, . . . , n.
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Ïðè âñåõ εr, . . . , εn+r−1 ∈ (−1, 1) ôóíêöèÿ ωnϕξ ∈ HR
p . Ðàññìîòðèì

äëÿ òî÷åê P = (ε0, ε1, . . . , εn+r−1) ∈ Rn+r ôóíêöèþ

fP (z) :=
r−1∑
j=0

εjz
j + Tr(ωnϕξ)(z).

Ïðè âñåõ P ∈ (−1, 1)n+r fP ∈ Hr
p , à ïðè P = 0 ýòà ôóíêöèÿ ñîâ-

ïàäàåò ñ ýêñòðåìàëüíîé ôóíêöèåé (25). Èç òåîðåìû 1 ñëåäóåò, ÷òî
êîýôôèöèåíòû aj îïòèìàëüíîãî ìåòîäà âîññòàíîâëåíèÿ íà êëàññå
Hr,R
p , íàõîäÿòñÿ èç ñèñòåìû

n+r−1∑
j=0

aj
ξj

j!

∂f
(j)
P (0)

∂εk
∣∣∣P=0

=
∂fP (ξ)

∂εk
∣∣∣P=0

, k = 0, 1, . . . , n+ r − 1.

Èìååì ïðè 0 ≤ k ≤ r − 1

∂f
(j)
P (0)

∂εk
∣∣∣P=0

=

{
0, k 6= j,

j!, k = j,

∂fP (ξ)

∂εk
∣∣∣P=0

= ξk,

à ïðè r ≤ k ≤ n+ r − 1

∂f
(j)
P (0)

∂εk
∣∣∣P=0

=

{
0, 0 ≤ j ≤ k − 1,

Ck−r
j−r (k − r)!ϕ(j−k)

ξ (0), k ≤ j ≤ n+ r − 1,

∂fP (ξ)

∂εk
∣∣∣P=0

= (Trgk)(ξ),

ãäå

gk(z) = zk−r(1− z2(n+r−k))ϕξ(z).

Îòñþäà a0 = . . . = ar−1 = 1, à äëÿ îïðåäåëåíèÿ îñòàëüíûõ êîýôôè-
öèåíòîâ ïîëó÷àåì ñèñòåìó

n+r−1∑
j=k

aj
ξj

j!
Ck−r
j−r (k − r)!ϕ(j−k)

ξ (0) = (Trgk)(ξ), k = r, . . . , n+ r − 1.

Òàêèì îáðàçîì,

an+r−1 =
(n+ r − 1)!

(n− 1)!ϕξ(0)

(Trgn+r−1)(ξ)

ξn+r−1
,

ak =
k!

(k − r)!ϕξ(0)

(
(Trgk)(ξ)

ξk
−

n+r−1∑
j=k+1

aj
(j − r)!
j!(j − k)!

ξj−kϕ
(j−k)
ξ (0)

)
,

k = n+ r − 2, . . . , r.

Ñäåëàâ çàìåíó t = ξτ , ïîëó÷èì, ÷òî (Trgk)(ξ) = ξkhk, è ñëåäîâà-
òåëüíî, èìåþò ìåñòî ðàâåíñòâà (24).



18 Ê. Þ. Îñèïåíêî

Îïòèìàëüíîñòü ïîñòðîåííîãî ìåòîäà íà êëàññå Hr
p äîêàçûâàåòñÿ

ïðèåìîì, àíàëîãè÷íûì òîìó, êîòîðûé èñïîëüçîâàëñÿ ïðè äîêàçà-
òåëüñòâå òåîðåìû 2.
Ïóñòü òåïåðü ξ � ïðîèçâîëüíàÿ òî÷êà äèñêà D. Åñëè ξ = |ξ|eiθ

è f ∈ Hr
p , òî ôóíêöèÿ F (z) = f(zeiθ) ïðèíàäëåæèò êëàññó Hr

p ,
F (|ξ|) = f(ξ) è

IF = (f(0), eiθf ′(0), . . . , ei(n+r−1)θf (n+r−1)(0)).

Ïðèìåíÿÿ ïîñòðîåííûé ìåòîä ê ôóíêöèè F â òî÷êå |ξ|, ïîëó÷èì,
÷òî ∣∣∣∣∣f(ξ)−

n+r−1∑
j=0

aj
ξj

j!
f (j)(0)

∣∣∣∣∣ ≤ e(|ξ|, Hr
p , I).

Èñïîëüçóÿ ïåðâîå èç ðàâåíñòâ (21), ëåãêî óáåäèòüñÿ, ÷òî

e(|ξ|, Hr
p , I) = e(ξ,Hr

p , I).

Òåì ñàìûì ïîñòðîåííûé ìåòîä ÿâëÿåòñÿ îïòèìàëüíûì ïðè âñåõ
ξ ∈ D. �
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