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ÎÁÙÀß ÕÀÐÀÊÒÅÐÈÑÒÈÊÀ ÐÀÁÎÒÛ

Àêòóàëüíîñòü òåìû. Â ðàáîòå ðàññìàòðèâàþòñÿ çàäà÷è îïòè-
ìàëüíîãî âîññòàíîâëåíèÿ àíàëèòè÷åñêèõ ôóíêöèé, èõ ïðîèçâîäíûõ
è èíòåãðàëîâ îò íèõ ïî èíôîðìàöèè îá ýòèõ ôóíêöèÿõ, çàäàííîé
â îáùåì ñëó÷àå ñ íåêîòîðîé ïîãðåøíîñòüþ, à òàêæå âîïðîñû, ñâÿ-
çàííûå ñ îïòèìàëüíûì âûáîðîì èíôîðìàöèè.
Íà íà÷àëüíîì ýòàïå ðàçâèòèÿ òåîðèè ïðèáëèæåíèÿ â íåé èñ-

ñëåäîâàëèñü çàäà÷è àïïðîêñèìàöèè èíäèâèäóàëüíûõ ôóíêöèé. Çà-
òåì ñòàëè èçó÷àòüñÿ àïïðîêñèìàöèè êëàññîâ ôóíêöèé íåêîòîðû-
ìè ôèêñèðîâàííûìè ñðåäñòâàìè (àëãåáðàè÷åñêèìè èëè òðèãîíî-
ìåòðè÷åñêèìè ïîëèíîìàìè, îòðåçêàìè ðÿäà Ôóðüå, ðàöèîíàëüíû-
ìè ôóíêöèÿìè è ò.ä.). Ïîä âîçäåéñòâèåì èäåé À.Í. Êîëìîãîðîâà
è Ñ.Ì. Íèêîëüñêîãî ñ 60-õ ãîäîâ ñôîðìèðîâàëñÿ ïîäõîä, ïðè êîòî-
ðîì, èñïîëüçóÿ äâà òèïà èñõîäíîé èíôîðìàöèè î ôóíêöèè � àïðè-
îðíîé (ïðèíàäëåæíîñòü òîìó èëè èíîìó êëàññó) è ëîêàëüíîé (çíà-
÷åíèå ôóíêöèè â çàäàííîì íàáîðå òî÷åê, êîýôôèöèåíòû Ôóðüå,
ñëåä ôóíêöèè íà íåêîòîðîì ïîäìíîæåñòâå èç îáëàñòè îïðåäåëåíèÿ
ôóíêöèè è ò.ä.), � ñòðîèëñÿ îïòèìàëüíûé ìåòîä âîññòàíîâëåíèÿ
ôóíêöèè èëè ôóíêöèîíàëà, íà êîòîðûé, âîîáùå ãîâîðÿ, íå íàêëà-
äûâàëîñü òðåáîâàíèå ïðèíàäëåæíîñòè êàêîìó-ëèáî çàðàíåå ôèê-
ñèðîâàííîìó ìíîæåñòâó ìåòîäîâ. Ïîñëå ýòîãî ñòàâèëñÿ âîïðîñ îá
îïòèìàëüíîì âûáîðå ëîêàëüíîé èíôîðìàöèè (íàïðèìåð, ãäå ëó÷øå
âñåãî ðàñïîëîæèòü òî÷êè äëÿ èçìåðåíèÿ ôóíêöèè).
Â 1965 ã. Ñ.À. Ñìîëÿêîì áûëà ïîñòàâëåíà çàäà÷à îá îïòèìàëü-

íîì âîññòàíîâëåíèè ëèíåéíîãî ôóíêöèîíàëà x′ íà íåêîòîðîì ìíî-
æåñòâå W èç ëèíåéíîãî ïðîñòðàíñòâà X ïî çíà÷åíèÿì ëèíåéíûõ
ôóíêöèîíàëîâ x′1, . . . , x

′
n. Ïîä ïîãðåøíîñòüþ îïòèìàëüíîãî âîññòà-

íîâëåíèÿ ïîíèìàëàñü âåëè÷èíà

e(x′, I,W ) := inf
S : Rn→R

sup
x∈W
|〈x′, x〉 − S(Ix)|,

ãäå Ix := (〈x′, x′1〉, . . . , 〈x′, x′n〉). Ìåòîä, íà êîòîðîì äîñòèãàëàñü íèæ-
íÿÿ ãðàíü, íàçûâàëñÿ îïòèìàëüíûì. Ñ.À. Ñìîëÿêîì áûëî äîêàçà-
íî, ÷òî â ñëó÷àå, êîãäàW � âûïóêëîå ìíîæåñòâî, ñðåäè îïòèìàëü-
íûõ ìåòîäîâ åñòü àôôèííûé, à êîãäà W � âûïóêëîå óðàâíîâåøåí-
íîå ìíîæåñòâî, ñðåäè îïòèìàëüíûõ ìåòîäîâ ñóùåñòâóåò ëèíåéíûé
ìåòîä.
Ïðèáëèçèòåëüíî â ýòî æå âðåìÿ Ñ.Á. Ñòå÷êèíûì áûëà ïîñòàâëå-

íà áëèçêàÿ ê ðàññìàòðèâàåìîé çàäà÷à î ïðèáëèæåíèè íåîãðàíè÷åí-
íîãî îïåðàòîðà îãðàíè÷åííûì. Äàëüíåéøèå èññëåäîâàíèÿ çàäà÷è
Ñ.Á. Ñòå÷êèíà, ïðîâåäåííûå Â.Â. Àðåñòîâûì è Â.Í. Ãàáóøèíûì
ïîêàçàëè òåñíóþ åå ñâÿçü ñ îïòèìàëüíûì âîññòàíîâëåíèåì ïî ïðè-
áëèæåííîé èíôîðìàöèè.
Â 1971 ã. ðåçóëüòàò Ñ.À. Ñìîëÿêà áûë èñïîëüçîâàí Í.Ñ. Áàõâà-

ëîâûì äëÿ äîêàçàòåëüñòâà îòñóòñòâèÿ ïðåèìóùåñòâà ó àäàïòèâíûõ
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ìåòîäîâ èíòåãðèðîâàíèÿ ïî ñðàâíåíèþ ñ íåàäàïòèâíûìè ìåòîäà-
ìè íà âûïóêëûõ óðàâíîâåøåííûõ êëàññàõ ôóíêöèé. Çàòåì àâòîð
â 1976 ã. îáîáùèë òåîðåìó Ñìîëÿêà íà êîìïëåêñíûé ñëó÷àé è ðå-
øèë ðÿä êîíêðåòíûõ çàäà÷ îïòèìàëüíîãî âîññòàíîâëåíèÿ íà êëàñ-
ñàõ îãðàíè÷åííûõ àíàëèòè÷åñêèõ ôóíêöèé. Ñ êîíöà 70-õ ãîäîâ îï-
òèìàëüíûì âîññòàíîâëåíèåì àêòèâíî çàíÿëèñü àìåðèêàíñêèå ìàòå-
ìàòèêè ×. Ìè÷åëëè è Ò. Ðèâëèí, êîòîðûå çíà÷èòåëüíî ðàñøèðèëè
èñõîäíóþ ïîñòàíîâêó.
Äàëüíåéøåå ðàçâèòèå òåîðèè îïòèìàëüíîãî âîññòàíîâëåíèÿ ìîæ-

íî óñëîâíî ðàçäåëèòü íà íåñêîëüêî íàïðàâëåíèé: îáùèå ðåçóëüòà-
òû î âîññòàíîâëåíèè è îïòèìàëüíîå âîññòàíîâëåíèå íà êîíêðåòíûõ
êëàññàõ ôóíêöèé, ñðåäè êîòîðûõ ìîæíî âûäåëèòü êëàññû ãëàäêèõ
è àíàëèòè÷åñêèõ ôóíêöèé. Èññëåäîâàíèþ çàäà÷ âîññòàíîâëåíèÿ íà
êëàññàõ ãëàäêèõ ôóíêöèé ïîñâÿùåíî, ïî-âèäèìîìó, áîëüøàÿ ÷àñòü
ðàáîò èç ýòîé òåìàòèêè, ïîçíàêîìèòüñÿ ñ êîòîðûìè ìîæíî ïî îá-
çîðíûì ñòàòüÿì ×. Ìè÷åëëè è Ò. Ðèâëèíà (A survey of optimal
recovery. N.Y.: Plenum Press. 1977. P.1–54, Lectures on optimal
recovery // Lect. Notes Math. 1985. 1129. P.21–93), Â.Ì. Òè-
õîìèðîâà (Òåîðèÿ ïðèáëèæåíèé. �Ñîâðåìåííûå ïðîáëåìû ìàòåìà-
òèêè. Ôóíäàìåíòàëüíûå íàïðàâëåíèÿ. Ò.14. Èòîãè íàóêè è òåõí.
ÂÈÍÈÒÈ ÀÍ ÑÑÑÐ�. Ì., 1987. Ñ.103�260), à òàêæå ìîíîãðàôè-
ÿì Í.Ï. Êîðíåé÷óêà (Òî÷íûå êîíñòàíòû â òåîðèè ïðèáëèæåíèÿ.
Ì.: Íàóêà, 1987), Äæ. Òðàóáà è Ã. Âîæüíÿêîâñêîãî (Îáùàÿ òåî-
ðèÿ îïòèìàëüíûõ àëãîðèòìîâ. Ì.: Ìèð, 1983) è öèòèðóåìîé òàì
ëèòåðàòóðå.
Â ïðîöåññå îñìûñëåíèÿ áîëåå îáùèõ ïîñòàíîâîê, ñâÿçàííûõ ñ âîñ-

ñòàíîâëåíèåì, îêàçàëîñü, ÷òî â òåðìèíàõ îïòèìàëüíîãî âîññòàíîâ-
ëåíèÿ ìîãóò áûòü ñôîðìóëèðîâàíû íå òîëüêî çàäà÷è àïïðîêñèìà-
öèè ôóíêöèé, èõ ïðîèçâîäíûõ, ïîñòðîåíèÿ îïòèìàëüíûõ êâàäðà-
òóðíûõ ôîðìóë, íî è ìíîãèå äðóãèå çàäà÷è òåîðèè ïðèáëèæåíèÿ,
â ÷àñòíîñòè, çàäà÷è îá n-ïîïåðå÷íèêàõ è òî÷íûõ íåðàâåíñòâàõ äëÿ
ïðîèçâîäíûõ.
Îäíèì èç ðàñïðîñòðàíåííûõ ïðèåìîâ ïðè èçó÷åíèè çàäà÷ âîññòà-

íîâëåíèÿ, îïòèìàëüíûõ êâàäðàòóðíûõ ôîðìóë è n-ïîïåðå÷íèêîâ
íà êëàññàõ ãëàäêèõ ôóíêöèé ÿâëÿåòñÿ èññëåäîâàíèå îñöèëëÿöèîí-
íûõ ñâîéñòâ ÿäåð, ñ ïîìîùüþ êîòîðûõ çàäàþòñÿ êëàññû. À. Ïèí-
êóñîì è Íãóåí Òõè Òõüåó Õîà áûëè ïîëó÷åíû îáùèå ðåçóëüòàòû
â ýòîì íàïðàâëåíèè äëÿ êëàññîâ ôóíêöèé, ïðåäñòàâèìûõ â âèäå
ñâåðòêè ñ âïîëíå ïîëîæèòåëüíûìè èëè íå ïîâûøàþùèìè îñöèë-
ëÿöèè ÿäðàìè. Îäíàêî, â êîìïëåêñíîì ñëó÷àå ïðèõîäèòñÿ èñïîëü-
çîâàòü äðóãèå ìåòîäû, òàê êàê èçó÷àåìûå êëàññû íå óäàåòñÿ ïðåä-
ñòàâèòü â âèäå ñâåðòîê ñ òàêèìè ÿäðàìè, äà è ñàìî ïîíÿòèå �îñöèë-
ëÿöèÿ� (èëè �÷èñëî ïåðåìåí çíàêà�) íå íàõîäèò ïîêà ñâîåãî âïîëíå
îñîçíàííîãî ýêâèâàëåíòà â êîìïëåêñíîé ñèòóàöèè.
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Ïîñêîëüêó ðåàëüíî âñÿêàÿ èñïîëüçóåìàÿ èíôîðìàöèÿ ñîäåðæèò
â ñåáå íåêîòîðóþ ïîãðåøíîñòü, âîçíèêàåò çàäà÷à îïòèìàëüíîãî âîñ-
ñòàíîâëåíèÿ ïî íåòî÷íûì äàííûì. Çäåñü õàðàêòåðíûì ÿâëÿåòñÿ
ýôôåêò ïîÿâëåíèÿ �ëèøíåé� èíôîðìàöèè, êîãäà ÷àñòü èñõîäíûõ
äàííûõ ìîæåò áûòü îòáðîøåíà áåç óâåëè÷åíèÿ ïîãðåøíîñòè âîñ-
ñòàíîâëåíèÿ. Â ñâÿçè ñ ýòèì ñòàâèòñÿ è èçó÷àåòñÿ çàäà÷à î âåëè÷èíå
�ïîëåçíîé� èíôîðìàöèè è åå àñèìïòîòèêå ïðè ñòðåìëåíèè ïîãðåø-
íîñòè â èñõîäíûõ äàííûõ ê íóëþ.
Ñ ïîìîùüþ ñîîòíîøåíèé äâîéñòâåííîñòè íàõîæäåíèå ïîãðåøíî-

ñòè îïòèìàëüíîãî âîññòàíîâëåíèÿ íà êëàññàõ àíàëèòè÷åñêèõ ôóíê-
öèé ñâîäèòñÿ ê èçâåñòíûì ýêñòðåìàëüíûì çàäà÷àì, èññëåäîâàíèåì
êîòîðûõ çàíèìàëèñü Ý. Ëàíäàó, Æ. Äüåäîííå, Ê. Êàðàòåîäîðè è
Ë. Ôåéåð, ß.Ë. Ãåðîíèìóñ, Ã.Ì. Ãîëóçèí, Ì. Õåéíñ, À. Ìàêèíòàéð
è Â. Ðîãîçèíñêèé, Â. Ðîãîçèíñêèé è Õ. Øàïèðî, Ñ.ß. Õàâèíñîí
è äð. Òåì ñàìûì ìíîãèå êëàññè÷åñêèå ýêñòðåìàëüíûå çàäà÷è îêà-
çûâàþòñÿ ñâÿçàííûìè ñ çàäà÷àìè îïòèìàëüíîãî âîññòàíîâëåíèÿ.
Íàïðèìåð, ëåììà Øâàðöà åñòü çàäà÷à î ïîãðåøíîñòè îïòèìàëüíî-
ãî âîññòàíîâëåíèÿ îãðàíè÷åííîé àíàëèòè÷åñêîé â åäèíè÷íîì êðóãå
ôóíêöèè â òî÷êå z ïî åå çíà÷åíèÿì â íóëå. Îäíàêî, ëåììà Øâàðöà
íå äàåò îòâåò íà âîïðîñ î ñàìîì îïòèìàëüíîì ìåòîäå. Èçó÷åíèå îá-
ùåãî ïîäõîäà ê ïîñòðîåíèþ îïòèìàëüíûõ ìåòîäîâ âîññòàíîâëåíèÿ
ïîçâîëÿåò ïîëó÷èòü íîâûå ðåçóëüòàòû è äëÿ êëàññè÷åñêèõ ýêñòðå-
ìàëüíûõ çàäà÷, òàêèõ, êàê çàäà÷à Êàðàòåîäîðè�Ôåéåðà è ëåììà
Øâàðöà â ìíîãîìåðíûõ ïðîñòðàíñòâàõ Õàðäè Hp è Áåðãìàíà Ap.
Öåëü ðàáîòû � ðàçðàáîòêà îáùåãî ïîäõîäà ê ïîñòðîåíèþ îïòè-

ìàëüíûõ ìåòîäîâ âîññòàíîâëåíèÿ ëèíåéíûõ ôóíêöèîíàëîâ íà êëàñ-
ñàõ àíàëèòè÷åñêèõ ôóíêöèé, îñíîâàííîãî íà ñïåöèàëüíîì èíòå-
ãðàëüíîì ïðåäñòàâëåíèè ïîãðåøíîñòè âîññòàíîâëåíèÿ; íàõîæäåíèå
îïòèìàëüíûõ ìåòîäîâ âîññòàíîâëåíèÿ íà êëàññàõ Õàðäè è Áåðãìà-
íà; èññëåäîâàíèå çàäà÷è îá îïòèìàëüíîì âûáîðå èíôîðìàöèîííîãî
îïåðàòîðà è òåñíî ñâÿçàííîé ñ íåé çàäà÷è î òî÷íûõ çíà÷åíèÿõ n-
ïîïåðå÷íèêàõ; âîññòàíîâëåíèå ïî íåòî÷íî çàäàííîé èíôîðìàöèè;
ïîñòðîåíèå íàèëó÷øèõ è îïòèìàëüíûõ êâàäðàòóðíûõ ôîðìóë íà
êëàññàõ îãðàíè÷åííûõ àíàëèòè÷åñêèõ ôóíêöèé.
Íàó÷íàÿ íîâèçíà. Âñå ïîëó÷åííûå â äèññåðòàöèè ðåçóëüòàòû

ÿâëÿþòñÿ íîâûìè. Èõ ìîæíî îáúåäèíèòü â ñëåäóþùèå ãðóïïû.
à) Îáùèå òåîðåìû îá îïòèìàëüíîì âîññòàíîâëåíèè ìíîãîçíà÷-

íûõ îòîáðàæåíèé è ëèíåéíûõ ôóíêöèîíàëîâ; òåîðåìû î âîññòà-
íîâëåíèè â àáñòðàêòíûõ ïðîñòðàíñòâàõ Lp(S,Σ, µ); îáùèé ïîäõîä
ê ïîñòðîåíèþ îïòèìàëüíûõ ìåòîäîâ âîññòàíîâëåíèÿ, îñíîâàííûé
íà èíòåãðàëüíîì ïðåäñòàâëåíèè ïîãðåøíîñòè âîññòàíîâëåíèÿ; âîñ-
ñòàíîâëåíèå ïî íåòî÷íûì äàííûì â ãèëüáåðòîâîì ïðîñòðàíñòâå.
á) Îïòèìàëüíîå âîññòàíîâëåíèå çíà÷åíèé ôóíêöèé è èõ ïðîèç-

âîäíûõ â ïðîñòðàíñòâàõ Õàðäè è Áåðãìàíà ïî òî÷íîé èíôîðìàöèè;
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âîññòàíîâëåíèå ãàðìîíè÷åñêèõ ôóíêöèé; âîññòàíîâëåíèå ïî çíà÷å-
íèÿì ôóíêöèé â ñ÷åòíîé ñèñòåìå òî÷åê.
â) Îïòèìèçàöèÿ èíôîðìàöèîííîãî îïåðàòîðà; òî÷íûå çíà÷åíèÿ

n-ïîïåðå÷íèêîâ êëàññîâ ïåðèîäè÷åñêèõ ôóíêöèé, àíàëèòè÷åñêè
ïðîäîëæàåìûõ â ïîëîñó, è êëàññîâ Õàðäè è Áåðãìàíà â åäèíè÷-
íîì øàðå èç Cn.
ã) Îïòèìàëüíîå âîññòàíîâëåíèå îãðàíè÷åííûõ àíàëèòè÷åñêèõ

ôóíêöèé ïî íåòî÷íî çàäàííîé èíôîðìàöèè; îïðåäåëåíèå ïîðÿäêà
èíôîðìàòèâíîñòè êàê ìåðû �ïîëåçíîé� èíôîðìàöèè; âîññòàíîâëå-
íèå ïðîèçâîäíûõ îãðàíè÷åííûõ àíàëèòè÷åñêèõ ôóíêöèé ïî èõ ñëå-
äàì, çàäàííûì ñ ïîãðåøíîñòüþ, è, êàê ñëåäñòâèå, ïîëó÷åíèå òî÷-
íûõ íåðàâåíñòâ äëÿ ïðîèçâîäíûõ êîëìîãîðîâñêîãî òèïà.
ä) Ïîñòðîåíèå íàèëó÷øèõ êâàäðàòóðíûõ ôîðìóë (ïðè ôèêñè-

ðîâàííûõ óçëàõ); èññëåäîâàíèå åäèíñòâåííîñòè îïòèìàëüíûõ óç-
ëîâ êâàäðàòóðíûõ ôîðìóë; ïîñòðîåíèå îïòèìàëüíîé êâàäðàòóð-
íîé ôîðìóëû äëÿ êëàññà ïåðèîäè÷åñêèõ ôóíêöèé, àíàëèòè÷åñêè
ïðîäîëæàåìûõ â ïîëîñó, èñïîëüçóþùåé ïðèáëèæåííûå çíà÷åíèÿ
ôóíêöèé.
Àïðîáàöèÿ ðàáîòû. Ðåçóëüòàòû äèññåðòàöèè äîêëàäûâàëèñü

íà XI Âñåñîþçíîé øêîëå ïî òåîðèè îïåðàòîðîâ â ôóíêöèîíàëüíûõ
ïðîñòðàíñòâàõ (1986 ã., ×åëÿáèíñê), Ìåæäóíàðîäíîì ñèìïîçèóìå
ïî îïòèìàëüíûì àëãîðèòìàì (1989 ã., Âàðíà), VIII êîíôåðåíöèè ïî
òåîðåòè÷åñêèì îñíîâàì è êîíñòðóèðîâàíèþ ÷èñëåííûõ àëãîðèòìîâ
ðåøåíèÿ çàäà÷ ìàòåìàòè÷åñêîé ôèçèêè (1990 ã., Êðàñíîâèäîâî), I
Ìåæâóçîâñêîé êîíôåðåíöèè ïî òåîðèè ôóíêöèé è àïïðîêñèìàöèè
(1991 ã., Ñèìôåðîïîëü), à òàêæå íà ñåìèíàðàõ Ìàòåìàòè÷åñêîãî
èíñòèòóòà èì. Â.À. Ñòåêëîâà è Ìîñêîâñêîãî ãîñóäàðñòâåííîãî óíè-
âåðñèòåòà.
Ïóáëèêàöèè. Îñíîâíûå ðåçóëüòàòû äèññåðòàöèè îïóáëèêîâàíû

â ðàáîòàõ [1-15], ñïèñîê êîòîðûõ ïðèâåäåí â êîíöå àâòîðåôåðàòà.
Ñòðóêòóðà äèññåðòàöèè. Äèññåðòàöèîííàÿ ðàáîòà ñîñòîèò èç

ââåäåíèÿ, ÷åòûðåõ ãëàâ, ñïèñêà îáîçíà÷åíèé è ñïèñêà ëèòåðàòó-
ðû. Ñïèñîê ëèòåðàòóðû ñîäåðæèò 137 íàèìåíîâàíèé. Îáùèé îáúåì
äèññåðòàöèè � 323 ñòðàíèöû.

ÎÁÇÎÐ ÑÎÄÅÐÆÀÍÈß ÐÀÁÎÒÛ

Âî ââåäåíèè ïðèâåäåíû ïîñòàíîâêè ðàññìàòðèâàåìûõ çàäà÷ îï-
òèìàëüíîãî âîññòàíîâëåíèÿ è ñôîðìóëèðîâàíû îñíîâíûå óòâåð-
æäåíèÿ äèññåðòàöèîííîé ðàáîòû.
Ïåðâàÿ ãëàâà ïîñâÿùåíà îáùèì âîïðîñàì îïòèìàëüíîãî âîññòà-

íîâëåíèÿ è çàäà÷àì âîññòàíîâëåíèÿ ïî íåòî÷íûì äàííûì â àá-
ñòðàêòíûõ ïðîñòðàíñòâàõ Lp. Çàäà÷à îïòèìàëüíîãî âîññòàíîâëåíèÿ
â íàèáîëåå îáùåé ïîñòàíîâêå ìîæåò áûòü ñâåäåíà ê âîññòàíîâëåíèþ
íåêîòîðîãî ìíîãîçíà÷íîãî îòîáðàæåíèÿ îäíîçíà÷íûì (âïåðâûå ýòî
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áûëî çàìå÷åíî Â.À. Àðåñòîâûì). Â ��1�3 èçó÷àþòñÿ çàäà÷è òàêîãî
òèïà. Ïðè ýòîì îñíîâíûìè ðåçóëüòàòàìè ÿâëÿþòñÿ êðèòåðèè ñóùå-
ñòâîâàíèÿ ñðåäè îïòèìàëüíûõ ìåòîäîâ âîññòàíîâëåíèÿ àôôèííûõ
è ëèíåéíûõ â àëãåáðàè÷åñêîì è òîïîëîãè÷åñêîì ñëó÷àÿõ.
Ïóñòü X � ëèíåéíîå ïðîñòðàíñòâî íàä ïîëåì K = R èëè C, A ⊂

X � íåïóñòîå ìíîæåñòâî è Φ: A→ K � ìíîãîçíà÷íîå îòîáðàæåíèå
(ì. î.). Ïîëîæèì

E(Φ, ϕ) := sup
(x,z)∈gr Φ

|z − ϕ(x)|,

E(Φ) := inf
ϕ
E(Φ, ϕ),

ãäå íèæíÿÿ ãðàíü áåðåòñÿ ïî âñåâîçìîæíûì îäíîçíà÷íûì îòîáðà-
æåíèÿì ϕ : A→ K. Âåëè÷èíó

R(Φ) := sup
x∈A

inf
c∈K

sup
z∈Φ(x)

|z − c|,

ÿâëÿþùóþñÿ ìàêñèìàëüíûì ÷åáûøåâñêèì ðàäèóñîì ìíîæåñòâà
Φ(x), íàçîâåì ðàäèóñîì ìíîãîçíà÷íîñòè ì. î. Φ.
Äëÿ ìíîæåñòâà Ω èç ëèíåéíîãî ïðîñòðàíñòâà Y ÷åðåç co Ω è bco Ω

áóäåì îáîçíà÷àòü âûïóêëóþ è âûïóêëóþ óðàâíîâåøåííóþ îáîëî÷-
êè Ω. Ïðè ξ ∈ Y âûïóêëóþ óðàâíîâåøåííóþ îòíîñèòåëüíî òî÷êè ξ
îáîëî÷êó ìíîæåñòâà Ω îáîçíà÷èì ÷åðåç

bcoξ Ω := bco(Ω− ξ) + ξ.

Îïðåäåëèì ì. î. co Φ è bcoξ Φ ñëåäóþùèìè ðàâåíñòâàìè

gr co Φ := co gr Φ, gr bcoξ Φ := bcoξ gr Φ

(ïðè ξ = 0 ïèøåì ïðîñòî bco Φ). ×åðåç Aff(X) îáîçíà÷èì ìíî-
æåñòâî àôôèííûõ ôóíêöèîíàëîâ, ò.å. ôóíêöèîíàëîâ âèäà a(x) =
〈x′, x〉+ c, ãäå x′ ∈ X ′, à c ∈ K.

Òåîðåìà 1. Äëÿ ñóùåñòâîâàíèÿ a ∈ Aff X òàêîãî, ÷òî

(1) E(Φ, a) = E(Φ),

íåîáõîäèìî è äîñòàòî÷íî ñóùåñòâîâàíèÿ ξ ∈ X ×K òàêîãî, ÷òî

R(Φ) = R(bcoξ Φ).

Ïðè K = R óñëîâèå (1) ýêâèâàëåíòíî ðàâåíñòâó

(2) R(Φ) = R(co Φ).

Äëÿ ñóùåñòâîâàíèÿ x′ ∈ X ′ òàêîãî, ÷òî

E(Φ, x′) = E(Φ),

íåîáõîäèìî è äîñòàòî÷íî, ÷òîáû

R(Φ) = R(bco Φ).
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Îòìåòèì, ÷òî â êîìïëåêñíîì ñëó÷àå óñëîâèÿ (1) è (2) íå ýêâèâà-
ëåíòíû. Ñîîòâåòñòâóþùèé ïðèìåð ïîñòðîåí â �1.
�2 ïîñâÿùåí çàäà÷àì, ñâÿçàííûì ñ âûðàæåíèåì îïòèìàëüíîãî

ìåòîäà âîññòàíîâëåíèÿ ÷åðåç ñóáäèôôåðåíöèàë îãèáàþùåé ì. î.
Φ.
Åñëè X � ëîêàëüíî âûïóêëîå ïðîñòðàíñòâî, òî ÷åðåç X∗ îáî-

çíà÷èì òîïîëîãè÷åñêè ñîïðÿæåííîå ïðîñòðàíñòâî. Èññëåäîâàíèþ
òîïîëîãè÷åñêîãî ñëó÷àÿ ïîñâÿùåí �3. Çäåñü â îòëè÷èå îò àëãåáðà-
è÷åñêîãî ñëó÷àÿ ìîæåò íå ñóùåñòâîâàòü ëèíåéíûé èëè àôôèííûé
îïòèìàëüíûé ìåòîä. Îäíàêî, ïðè íåêîòîðûõ äîïîëíèòåëüíûõ óñëî-
âèÿõ ìîæåò áûòü ïîëó÷åí àíàëîã ñôîðìóëèðîâàííîãî êðèòåðèÿ.
Åñëè íå êàñàòüñÿ âîïðîñà ñóùåñòâîâàíèÿ, òî êðèòåðèé ñîâïàäåíèÿ
âåëè÷èíû E(Φ) ñ âåëè÷èíàìè

E∗(Φ) = inf
x∗∈X∗

E(Φ, x∗), Ea(Φ) = inf
a∈Aff∗(X)

E(Φ, a),

ãäå Aff∗(X) � ìíîæåñòâî ôóíêöèîíàëîâ âèäà a(x) = 〈x∗, x〉 + c,
x∗ ∈ X∗, c ∈ K, èìååò ñëåäóþùèé âèä.

Òåîðåìà 2. Ðàâåíñòâî

Ea(Φ) = E(Φ)

èìååò ìåñòî â òîì è òîëüêî â òîì ñëó÷àå, êîãäà ñóùåñòâóåò

ξ ∈ X ×K, äëÿ êîòîðîãî

R(Φ) = R(cl bcoξ Φ).

Ðàâåíñòâî

E∗(Φ) = E(Φ)

èìååò ìåñòî òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà

R(Φ) = R(cl bco Φ).

Îáùàÿ ïîñòàíîâêà çàäà÷ îïòèìàëüíîãî âîññòàíîâëåíèÿ ôóíêöè-
îíàëîâ ðàññìàòðèâàåòñÿ â �4. Ïóñòü X è Y � ëèíåéíûå ïðîñòðàí-
ñòâà íàä ïîëåì K, W ⊂ X, f : W → K è F : W → Y � ì. î.
Ñòàâèòñÿ çàäà÷à âîññòàíîâëåíèÿ çíà÷åíèé ôóíêöèîíàëà f íà ìíî-
æåñòâå W ïî èíôîðìàöèè î çíà÷åíèÿõ íà ýòîì ìíîæåñòâå ì. î. F .
Ìíîãîçíà÷íîñòü îòîáðàæåíèÿ F îçíà÷àåò, ÷òî èíôîðìàöèÿ îá ýëå-
ìåíòàõ W çàäàíà, âîîáùå ãîâîðÿ, íåòî÷íî. Åñëè F � îäíîçíà÷íîå
îòîáðàæåíèå, òî ãîâîðÿò î çàäà÷å âîññòàíîâëåíèÿ ïî òî÷íûì äàí-
íûì. Ïîãðåøíîñòüþ ìåòîäà âîññòàíîâëåíèÿ ϕ : Y → K íàçûâàåòñÿ
âåëè÷èíà

e(f, F, ϕ) := sup
(x,y)∈grF

|f(x)− ϕ(y)|.

Âåëè÷èíà
e(f, F ) := inf

ϕ : Y→K
e(f, F, ϕ)
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íàçûâàåòñÿ ïîãðåøíîñòüþ îïòèìàëüíîãî âîññòàíîâëåíèÿ, à âñÿêèé
ìåòîä, íà êîòîðîì äîñòèãàåòñÿ íèæíÿÿ ãðàíü, áóäåì íàçûâàòü îï-
òèìàëüíûì. Ââåäåì òàêæå âåëè÷èíó

r(f, F ) := sup
y∈F (W )

inf
c∈K

sup
x∈F−1(y)

|f(x)− c|,

íàçûâàåìóþ ðàäèóñîì èíôîðìàöèè.

Òåîðåìà 3. Åñëè f ∈ Aff(X), òî äëÿ ñóùåñòâîâàíèÿ a ∈ Aff(Y )
òàêîãî, ÷òî

(3) e(f, F, a) = e(f, F ),

íåîáõîäèìî è äîñòàòî÷íî, ÷òîáû ñóùåñòâîâàëà òî÷êà z ∈ X×Y ,
äëÿ êîòîðîé

r(f, F ) = r(f, bcoz F ).

Ïðè K = R óñëîâèå (3) ýêâèâàëåíòíî ðàâåíñòâó

r(f, F ) = r(f, coF ).

Åñëè f ∈ X ′, òî äëÿ ñóùåñòâîâàíèÿ y′ ∈ Y ′ òàêîãî, ÷òî
e(f, F, y′) = e(f, F ),

íåîáõîäèìî è äîñòàòî÷íî, ÷òîáû

r(f, F ) = r(f, bcoF ).

Ðàññìîòðèì ñëó÷àé, êîãäà ì. î. F èìååò âèä

F (x) = Ix+ U,

ãäå I : W → Y � ëèíåéíûé îïåðàòîð, à U ⊂ Y � íåêîòîðîå ìíî-
æåñòâî. Âåëè÷èíó e(f, F ) áóäåì îáîçíà÷àòü â ýòîì ñëó÷àå ÷åðåç
e(f, I,W,U). Åñëè Y � ëèíåéíîå íîðìèðîâàííîå ïðîñòðàíñòâî, à
U = Uδ := δBY , ãäå BY := {y ∈ Y : ‖y‖ ≤ 1} � åäèíè÷íûé øàð,
òî ãîâîðÿò î âîññòàíîâëåíèè ïî çíà÷åíèÿì îïåðàòîðà I, çàäàííîãî
ñ ïîãðåøíîñòüþ δ. Â ýòîì ñëó÷àå ïîëîæèì

e(f, I,W, δ) := e(f, I,W,Uδ).

Åñëè W è U � âûïóêëûå óðàâíîâåøåííûå ìíîæåñòâà, òî èç òåî-
ðåìû 3 âûòåêàåò ñóùåñòâîâàíèå îïòèìàëüíîãî ëèíåéíîãî ìåòîäà.
Êðîìå òîãî, äîêàçûâàåòñÿ, ÷òî èìååò ìåñòî ðàâåíñòâî

e(x′, I,W,U) = sup
x∈W
Ix∈U

| < x′, x > |,

êîòîðîå äëÿ U = Uδ ïðèíèìàåò âèä

(4) e(x′, I,W, δ) = sup
x∈W
‖Ix‖≤δ

| < x′, x > |.

Ýëåìåíò x0 ∈ W òàêîé, ÷òî Ix0 ∈ U è

sup
x∈W
Ix∈U

| < x′, x > | =< x′, x0 >,
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áóäåì íàçûâàòü ýêñòðåìàëüíûì.
Â �5 èçó÷àþòñÿ çàäà÷è îïòèìàëüíîãî âîññòàíîâëåíèÿ ëèíåéíûõ

ôóíêöèîíàëîâ â àáñòðàêòíûõ ïðîñòðàíñòâàõ Lp(S,Σ, µ) (èëè, êîðî-
÷å, Lp(S)), ÿâëÿþùèõñÿ ñîâîêóïíîñòüþ âñåõ Σ-èçìåðèìûõ ôóíêöèé
ñî çíà÷åíèÿìè â R èëè C, äëÿ êîòîðûõ

‖x‖p :=

(∫
S

|x(s)|p dµ
)1/p

<∞, 1 ≤ p <∞,

‖x‖∞ := vraisup
s∈S

|x(s)| <∞, p =∞.

Ïîëîæèì

(x, y)S :=

∫
S

x(s)y(s) dµ.

Ðàññìàòðèâàåòñÿ çàäà÷à îïòèìàëüíîãî âîññòàíîâëåíèÿ ëèíåéíîãî
ôóíêöèîíàëà (x, f)S, f ∈ Lp′(S), 1/p + 1/p′ = 1, íà ìíîæåñòâå
BLp(S) ïî çíà÷åíèÿì ì. î. F (x) := Ix + δBY , ãäå I : Lp(S) → Y
� ëèíåéíûé îïåðàòîð, à Y � ëèíåéíîå íîðìèðîâàííîå ïðîñòðàí-
ñòâî. Ïîëîæèì ïðè 1 ≤ p <∞ è a ∈ C

a(p) :=

{
a|a|p−2, a 6= 0,

0, a = 0.

Ðàññìîòðèì ñëó÷àé, êîãäà Y = Lq(Ω). Îêàçûâàåòñÿ, ÷òî èìååòñÿ
íåêîòîðûå çíà÷åíèÿ ïîãðåøíîñòè δ, ÿâëÿþùèåñÿ â îïðåäåëåííîì
ñìûñëå òî÷êàìè ïåðåêëþ÷åíèÿ. Ïóñòü

δ1 :=
‖If(p′)‖q
‖f‖p′−1

p′

è äëÿ y∗ ∈ Lq′(Ω), 1/q + 1/q′ = 1,

δ0 := ‖y∗‖q
′−1
q′ inf

z∈Lq′ (Ω)

(y∗
(q′),z)Ω 6=0

‖I∗z‖p′
|(y∗(q′), z)Ω|

.

Òåîðåìà 4. Ïóñòü I : Lp(S) → Lq(Ω) � îãðàíè÷åííûé ëèíåéíûé

îïåðàòîð. Òîãäà

1) äëÿ 1 < p ≤ ∞ è 1 ≤ q ≤ ∞ ïðè δ ≥ δ1 y∗0 = 0 �

îïòèìàëüíûé ìåòîä âîññòàíîâëåíèÿ,

2) äëÿ 1 ≤ p < ∞, 1 < q < ∞ è f = I∗y∗, y∗ ∈ Lq′(Ω) ïðè

0 ≤ δ ≤ δ0 y∗0 = y∗ � îïòèìàëüíûé ìåòîä âîññòàíîâëåíèÿ,

3) äëÿ 1 < p, q < ∞ ïðè f ∈ I∗Lq′(Ω) è δ0 < δ < δ1 èëè ïðè

f /∈ I∗Lq′(Ω) è 0 ≤ δ < δ1, äëÿ òîãî ÷òîáû y∗ ∈ Lq′(Ω) ÿâ-
ëÿëñÿ îïòèìàëüíûì ìåòîäîì âîññòàíîâëåíèÿ, íåîáõîäè-

ìî, ÷òîáû âûïîëíÿëîñü ðàâåíñòâî

(5)
I(f − I∗y∗0)(p′)

‖f − I∗y∗0‖
p′−1
p′

= δ
(y∗0)(q′)

‖y∗0‖
q′−1
q′

,
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4) åñëè 1 < p, q ≤ ∞ è, êðîìå òîãî, I∗y∗0 ∈ L1(S) ïðè p = ∞,

òî âûïîëíåíèÿ ðàâåíñòâà (5) äîñòàòî÷íî, äëÿ òîãî ÷òîáû
y∗0 ∈ Lq′(Ω) ÿâëÿëñÿ îïòèìàëüíûì ìåòîäîì âîññòàíîâëå-

íèÿ,

5) åñëè 1 ≤ p, q ≤ ∞, y∗0 ∈ Lq′(Ω) � îïòèìàëüíûé ìåòîä

âîññòàíîâëåíèÿ è, êðîìå òîãî, I∗y∗0 ∈ L1(S) ïðè p =∞, òî

e(f, I, BLp(S), δ) = ‖f − I∗y∗0‖p′ + ‖y∗0‖q′ .

Îäíèì èç îñíîâíûõ ñïîñîáîâ ïîëó÷åíèÿ îïòèìàëüíûõ ìåòîäîâ
âîññòàíîâëåíèÿ â äàëüíåéøèõ èññëåäîâàíèÿõ ÿâëÿåòñÿ èñïîëüçîâà-
íèå ñïåöèàëüíîãî èíòåãðàëüíîãî ïðåäñòàâëåíèÿ äëÿ ïîãðåøíîñòè
âîññòàíîâëåíèÿ. Ïóñòü Y � ïðîèçâîëüíîå ëèíåéíîå ïðîñòðàíñòâî.
Âìåñòî BLp(S) áóäåì ðàññìàòðèâàòü ìíîæåñòâî BXp, ãäå Xp �
íåêîòîðîå ëèíåéíîå ïîäïðîñòðàíñòâî Lp(S) (òàêàÿ ñèòóàöèÿ ÿâëÿ-
åòñÿ òèïè÷íîé äëÿ âîññòàíîâëåíèÿ àíàëèòè÷åñêèõ èëè ãàðìîíè÷å-
ñêèõ ôóíêöèé).

Òåîðåìà 5. Ïóñòü g ∈ Xp, g 6= 0, g0 := g/‖g‖p, ‖Ig0‖ ≤ δ, y∗0 ∈ Y ∗,
〈y∗0, Ig0〉 = δ‖y∗0‖ è ïðè âñåõ x ∈ Xp èìååò ìåñòî ðàâåíñòâî

(6) (x, f)S − 〈y∗0, Ix〉 =

{
α(x, g(p))S, 1 ≤ p <∞,
(x, ϕg)S, p =∞,

ãäå α > 0, ϕ ∈ L1(S), ϕ(s) ≥ 0 ïî÷òè âñþäó è ïðè p =∞ |g(s)| = 1
ïî÷òè âñþäó. Òîãäà y∗0 � îïòèìàëüíûé ìåòîä, g0 � ýêñòðåìàëü-

íàÿ ôóíêöèÿ è

e(f,BXp, I, δ) = (g0, f)S =

{
α‖g‖p−1

p + δ‖y∗0‖, 1 ≤ p <∞,
‖ϕ‖1 + δ‖y∗0‖, p =∞.

Â �6 ðàññìàòðèâàåòñÿ çàäà÷à âîññòàíîâëåíèÿ ëèíåéíîãî ôóíêöè-
îíàëà (x, f)X , f ∈ X, íà åäèíè÷íîì øàðå ãèëüáåðòîâà ïðîñòðàíñòâà
X ïî çíà÷åíèÿì ëèíåéíîãî îãðàíè÷åííîãî îïåðàòîðà I : X → Lq(Ω),
çàäàííîãî ñ ïîãðåøíîñòüþ δ, äëÿ q =∞, 1. Â êà÷åñòâå ïðèëîæåíèÿ
ïîëó÷åííûõ ðåçóëüòàòîâ ðåøàþòñÿ çàäà÷è âîññòàíîâëåíèÿ ïî ïðè-
áëèæåííûì êîýôôèöèåíòàì Ôóðüå. Ïðèâåäåì îäèí èç ïîäîáíûõ
ðåçóëüòàòîâ.
Ïóñòü e1, e2, . . . � îðòîíîðìèðîâàííàÿ ñèñòåìà â ãèëüáåðòîâîì

ïðîñòðàíñòâå X (íå îáÿçàòåëüíî ïîëíàÿ è íå îáÿçàòåëüíî áåñêîíå÷-
íàÿ). Äëÿ x ∈ X ÷åðåç xj = (x, ej)X áóäåì îáîçíà÷àòü êîýôôèöè-
åíòû Ôóðüå ýëåìåíòà x ïî îòíîøåíèþ ê ýòîé ñèñòåìå. Ðàññìîòðèì
çàäà÷ó âîññòàíîâëåíèÿ ôóíêöèîíàëà (x, f)X , f 6= 0, ïî çíà÷åíèÿì
(x̃1, x̃2, . . .) òàêèì, ÷òî

|xj − x̃j| ≤ δλj, j = 1, 2, . . . ,
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ãäå λj ≥ 0. Ïðåäïîëîæèì, ÷òî

0 = λ1 = . . . = λm−1 < λj, j ≥ m,

|fm| > 0, |fm|λ−1
m ≥ |fm+1|λ−1

m+1 ≥ . . . .

Ïîëîæèì s := sup{j : |fj| > 0, j ≥ m},

µk :=
|fk|λ−1

k√√√√‖f‖2
X −

k∑
j=1

|fj|2 + |fk|2λ−2
k

k∑
j=1

|λj|2
, m ≤ k ≤ s

(åñëè s = ∞, òî ïîëàãàåì µ∞ := limk→∞ µk), ∆m−1 := (µm,+∞),
∆k := (µk+1, µk], m ≤ k < s, ∆s := [0, µs].

Òåîðåìà 6. Ïóñòü f ∈ X,

s∑
j=1

|fj| <∞. Òîãäà

1) åñëè δ ∈ ∆k, m− 1 ≤ k ≤ s è ïðè k = s f 6=
s∑
j=1

fjej, òî

(x, f)X ≈
k∑
j=1

|fj| − δλj
√√√√√√√√√√
‖f‖2

X −
k∑
j=1

|fj|2

1− δ2

k∑
j=1

λ2
j

 (f j)(1)x̃j

� îïòèìàëüíûé ìåòîä âîññòàíîâëåíèÿ, à

e(f, I, BX, δ) =

√√√√‖f‖2
X −

k∑
j=1

|fj|2

√√√√1− δ2

k∑
j=1

λ2
j + δ

k∑
j=1

λj|fj|.

2) åñëè δ ∈ ∆s è f =
s∑
j=1

fjej, òî ìåòîä

(x, f)X ≈
s∑
j=1

f jx̃j

ÿâëÿåòñÿ îïòèìàëüíûì ìåòîäîì âîññòàíîâëåíèÿ, à

e(f, I, BX, δ) = δ

s∑
j=1

λj|fj|.

Õàðàêòåðíîé îñîáåííîñòüþ çàäà÷ âîññòàíîâëåíèÿ ïî íåòî÷íîé
èíôîðìàöèè, õîðîøî âèäíîé íà ïðèìåðå òåîðåìû 6, ÿâëÿåòñÿ íà-
ëè÷èå �ëèøíåé� èíôîðìàöèè ïðè áîëüøèõ çíà÷åíèÿõ ïîãðåøíîñòè.
Òàê, íàïðèìåð, ïðè δ ∈ ∆k, k < s, èíôîðìàöèÿ î ïðèáëèæåííûõ
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çíà÷åíèÿõ êîýôôèöèåíòîâ Ôóðüå x̃k+1, x̃k+2, . . . íå èñïîëüçóåòñÿ â
îïòèìàëüíîì ìåòîäå.
Ãëàâà II ïîñâÿùåíà çàäà÷àì âîññòàíîâëåíèÿ àíàëèòè÷åñêèõ è

ãàðìîíè÷åñêèõ ôóíêöèé, à òàêæå èõ ïðîèçâîäíûõ ïî èíôîðìàöèè
î òî÷íûõ çíà÷åíèÿõ ýòèõ ôóíêöèé â íåêîòîðîé êîíå÷íîé èëè áåñêî-
íå÷íîé ñèñòåìå òî÷åê. Êðîìå òîãî, çäåñü ïîëó÷åí ðÿä ðåçóëüòàòîâ,
êàñàþùèõñÿ òî÷íûõ çíà÷åíèé êîëìîãîðîâñêèõ, ëèíåéíûõ è ãåëü-
ôàíäîâñêèõ n-ïîïåðå÷íèêîâ.
Â �1 ðåøåíà çàäà÷à îïòèìàëüíîãî âîññòàíîâëåíèÿ ôóíêöèîíàëà

Lλξf :=
ν+m∑
j=ν

λj
j!
f (j)(ξ),

ãäå λj ∈ C, λν+m 6= 0, ν ≥ 0, íà åäèíè÷íîì øàðå ïðîñòðàíñòâà
Õàðäè Hp ïî çíà÷åíèÿì èíôîðìàöèîííîãî îïåðàòîðà

If :=
{
f(ξ), . . . , f (ν−1)(ξ), f(z1), . . . , f (ν1−1)(z1), . . . ,

f(zn), . . . , f (νn−1)(zn)
}
,

ãäå ξ, z1, . . . , zn � ðàçëè÷íûå òî÷êè èç åäèíè÷íîãî êðóãà D := {z ∈
C : |z| <}.
×àñòíûå ñëó÷àè ýòîé çàäà÷è ðàññìàòðèâàëèñü â ðàáîòàõ àâòîðà

(p =∞, ν = m = 0), ×. Ìè÷åëëè è Ò. Ðèâëèíà (p =∞, λ = (0, 1)),
Ñ. Ôèøåðà è ×. Ìè÷åëëè (1 ≤ p < ∞, ν = m = 0), àâòîðà è
Ì.È. Ñòåñèíà (1 ≤ p ≤ ∞, λ = (λν , λν+1)). Çäåñü ìû ðàññìàòðè-
âàåì îáùèé ñëó÷àé è ñâîäèì åãî ê ðåøåíèþ çàäà÷è Êàðàòåîäîðè�
Ôåéåðà, êîòîðîå óäàåòñÿ îïèñàòü êîíñòðóêòèâíûì îáðàçîì.
Èç îïèñàíèÿ ðåøåíèÿ çàäà÷è Êàðàòåîäîðè�Ôåéåðà âûòåêàåò, ÷òî

ïðè âñåõ 1 ≤ p ≤ ∞ è m ∈ N äëÿ ëþáûõ γ1, . . . , γm ∈ C ñóùåñòâóåò
0 ≤ k ≤ m, äëÿ êîòîðîãî ñèñòåìà

(7)
k∑
j=1

(b
−s
j − bsj) +

2(p− 1)

p

m∑
j=1

bsj = γs, s = 1, . . . ,m,

áóäåò èìåòü ðåøåíèå, óäîâëåòâîðÿþùåå óñëîâèþ

(8) |bj| ≤ 1, j = 1, . . . , k, |bj| < 1, j = k + 1, . . . ,m.

(Ïðè p =∞ âñå âûðàæåíèÿ ñ p ïîíèìàþòñÿ êàê ïðåäåëüíûå çíà÷å-
íèÿ ïðè p→∞).
Ïîëîæèì dj := λ−1

ν+mλν+m−j, j = 1, . . . ,m,

A :=


1 0 . . . 0
d1

2

1

2
. . . 0

. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .
dm−1

m

dm−2

m
. . .

1

m

 , ρ := A−1d;
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çäåñü ρ = (ρ1, . . . , ρm)T , d = (d1, . . . , dm)T . Ïóñòü b1, . . . , bm � ðåøå-
íèÿ ñèñòåìû (7), óäîâëåòâîðÿþùèå óñëîâèÿì (8), äëÿ

γs := (−1)s
[(
m+ ν − 1 +

2

p

)
ξ
s

−
s∑
l=1

(−1)lC l
sξ
s−l

(1− |ξ|2)l
(
y(l−1)(ξ)

(l − 1)!
+ ρl

)]
,

ãäå y(z) := W−1(z)W ′(z), à

W (z) :=
n∏
j=1

(
z − zj
1− zjz

)νj
.

Ââåäåì ñëåäóþùèå îáîçíà÷åíèÿ:

W1(z) :=

(
z − ξ
1− ξz

)ν
W (z), ωj(z) :=

n∏
l=1
l 6=j

(
z − zl
1− zlz

)νl
,

αj :=
bj + ξ

1 + ξ bj
, j = 1, . . . ,m, r := (m+ 1)

p− 2

p
− ν,

Ψ(z) :=
k∏
j=1

z − αj
1− αjz

m∏
j=1

(1− αjz)2(p−1)/p,

C(ξ) :=
λν+mW (ξ)(1− |ξ|2)r

Ψ(ξ)
,

g(z) := ei argC(ξ)W1(z)(1− ξz)−2(m+1)/p

m∏
j=k+1

z − αj
1− αjz

m∏
j=1

(1− αjz)2/p.

×åðåç e(ξ, λ, I, BHp) îáîçíà÷èì ïîãðåøíîñòü îïòèìàëüíîãî âîñ-
ñòàíîâëåíèÿ.

Òåîðåìà 7. Ïðè âñåõ 1 ≤ p ≤ ∞ ìåòîä

Lλξf ≈
ν−1∑
l=0

cl(ξ)f
(l)(ξ) +

n∑
j=1

νj−1∑
l=0

cjl(ξ)f
(l)(zj),

ãäå

cl(ξ) := − C(ξ)

l!(ν +m− l)!

[
Ψ(z)

W (z)(1− ξz)r

](ν+m−l)∣∣∣
z=ξ

,

cjl(ξ) := − C(ξ)

l!(νj − l − 1)!

[
Ψ(z)(1− zjz)νj

ωj(z)(1− ξz)r(z − ξ)ν+m+1

](νj−l−1)∣∣∣
z=zj

,
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ÿâëÿåòñÿ îïòèìàëüíûì ìåòîäîì âîññòàíîâëåíèÿ, ôóíêöèÿ g0 :=
g/‖g‖Hp � ýêñòðåìàëüíàÿ è

e(ξ, λ, I, BHp) = Lλξ g0

= |C(ξ)|

 1

m!

[∏m
j=1(1− αjz)(z − αj)

(1− ξz)m+1

](m)∣∣∣
z=ξ


(p−1)/p

.

Â �2 ðàññìàòðèâàþòñÿ çàäà÷è âîññòàíîâëåíèÿ ãîëîìîðôíûõ
ôóíêöèé ìíîãèõ ïåðåìåííûõ. Ïóñòü B � åäèíè÷íûé øàð â Cn.
Äëÿ ìóëüòèèíäåêñà α := (α1, . . . , αn) ïîëîæèì

Dj :=
∂

∂zj
, Dα := Dα1

1 . . . Dαn
n , |α| := α1 + · · ·+ αn.

Ðàññìàòðèâàåòñÿ çàäà÷à îïòèìàëüíîãî âîññòàíîâëåíèÿ çíà÷åíèÿ
ôóíêöèè èç åäèíè÷íîãî øàðà ïðîñòðàíñòâà Õàðäè Hp â íåêîòîðîé
òî÷êå a ∈ B ïî çíà÷åíèÿì ñëåäîâ ôóíêöèé Dαf , |α| = 0, . . . , r − 1,
íà àôôèííîì ïîäìíîæåñòâå Cn âèäà

A := { z ∈ B : zn−k+1 = cn−k+1, . . . , zn = cn },
ãäå c = (0, . . . , 0, cn−k+1, . . . , cn) ∈ B. Òåì ñàìûì èíôîðìàöèîííûì
îïåðàòîðîì ÿâëÿåòñÿ îïåðàòîð

IrAf :=
{
Dαf|A

}
, |α| = 0, . . . , r − 1.

Îòâåò äàåòñÿ â òåðìèíàõ ñïåöèàëüíîé ôóíêöèè Φn(ρ, u), êîòîðàÿ
ìîæåò áûòü çàïèñàíà â âèäå

Φn(ρ, u) =
Γ(n+ ρ/2)

Γ(ρ/2)
(1− u)−nQn(ρ, u),

ãäå

Qn(ρ, u) =
n−1∑
m=0

(−1)m

m+ ρ/2
Cm
n−1u

m.

Äëÿ z = (z1, . . . , zn) ∈ Cn è 1 ≤ k ≤ n ïîëîæèì

z′k := (z1, . . . , zn−k, 0, . . . , 0), z′′k := z − z′k,

〈z, w〉 :=
n∑

m=1

zmwm, z, w ∈ Cn, |z|2 := 〈z, z〉,

sk(z, w) :=
〈z, w′′k〉

1− 〈z, w′k〉
.

Îáîçíà÷èì ÷åðåç

∆nk(p) :=
{
z ∈ B : |z′′k |2 < λ2

n(p)(1− |z′k|2)
}
, ∆nk(∞) := B,

ãäå
λn(ρ) := min{ |u| : Qn(ρ, u) = 0 }.
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Îãðàíè÷èìñÿ äëÿ ïðîñòîòû ñëó÷àåì, êîãäà A = Ak := { z ∈ B :
zn−k+1 = . . . = zn = 0 }.
Òåîðåìà 8. Ïóñòü 1 ≤ p ≤ ∞ è 1 ≤ k ≤ n. Äëÿ âñåõ a ∈ ∆nk(rp)
ìåòîä

f(a) ≈


χ(2−p)/p(a)

r−1∑
j=0

1

j!
dj
(
χ(p−2)/p(z)f(z)

)∣∣z=a′k , 1 ≤ p <∞,

(1− |a|2)
r−1∑
j=0

1

j!
dj
(

f(z)

1− 〈z, a〉

)∣∣z=a′k , p =∞,

ãäå dz = a′′k, à

χ(z) :=
Φn (rp, sk(z, a))

(n− 1)! (1− 〈z, a′k〉)
n+rp/2

,

ÿâëÿåòñÿ îïòèìàëüíûì ìåòîäîì âîññòàíîâëåíèÿ íà êëàññå BHp

ïî èíôîðìàöèè IrAk . Äëÿ ïîãðåøíîñòè îïòèìàëüíîãî âîññòàíîâ-

ëåíèÿ èìååò ìåñòî ðàâåíñòâî

e(a, IrAk , BHp) =

{
χ1/p(a)|a′′k|r, 1 ≤ p <∞,

|a′′k|r (1− |a′k|2)
−r/2

, p =∞.
Ïðè a ∈ ∆nk(rp) \ Ak ýêñòðåìàëüíàÿ ôóíêöèÿ èìååò âèä

g0(z) =


χ−1/p(a)|a′′k|−rχ2/p(z)(〈z, a′′k〉)r, 1 ≤ p <∞,(√

1− |a′k|2
|a′′k|

〈z, a′′k〉
1− 〈z, a′k〉

)r
, p =∞.

Èíòåðåñíî, ÷òî ïðè âñåõ 1 ≤ p <∞ è 1 ≤ n ≤ 5 ∆nk(p) = B, à ïðè
ëþáîì n ≥ 6 ñóùåñòâóþò p ≥ 1, äëÿ êîòîðûõ B \∆nk(p) 6= ∅. Òàêèì
îáðàçîì, ðàññìàòðèâàåìàÿ çàäà÷à ïðè 1 ≤ n ≤ 5 ðåøåíà ïîëíîñòüþ,
à ïðè n ≥ 6 ñóùåñòâóåò îáëàñòü B \ ∆nk(p), ãäå ýêñòðåìàëüíàÿ
ôóíêöèÿ èìååò áîëåå ñëîæíûé âèä. Â îäíîìåðíîì ñëó÷àå ïîäîáíûé
ýôôåêò ðàçáèåíèÿ îáëàñòè íà íåêîòîðûå ïîäîáëàñòè, â êîòîðûõ
ýêñòðåìàëüíàÿ ôóíêöèÿ èìååò ðàçëè÷íîå ÷èñëî íóëåé, âñòðå÷àëñÿ
ïðè âîññòàíîâëåíèè ïðîèçâîäíûõ.
Èç ïîëó÷åííîé òåîðåìû, âûòåêàåò ñëåäñòâèå, ÿâëÿþùååñÿ îáîá-

ùåíèåì ëåììû Øâàðöà.

Ñëåäñòâèå. Ïðè âñåõ 1 ≤ p < ∞ äëÿ a ∈ B òàêèõ, ÷òî |a| <
λn(rp), èìååò ìåñòî ðàâåíñòâî

sup
f∈BHp

(Dαf)(0)=0, |α|≤r−1

|f(a)|

=
|a|r

(1− |a|2)n/p

[
Γ(n+ rp/2)

Γ(n)Γ(rp/2)

n−1∑
m=0

(−1)m

m+ rp/2
Cm
n−1|a|2m

]1/p

.



17

Ðÿä àíàëîãè÷íûõ ðåçóëüòàòîâ ïîëó÷åí äëÿ âîññòàíîâëåíèÿ â ïðî-
ñòðàíñòâàõ Áåðãìàíà Ap(B).
Â �3 ðàññìîòðåíû çàäà÷è âîññòàíîâëåíèÿ íà êëàññàõ ãàðìîíè÷å-

ñêèõ ôóíêöèé, àíàëîãè÷íûå òåì, êîòîðûå ðàññìàòðèâàëèñü â �1.
Â �4 èññëåäóþòñÿ çàäà÷è îïòèìàëüíîãî âûáîðà èíôîðìàöèîí-

íîãî îïåðàòîðà è òåñíî ñâÿçàííûå ñ íèìè çàäà÷è î íàõîæäåíèè
n-ïîïåðå÷íèêîâ. Îáîçíà÷èì ÷åðåç H∞(G) êëàññ àíàëèòè÷åñêèõ â
îáëàñòè G ∈ C ôóíêöèé, óäîâëåòâîðÿþùèõ óñëîâèþ

‖f‖H∞(G) := sup
z∈G
|f(z)| <∞.

Àíàëîãè÷íîå îáîçíà÷åíèå h∞(G) áóäåì èñïîëüçîâàòü äëÿ ãàðìîíè-
÷åñêèõ ôóíêöèé. Ïóñòü DH := {z ∈ C : | Im z| < H} è H̃∞(DH)
ìíîæåñòâî 2π-ïåðèîäè÷åñêèõ ôóíêöèé èç H∞(DH). Ïîëîæèì

en([0, 2π), BH̃∞(DH)) := inf
tj∈[0,2π)

sup
t∈[0,2π)

e(t, Iτ , BH̃∞(DH)),

ãäå Iτf = {f(t1), . . . , f(tn)}, è

κ(x) = 4x1/2

( ∞∑
m=0

xm(m+1)

)2(
1 + 2

∞∑
m=1

xm
2

)−2

.

Òåîðåìà 9. Ïóñòü k = κ(e−2H), à λ = κ(e−2Hn). Òîãäà
1) ïðè âñåõ n ∈ N èìååò ìåñòî ðàâåíñòâî

en([0, 2π), BH̃∞(DH)) =

{√
λ, n = 2s,√
kλ, n = 2s− 1,

ïðè÷åì åäèíñòâåííûìè ñ òî÷íîñòüþ äî ñäâèãà îïòèìàëüíûìè óç-

ëàìè ÿâëÿþòñÿ óçëû t∗j = (j − 1)2π/n, j = 1, . . . , n;
2) ìåòîä

f(t) ≈ K

nΛ
sn

(
nΛ

π
t, λ

) n−1∑
j=0

(−1)jcn

(
K

π
t− j 2K

n

)
f

(
j

2π

n

)
,

â êîòîðîì

cn(x) =


cn(x, k) dn(x, k)

sn(x, k)
+ iµ, n = 2s,

dn2(x, k)

sn(x, k)
, n = 2s− 1,

à µ � ïðîèçâîëüíîå âåùåñòâåííîå ÷èñëî, óäîâëåòâîðÿþùåå óñëî-

âèþ |µ| ≤ 1−k, ÿâëÿåòñÿ îïòèìàëüíûì ìåòîäîì âîññòàíîâëåíèÿ

íà êëàññå BH̃∞(DH) ïðè âñåõ t ∈ R.

Âòîðàÿ ÷àñòü �4 ïîñâÿùåíà íàõîæäåíèþ òî÷íûõ çíà÷åíèé êîëìî-
ãîðîâñêèõ, ëèíåéíûõ è ãåëüôàíäîâñêèõ n-ïîïåðå÷íèêîâ, êîòîðûå
îáîçíà÷àþòñÿ ÷åðåç dn, λn è dn, ñîîòâåòñòâåííî. Ïðèâåäåì íåêîòî-
ðûå èç ïîëó÷åííûõ ðåçóëüòàòîâ.
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Ïóñòü AH � êëàññ ôóíêöèé, âåùåñòâåííûõ íà âåùåñòâåííîé îñè,
2π-ïåðèîäè÷åñêèõ, àíàëèòè÷åñêè ïðîäîëæàåìûõ â ïîëîñó DH è
óäîâëåòâîðÿþùèõ â íåé óñëîâèþ |Re f(z)| ≤ 1. Ìíîæåñòâî ôóíê-
öèé èç H̃∞(DH), âåùåñòâåííûõ íà âåùåñòâåííîé îñè, îáîçíà÷èì ÷å-
ðåç H̃R

∞(DH). Ïîëîæèì

Iq0(λ) :=

∫ 1

0

tq dt√
(1− t2)(1− λ2t2)

,

Iq1(λ) :=

∫ 1

0

arctanq(
√
λt) dt√

(1− t2)(1− λ2t2)
.

Òåîðåìà 10. Ïðè âñåõ 1 ≤ q <∞

d2n(AH , Lq) = λ2n(AH , Lq) = d2n(AH , Lq) =
4

π

(
2π

Λ
Iq1(λ)

)1/q

=
8

π

2
√
π

Γ

(
q + 1

2

)
Γ
(q

2
+ 1
)


1/q

e−Hn +O
(
e−5Hn

)
,

ãäå λ = κ(e−4Hn).

Òåîðåìà 11. Ïðè âñåõ 1 ≤ q ≤ ∞

d2n(BH̃R
∞(DH), Lq) = λ2n(BH̃R

∞(DH), Lq) = d2n(BH̃R
∞(DH), Lq)

=



√
λ

(
2π

Λ
Iq0(λ)

)1/q

= 2

2
√
π

Γ

(
q + 1

2

)
Γ
(q

2
+ 1
)


1/q

e−Hn

+O
(
e−5Hn

)
, 1 ≤ q <∞,√

λ = 2e−Hn +O
(
e−5Hn

)
, q =∞,

ãäå λ = κ(e−4Hn).

Â �5 ìû íàõîäèì íåêîòîðûå òî÷íûå çíà÷åíèÿ ãåëüôàíäîâñêèõ è
ëèíåéíûõ ïîïåðå÷íèêîâ äëÿ ìíîãîìåðíûõ êëàññîâ Õàðäè è Áåðã-
ìàíà.
Ïóñòü ôóíêöèÿ f(z), z ∈ Cn, ðàçëàãàåòñÿ â ñòåïåííîé ðÿä

(9) f(z) =
∞∑
|α|=0

cαz
α.

Îáîçíà÷èì ÷åðåç Fs(z) ñóììó ÷ëåíîâ cαzα ñòåïåííîãî ðÿäà, ó êîòî-
ðûõ |α| = s. Òîãäà ñòåïåííîé ðÿä (9), çàïèñàííûé â âèäå

(10) f(z) =
∞∑
s=0

Fs(z),
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íàçûâàåòñÿ îäíîðîäíûì ðàçëîæåíèåì ôóíêöèè f . Ðàäèàëüíàÿ ïðî-
èçâîäíàÿ ïîðÿäêà r äëÿ ôóíêöèè, èìåþùåé îäíîðîäíîå ðàçëîæåíèå
(10), îïðåäåëÿåòñÿ ðàâåíñòâîì

Rrf(z) :=
∞∑
s=r

s!

(s− r)!
Fs(z).

Îáîçíà÷èì ÷åðåç HRr
2(Bn) êëàññ ôóíêöèé f , ãîëîìîðôíûõ â

Bn := {z ∈ Cn : |z| < 1}, äëÿ êîòîðûõ Rrf ∈ BH2(Bn). ×åðåç
ARr

2(Bn) áóäåì îáîçíà÷àòü êëàññ ôóíêöèé f , ãîëîìîðôíûõ â Bn,
äëÿ êîòîðûõ Rrf ∈ BA2(Bn).
Ïîëîæèì

Sρ := { z ∈ Cn : |z| = ρ } , Cρ = C(Sρ), Nm :=
m−1∑
s=0

Cn−1
n+s−1.

×èñëî Nm ðàâíî ðàçìåðíîñòè ïðîñòðàíñòâà ïîëèíîìîâ îò n ïåðå-
ìåííûõ ñòåïåíè íå âûøå m− 1.

Òåîðåìà 12. Ïðè âñåõ 0 < ρ < 1 è m ≥ r ≥ 0

dNm (HRr
2(Bn), Cρ) = λNm (HRr

2(Bn), Cρ)

= ρm
(

1

(n− 1)!

∞∑
s=0

((m− r + s)!)2(n+m− 1 + s)!

((m+ s)!)3
ρ2s

)1/2

.

Ïðè âñåõ 0 < ρ < 1 è m ≥ r ≥ 1

dNm (ARr
2(Bn), Cρ) = λNm (ARr

2(Bn), Cρ)

= ρm
(

1

n!

∞∑
s=0

((m− r + s)!)2(n+m+ s)!

((m+ s)!)3
ρ2s

)1/2

.

Ïðè âñåõ

0 < ρ ≤
(

n

n+m

) 1
2m

dNm (BA2(Bn), Cρ) = λNm (BA2(Bn), Cρ)

= ρm
(

1

n!

∞∑
s=0

(n+m+ s)!

(m+ s)!
ρ2s

)1/2

=
ρm

(1− ρ2)(n+1)/2

(
Cn
n+m

n∑
s=0

(−1)s

1 + s/m
Cs
nρ

2s

)1/2

.

Àíàëîãè÷íûå ðåçóëüòàòû ïîëó÷åíû äëÿ êëàññîâ Õàðäè è Áåðã-
ìàíà â åäèíè÷íîì ïîëèêðóãå.
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Â �6 èññëåäóþòñÿ çàäà÷è âîññòàíîâëåíèÿ, ïîäîáíûå çàäà÷àì, ðàñ-
ñìîòðåííûì â ��1 è 3, ïî èíôîðìàöèè î çíà÷åíèÿõ ôóíêöèè â áåñ-
êîíå÷íûõ ñèñòåìàõ òî÷åê {zj}∞1 è {zj}∞∞. Ñ ïîìîùüþ ýòèõ ðåçóëü-
òàòîâ íàéäåíû â ÿâíîì âèäå îïòèìàëüíûå ìåòîäû â îäíîé çàäà÷å,
ïîñòàâëåííîé Ñóíü Þí-Øåíîì.
Ïóñòü W � íåêîòîðûé êëàññ ôóíêöèé, îïðåäåëåííûõ íà âñåé âå-

ùåñòâåííîé îñè. Îáîçíà÷èì ÷åðåç Θ̃τ , τ > 0, ñèñòåìû óçëîâ {ξj}∞−∞,
äëÿ êàæäîé èç êîòîðûõ

1) ñóùåñòâóåò n ∈ N òàêîå, ÷òî

−nτ ≤ ξ−n < ξ−n+1 < . . . < ξn−1 < nτ,

2) ξj+2n = 2nτ + ξj ïðè âñåõ j ∈ Z. Ïîëîæèì
e(τ,W ) := inf

ξ∈Θ̃τ

sup
x∈R

inf
S : Iξ(W )→R

sup
f∈W
|f(x)− S(Iξf)|,

ãäå
Iξf := {f(ξj)}∞−∞.

Ñèñòåìó óçëîâ, íà êîòîðîé äîñòèãàåòñÿ íèæíÿÿ ãðàíü áóäåì íàçû-
âàòü îïòèìàëüíîé.

Òåîðåìà 13. Èìåþò ìåñòî ðàâåíñòâà

e(τ, BH∞(DH)) = (κ(exp(−4πH/τ)))1/2 ,

(11) e(τ, Bh∞(DH)) =
4

π

∞∑
m=0

(−1)m

2m+ 1

1

ch

[
(2m+ 1)

πH

τ

] .
Ñèñòåìà {jτ}∞−∞ ÿâëÿåòñÿ îïòèìàëüíîé â îáîèõ ñëó÷àÿõ, à ñîîò-

âåòñòâóþùèå ýòîé ñèñòåìå îïòèìàëüíûå ìåòîäû èìåþò âèä

f(x) ≈ π

K ′
sn

(
K ′

2H
x, k

) ∞∑
j=−∞

(−1)j
f(jτ)

sh
[ π

2H
(x− jτ)

] ,

u(x) ≈ π

K ′

sn

(
K ′

2H
x, k

)
1 + k sn2

(
K ′

2H
x, k

) ∞∑
j=−∞

(−1)j
u(jτ)

sh
[ π

2H
(x− jτ)

] ,
ãäå k = κ(exp(−4πH/τ)).

Ðàâåíñòâî (11) è îïòèìàëüíîñòü óçëîâ {jτ}∞−∞ äëÿ êëàññà
Bh∞(DH) áûëè ïîëó÷åíû ðàíåå Ñóíü Þí-Øåíîì.
Â òðåòüåé ãëàâå ðàññìîòðåíû çàäà÷è îïòèìàëüíîãî âîññòàíîâëå-

íèÿ îãðàíè÷åííûõ àíàëèòè÷åñêèõ ôóíêöèé è èõ ïðîèçâîäíûõ ïî
íåòî÷íî çàäàííîé èíôîðìàöèè.
Â �1 èçó÷àåòñÿ ïîãðåøíîñòü îïòèìàëüíîãî ìåòîäà âîññòàíîâëå-

íèÿ, åñëè âìåñòî òî÷íûõ çíà÷åíèé èñïîëüçóþòñÿ ïðèáëèæåííûå.
Ïðè ýòîì ââîäèòñÿ âåëè÷èíà, àíàëîãè÷íàÿ êîíñòàíòå Ëåáåãà ïðè
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èíòåðïîëÿöèè ìíîãî÷ëåíàìè Ëàãðàíæà. Èç ïîëó÷åííûõ ðåçóëüòà-
òîâ â ïðåäåëüíîì ñëó÷àå âûòåêàþò èçâåñòíûå ðåçóëüòàòû îòíîñè-
òåëüíî êîíñòàíò Ëåáåãà.
Â �2 èçó÷àåòñÿ çàäà÷à îïòèìàëüíîãî âîññòàíîâëåíèÿ ôóíêöèè

èç êëàññà BH∞ â òî÷êå z0 ∈ D ïî çíà÷åíèÿì èíôîðìàöèîííîãî
îïåðàòîðà

If := f∣∣E, E ⊂ D,

çàäàííîãî ñ ïîãðåøíîñòüþ δ â íîðìå ïðîñòðàíñòâà C(E). Èç îáùèõ
ðåçóëüòàòîâ (ñì. (4)) âûòåêàåò ñëåäóþùåå ðàâåíñòâî äëÿ ïîãðåø-
íîñòè îïòèìàëüíîãî âîññòàíîâëåíèÿ

(12) e(z0, E, δ) = sup
f∈BH∞

|f(z)|≤δ, z∈E

|f(z0)|.

Ýêñòðåìàëüíàÿ çàäà÷à (12) äëÿ E = (−1, 0) èçâåñòíà êàê çàäà÷à
Ìèþ, äëÿ E = {z ∈ D : |z| ≤ r} � êàê çàäà÷à Óîëøà è äëÿ E =
[a, b] ⊂ (−1, 1) � êàê çàäà÷à Õåéíñà. Áîëåå îáùèå çàäà÷è ïîäîáíîãî
òèïà èçó÷àëèñü Ñ. ß. Õàâèíñîíîì.
Äëÿ çàäà÷è (12) õàðàêòåðíûì ÿâëÿåòñÿ ýôôåêò �î÷èñòêè�, êîãäà

ðåøåíèå ñîâïàäàåò ñ ðåøåíèåì àíàëîãè÷íîé çàäà÷è äëÿ ìíîæåñòâà
E1 ⊂ E, ñîñòîÿùåì èç êîíå÷íîãî èëè äèñêðåòíîãî ìíîæåñòâà òî÷åê.
Ñ òî÷êè çðåíèÿ âîññòàíîâëåíèÿ ýòîò ýôôåêò îçíà÷àåò, ÷òî èç âñåõ
çíà÷åíèé âîññòàíàâëèâàåìîé ôóíêöèè íà E äîñòàòî÷íî çíàòü åå
çíà÷åíèÿ íà E1, à èíôîðìàöèÿ î çíà÷åíèÿõ â òî÷êàõ ìíîæåñòâà
E \ E1 ÿâëÿåòñÿ ëèøíåé.
Îáîçíà÷èì ÷åðåç E ìíîæåñòâî òàêèõ E1 ⊂ E, äëÿ êîòîðûõ ðåøå-

íèå çàäà÷è (12) äëÿ E è E1 ñîâïàäàþò. Ïîðÿäêîì èíôîðìàòèâíîñòè
ìíîæåñòâà E ïðè çàäàííûõ z0 è δ áóäåì íàçûâàòü âåëè÷èíó

In(z0, E, δ) := inf
E1⊂E

cardE1,

à ìíîæåñòâà, íà êîòîðûõ äîñòèãàåòñÿ ýòà íèæíÿÿ ãðàíü, íàçîâåì
ïîëíûìè èíôîðìàòèâíûìè ñèñòåìàìè.

Òåîðåìà 14. Ïóñòü E ⊂ (−1, 1) � çàìêíóòîå ìíîæåñòâî, 0 <
δ < 1 è z0 ∈ (−1, 1) \ E. Òîãäà

1) ýêñòðåìàëüíàÿ ôóíêöèÿ â çàäà÷å (12), íîðìèðîâàííàÿ óñëî-

âèåì f ∗(z0) > 0, ñóùåñòâóåò, åäèíñòâåííà è èìååò âèä

(13) f ∗(z) = λ

m∏
j=1

z − αj
1− αjz

, αj ∈ (−1, 1), λ = 1 èëè 1;

2) ôóíêöèÿ (13), íîðìèðîâàííàÿ óñëîâèåì f ∗(z0) > 0, ÿâëÿåòñÿ
ýêñòðåìàëüíîé â çàäà÷å (12) òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà ïðè âñåõ
z ∈ E |f ∗(z)| ≤ δ è íàéäóòñÿ òî÷êè x1 < . . . < xm, xj ∈ E, òàêèå,
÷òî

f ∗(xj) =

{
(−1)p+jδ, j = 1, . . . , p,

(−1)p+j+1δ, j = p+ 1, . . . ,m,
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ãäå 0 ≤ p ≤ m òàêîâî, ÷òî z0 ∈ (xp, xp+1) (x0 := −1, xm+1 :=
1), à λ = (−1)p+m. Ïðè ýòîì In(z0, E, δ) = m, à òî÷êè x1, . . . , xm
ÿâëÿþòñÿ ïîëíîé èíôîðìàòèâíîé ñèñòåìîé.

Â ýòîì æå ïàðàãðàôå ñòðîèòñÿ îïòèìàëüíûé ìåòîä âîññòàíîâëå-
íèÿ è óêàçûâàåòñÿ àëãîðèòì íàõîæäåíèÿ ïîëíîé èíôîðìàòèâíîé
ñèñòåìû.
Â �3 èññëåäóåòñÿ çàâèñèìîñòü ïîðÿäêà èíôîðìàòèâíîñòè îò âå-

ëè÷èíû ïîãðåøíîñòè δ. Ïîëîæèì

δn(E) := inf
B∈Bn

‖B‖C(E),

ãäå Bn � ìíîæåñòâî ïðîèçâåäåíèé Áëÿøêå ïîðÿäêà íå âûøå n.

Òåîðåìà 15. Ïóñòü E ⊂ (−1, 1) � çàìêíóòîå ìíîæåñòâî è z0 ∈
(−1, 1) \ E. Òîãäà

1) ïðè δn(E) ≤ δ < δn−1(E) (δ0(E) := 1) ñïðàâåäëèâû íåðàâåíñòâà

n ≤ In(z0, E, δ) ≤ n+ 1,

ïðè÷åì, åñëè z0 ∈ (−1, 1) \ coE, òî

In(z0, E, δ) = n.

2) ïðè âñåõ δ ∈ (0, 1)

In(z0, E, δ) ≥ c(E) log
1

δ
,

êðîìå òîãî,

lim
δ→0

In(z0, E, δ)

log 1
δ

= c(E),

ãäå c(E) � åìêîñòü êîíäåíñàòîðà (E,C \D).

Â �4 ðàññìàòðèâàþòñÿ çàäà÷è âîññòàíîâëåíèÿ äëÿ ñëó÷àåâ, êîãäà
E = [−l, 0] (l ∈ (0, 1)), (−1, 0) è z0 ∈ (0, 1). Èññëåäóåòñÿ òàêæå çàäà-
÷à îá îïòèìàëüíîé èíòåðïîëÿöèè, ïîä êîòîðîé ïîíèìàåòñÿ çàäà÷à
î íàõîæäåíèè âåëè÷èíû

en(E, δ) := inf
F⊂E

cardF≤n

sup
z0∈E

e(z0, E, δ)

è ìíîæåñòâà F0, íà êîòîðîì äîñòèãàåòñÿ íèæíÿÿ ãðàíü.
�5 ïîñâÿùåí âîññòàíîâëåíèþ ïðîèçâîäíûõ îãðàíè÷åííûõ àíàëè-

òè÷åñêèõ è ãàðìîíè÷åñêèõ ôóíêöèé ïî íåòî÷íûì äàííûì.
Ïóñòü W � íåêîòîðûé êëàññ ôóíêöèé, îïðåäåëåííûõ â îáëàñòè

Ω ⊂ C, è E ⊂ Ω. Ïîëîæèì

e(k)(z0, E, δ,W ) := inf
S : C(E)→C

sup
f∈W

sup
y∈C(E)

‖f−y‖C(E)≤δ

|f (k)(z0)− S(y)|.
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Òåîðåìà 16. Äëÿ âñåõ 0 < δ < 1 è z0 ∈ (−1, 1) ìåòîä

f ′(z0) ≈ 2π

D′(1− δ4)(1− z2
0)

∞∑
j=−∞

(−1)j+1

sh2

(
(2j − 1)

πD

D′

) f̃(zj),

ãäå

zj =

th

(
(2j − 1)

πD

2D′

)
+ z0

1 + z0 th

(
(2j − 1)

πD

2D′

) ,
D è D′ � ïîëíûå ýëëèïòè÷åñêèå èíòåãðàëû ïåðâîãî ðîäà äëÿ ìî-

äóëåé δ2 è
√

1− δ4, ñîîòâåòñòâåííî, ÿâëÿåòñÿ îïòèìàëüíûì ìå-

òîäîì âîññòàíîâëåíèÿ íà êëàññå BH∞ ïî çíà÷åíèÿì, çàäàííûì íà

ìíîæåñòâå (−1, 1) ñ ïîãðåøíîñòüþ δ, è

e′(z0, (−1, 1), δ, BH∞) =
2δD′

π(1− z2
0)

=
4

π(1− z2
0)
δ log

2

δ
+O

(
δ5 log

2

δ

)
.

Ñ ïîìîùüþ êîíôîðìíîãî îòîáðàæåíèÿ ïîëîñûDH íà åäèíè÷íûé
êðóã D èç ýòîãî ðåçóëüòàòà ïîëó÷àåì

e′(z0,R, δ, BH∞(DH)) =
δD′

2H
.

Èç ïîñëåäíåãî ðàâåíñòâà è îáùåãî ñîîòíîøåíèÿ (4) ñëåäóåò òî÷-
íîå íåðàâåíñòâî êîëìîãîðîâñêîãî òèïà äëÿ ïðîèçâîäíûõ ôóíêöèé
f ∈ BH∞(DH)

‖f ′‖C(R) ≤
1

2H
‖f‖C(R)‖f‖2

H∞(DH)

×
∫ π/2

0

(
‖f‖4

H∞(DH) cos2 t+ ‖f‖4
C(R) sin2 t

)−1/2
dt.

Çàäà÷à âîññòàíîâëåíèÿ âòîðîé ïðîèçâîäíîé íåñêîëüêî îòëè÷àåò-
ñÿ îò ðàññìîòðåííîé çàäà÷è. Îêàçûâàåòñÿ, ÷òî çäåñü ñóùåñòâóåò
íåêîòîðîå çíà÷åíèå δ0 ∈ (0, 1) òàêîå, ÷òî õàðàêòåð ïîâåäåíèÿ ýêñ-
òðåìàëüíîé ôóíêöèè êà÷åñòâåííî ìåíÿåòñÿ â çàâèñèìîñòè îò òîãî,
êàêîìó èç ìíîæåñòâ (0, δ0] èëè (δ0, 1) ïðèíàäëåæèò âåëè÷èíà ïî-
ãðåøíîñòè çàäàíèÿ èñõîäíûõ äàííûõ δ. Çíà÷åíèå δ0 ÿâëÿåòñÿ ðå-
øåíèåì óðàâíåíèÿ

C(δ) :=
8

3

[
1− 5δ4

2

(
D′

π

)2

− 1

]
= 0

(âû÷èñëåíèÿ ïîêàçûâàþò, ÷òî δ0 = 0, 2145 . . .).
Ðÿä àíàëîãè÷íûõ ðåçóëüòàòîâ ïîëó÷åí òàêæå äëÿ êëàññà Bh∞.
Ãëàâà IV ïîñâÿùåíà çàäà÷àì ïîñòðîåíèÿ íàèëó÷øèõ è îïòèìàëü-

íûõ êâàäðàòóðíûõ ôîðìóë. ÏóñòüW � íåêîòîðûé êëàññ ôóíêöèé,
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îïðåäåëåííûõ â îáëàñòè Ω ⊂ C, ñîäåðæàùåé èíòåðâàë âåùåñòâåí-
íîé îñè (a, b). Ðàññìàòðèâàåòñÿ çàäà÷à îïòèìàëüíîãî âîññòàíîâëå-
íèÿ ôóíêöèîíàëà

Lf :=

∫ b

a

f(x)p(x) dx

äëÿ ôóíêöèé f ∈ W ïî òî÷íûì çíà÷åíèÿì èíôîðìàöèîííîãî îïå-
ðàòîðà

If :=
{
f(x1), . . . , f (ν1−1)(x1), . . . , f(xn), . . . , f (νn−1)(xn)

}
,

ãäå p � âåñîâàÿ ôóíêöèÿ, à x1, . . . , xn � ðàçëè÷íûå òî÷êè èç ìíî-
æåñòâà R ∩ Ω.
Ïîëîæèì äëÿ ν := (ν1, . . . , νn)

τν :=

(
x1, . . . , xn
ν1, . . . , νn

)
,

e(τν ,W, p) := e(L, I,W, 0).

Èç îáùåé òåîðèè ñëåäóåò, ÷òî ñðåäè îïòèìàëüíûõ ìåòîäîâ âîññòà-
íîâëåíèÿ ñóùåñòâóåò ëèíåéíûé, ò.å. êâàäðàòóðíàÿ ôîðìóëà. Åå ìû
è íàçûâàåì íàèëó÷øåé äëÿ äàííîé ñèñòåìû óçëîâ τν .
Â �1 íàõîäÿòñÿ íàèëó÷øèå êâàäðàòóðíûå ôîðìóëû ïðè ÷åòíûõ

êðàòíîñòÿõ ν1, . . . , νn äëÿ êëàññîâ BH∞ è Bh∞.
Ïîëîæèì

(14) e(ν,W, p) := inf
x1<...<xn
xj∈Ω∩R

e(τν ,W, p).

Òî÷êè, íà êîòîðûõ äîñòèãàåòñÿ íèæíÿÿ ãðàíü íàçîâåì îïòèìàëüíû-
ìè óçëàìè. Íàèëó÷øóþ êâàäðàòóðíóþ ôîðìóëó äëÿ îïòèìàëüíûõ
óçëîâ áóäåì íàçûâàòü îïòèìàëüíîé.
Çàäà÷à îá îïòèìàëüíîé êâàäðàòóðíîé ôîðìóëå, íàçûâàåìàÿ çà-

äà÷åé Êîëìîãîðîâà�Íèêîëüñêîãî, èññëåäîâàëàñü ìíîãèìè àâòîðà-
ìè. Îñíîâíûå ðåçóëüòàòû, ïîëó÷åííûå äëÿ êëàññîâ ãëàäêèõ ôóíê-
öèé, ïðèâåäåíû Í.Ï. Êîðíåé÷óêîì â äîáàâëåíèè â ìîíîãðàôèè
Ñ.Ì. Íèêîëüñêîãî �Êâàäðàòóðíûå ôîðìóëû� Ì: Íàóêà, 1979. Äëÿ
êëàññîâ àíàëèòè÷åñêèõ ôóíêöèé ïîðÿäêîâûå îöåíêè âåëè÷èíû (14)
èññëåäîâàëèñü â ðàáîòàõ Í.Ñ. Áàõâàëîâà, ß.-Å. Àíäåðñîíà è Á. Áî-
ÿíîâà.
Â �3 ñ ïîìîùüþ ðÿäà âñïîìîãàòåëüíûõ ðåçóëüòàòîâ, ïîëó÷åí-

íûõ â �2, äîêàçûâàåòñÿ ñóùåñòâîâàíèå îïòèìàëüíûõ êâàäðàòóð-
íûõ ôîðìóë äëÿ ëþáûõ êðàòíîñòåé íà êëàññàõ BH∞ è Bh∞. Â
îáùåì ñëó÷àå îïòèìàëüíûå óçëû ìîãóò áûòü íå åäèíñòâåííû. Ñî-
îòâåòñòâóþùèé ïðèìåð ïðèâåäåí â �2. Îäíàêî, åñëè çàôèêñèðîâàòü
îòðåçîê èíòåãðèðîâàíèÿ, òî äëÿ äîñòàòî÷íî áîëüøèõ îáëàñòåé àíà-
ëèòè÷íîñòè (èëè ãàðìîíè÷íîñòè) åäèíñòâåííîñòü èìååò ìåñòî.
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Òåîðåìà 17. Ïóñòü [a, b] = [−1, 1], Dk :=
{
z ∈ C : |z| < 1/

√
k
}
è

äëÿ âåñîâîé ôóíêöèè p (áûòü ìîæåò, çàâèñÿùåé îò k) ïðè âñåõ

k ∈ (0, k0), 0 < k0 ≤ 1, âûïîëíåíî óñëîâèå

inf
tj

∫ 1

−1

N∏
j=1

(t− tj)2p(t) dt∫ 1

−1

p(t) dt

≥ γN > 0.

Òîãäà äëÿ âñåõ µ = (µ1, . . . , µn) òàêèõ, ÷òî
n∑
j=1

[(µj + 1)/2] ≤ N è

âñåõ

0 < k ≤ min

{
k0,

2r − 1

18r − 7 +N4N+1γ−1
N

}
,

ãäå r := min
1≤j≤n

[(µj+1)/2], îïòèìàëüíûå óçëû äëÿ êëàññîâ BH∞(DH)

è BH∞(DH) åäèíñòâåííû.

Äëÿ ÷åáûøåâñêîãî âåñà p0(t) :=
1√

1− t2
, [a, b] = [−1, 1] íà êëàñ-

ñàõ BH∞(Ýc) è Bh∞(Ýc), ãäå Ýc � âíóòðåííîñòü ýëëèïñà ñ ôîêó-
ñàìè â òî÷êàõ ±1 è ñóììîé ïîëóîñåé c > 1, óäàåòñÿ òî÷íî ðåøèòü
çàäà÷ó îá îïòèìàëüíîé êâàäðàòóðíîé ôîðìóëå. Ïîëîæèì

Iq2(λ) :=

∫ 1

0

arctan(
√
λt)q dt√

(1− t2)(1− λ2t2)
.

Òåîðåìà 18. Ïóñòü q � ÷åòíîå ÷èñëî. Òîãäà äëÿ ëþáîãî c > 1 ïðè
âñåõ q − 1 ≤ νj ≤ q èìåþò ìåñòî ðàâåíñòâà

e(ν,BH∞(Ýc), p0) =
π

Λ
λq/2Iq0(λ) = 2q/2π

(q − 1)!!

(q/2)!
c−qn +O

(
c−(q+4)n

)
,

e(α,Bh∞(Ýc), p0) =
4

Λ
Iq2(λ) = 2q/2+2 (q − 1)!!

(q/2)!
c−qn +O

(
c−(q+4)n

)
,

ãäå λ = κ(c−4n), à åäèíñòâåííûìè îïòèìàëüíûìè óçëàìè ÿâëÿ-

þòñÿ ÷åáûøåâñêèå óçëû

xj := cos
2j − 1

2n
π, j = 1, . . . , n.

Â �3 èçó÷àåòñÿ òàêæå çàäà÷à îïòèìàëüíîãî èíòåãðèðîâàíèÿ
ïî ïðèáëèæåííûì çíà÷åíèÿì ôóíêöèé. Ðàññìîòðèì âåëè÷èíó
e(L, Iτ , BH̃∞(DH), δ), êîãäà

Lf =

∫ 2π

0

f(t) dt,
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Iτf = (f(t1), . . . , f(tn)), tj ∈ [0, 2π) � ðàçëè÷íûå òî÷êè, à ïîãðåø-
íîñòü èçìåðÿåòñÿ â íîðìå lnq , 1 ≤ q ≤ ∞. Ïîëîæèì â ýòîì ñëó÷àå

(15) enq(BH̃∞(DH), δ) = inf
tj∈[0,2π)

e(L, Iτ , BH̃∞(DH), δ).

Óçëû, íà êîòîðûõ äîñòèãàåòñÿ íèæíÿÿ ãðàíü áóäåì íàçûâàòü îï-
òèìàëüíûìè.
Òàêèì îáðàçîì, çàäà÷à (15) ÿâëÿåòñÿ çàäà÷åé î íàõîæäåíèè îï-

òèìàëüíîãî ìåòîäà èíòåãðèðîâàíèÿ ôóíêöèè f ∈ BH̃∞(DH), èñ-
ïîëüçóþùåãî n ïðèáëèæåííûõ çíà÷åíèé f̃(t1), . . . , f̃(tn) òàêèõ, ÷òî( n∑

j=1

f̃(tj)− f(tj)|q
)1/q

≤ δ ïðè 1 ≤ q <∞

èëè
max
1≤j≤n

|f̃(tj)− f(tj)| ≤ δ ïðè q =∞.

Ïîëîæèì

Jr(λ,∆) :=

∫ 1

0

(
λt2 + ∆

1 + ∆λt2

)r/2
dt√

(1− t2)(1− λ2t2)
.

Òåîðåìà 19. Ïóñòü 1 ≤ q ≤ ∞ è 0 ≤ δ < n1/q. Òîãäà

1) êâàäðàòóðíàÿ ôîðìóëà∫ 2π

0

f(t) dt ≈ 2π

n
(1−∆2)−1

(
1− Λ−1J4(λ,∆)

) n−1∑
j=0

f̃

(
j

2π

n

)
,

â êîòîðîé ∆ = δn−1/q, à λ = κ(e−2Hn), ÿâëÿåòñÿ îïòèìàëüíûì

ìåòîäîì èíòåãðèðîâàíèÿ íà êëàññå BH̃∞(DH) ïî çíà÷åíèÿì, çà-

äàííûì ñ ïîãðåøíîñòüþ δ â íîðìå lnq ;
2) èìååò ìåñòî ðàâåíñòâî

enq(BH̃∞(DH), δ) = 2πΛ−1J2(λ, δn−1/q) = 2πδn−1/q

+ 4π(1− δ2n−2/q)e−Hn + 4πδ(4− 3δ2n−2/q)n−1/qe−2Hn +O
(
e−3Hn

)
;

3) óçëû t∗j = (j − 1)
2π

n
, j = 1, . . . , n, � åäèíñòâåííûå ñ òî÷íî-

ñòüþ äî ñäâèãà îïòèìàëüíûå óçëû.

Àíàëîãè÷íàÿ çàäà÷à ðåøåíà äëÿ êëàññà BH∞(Ýc), [a, b] = [−1, 1]
è ÷åáûøåâñêîãî âåñà p0.
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