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Â ñòàòüå ïðèâîäèòñÿ îáçîð îñíîâíûõ íàó÷íûõ ðåçóëüòàòîâ, ïîëó÷åí-
íûõ ñîòðóäíèêàìè êàôåäðû îáùèõ ïðîáëåì óïðàâëåíèÿ â ïîñëåäíèå ãî-
äû.
Êëþ÷åâûå ñëîâà: ýêñòðåìàëüíûå çàäà÷è, òåîðèÿ ïðèáëèæåíèé, âîññòà-

íîâëåíèå, îïòèìàëüíîå óïðàâëåíèå.
In this paper we survey recent results obtained by the sta� of the Chair

of General Problems of Control.
Key words: extremal problems, approximation theory, recovery, optimal

control.

1. Ââåäåíèå. Íàó÷íûå èíòåðåñû ñîòðóäíèêîâ êàôåäðû îáùèõ ïðî-
áëåì óïðàâëåíèÿ (ÎÏÓ) øèðîêè è ðàçíîîáðàçíû. Îíè ñâÿçàíû ñ çàäà÷à-
ìè îáùåé òåîðèè ýêñòðåìóìà, òåîðèè óïðàâëåíèÿ, òåîðèè ïðèáëèæåíèé,
ñ çàäà÷àìè îáòåêàíèÿ æèäêîñòüþ îãðàíè÷åííîãî òåëà, çàäà÷àìè îïòè-
ìàëüíîãî âîññòàíîâëåíèÿ è ìíîãèìè äðóãèìè. Ðÿä âîïðîñîâ, îòíîñÿùèõ-
ñÿ ê óêàçàííîé òåìàòèêå, îáñóæäàåòñÿ â ýòîì îáçîðå. Íèæåñëåäóþùèé
òåêñò ñîñòîèò èç ðàçäåëîâ, êàæäûé èç êîòîðûõ íàïèñàí îäíèì èç ñî-
òðóäíèêîâ êàôåäðû ÎÏÓ. Ðàçäåëû ðàñïîëîæåíû â àëôàâèòíîì ïîðÿäêå
ôàìèëèé èõ àâòîðîâ.
2. Ïîïåðå÷íèêè ïî Êîëìîãîðîâó. Ðàçäåë ïîäãîòîâëåí À.À. Âà-

ñèëüåâîé. Ïóñòü X � íîðìèðîâàííîå ïðîñòðàíñòâî, M ⊂ X, n ∈ Z+,
Ln(X) � ñîâîêóïíîñòü âñåõ ïîäïðîñòðàíñòâ â X ðàçìåðíîñòè íå âûøå
n. Êîëìîãîðîâñêèì n-ïîïåðå÷íèêîì ìíîæåñòâàM â ïðîñòðàíñòâå X íà-
çûâàåòñÿ âåëè÷èíà

dn(M, X) = inf
L∈Ln(X)

sup
x∈M

inf
y∈L
‖x− y‖.

Ïóñòü m, k ∈ N, 1 ≤ p < ∞, 1 ≤ θ < ∞. ×åðåç lm,kp,θ îáîçíà÷èì ïðî-

ñòðàíñòâî Rmk ñ íîðìîé ‖(xi,j)1≤i≤m, 1≤j≤k‖lm,kp,θ
=
( k∑
j=1

( m∑
i=1
|xi,j |p

)θ/p)1/θ
.

Äëÿ p =∞ èëè θ =∞ îïðåäåëåíèå ìîäèôèöèðóåòñÿ åñòåñòâåííûì îáðà-

çîì. ×åðåç Bm,k
p,θ îáîçíà÷èì åäèíè÷íûé øàð ïðîñòðàíñòâà lm,kp,θ . Â ñëó÷àå

k = 1 ïðîñòðàíñòâî è åäèíè÷íûé øàð áóäåì îáîçíà÷àòü ñîîòâåòñòâåííî
÷åðåç lmp è Bm

p .

Ïîðÿäêîâûå îöåíêè âåëè÷èí dn(BN
p , l

N
q ) ñ òî÷íîñòüþ äî ìóëüòèïëè-

êàòèâíûõ êîíñòàíò, çàâèñÿùèõ òîëüêî îò q, èçâåñòíû äëÿ 1 ≤ q < ∞
è ïðîèçâîëüíûõ p, à òàêæå äëÿ q = ∞ è p ≥ 2 (ïðè p ≥ q è p = 1,
q = 2 âû÷èñëåíû òî÷íûå çíà÷åíèÿ)(èñòîðèþ âîïðîñà è áèáëèîãðàôèþ
ñì., íàïðèìåð, â [1]).
Ý.Ì. Ãàëååâûì [2] áûëè ïîëó÷åíû ïîðÿäêîâûå îöåíêè

dn(∩α∈AναBN
pα , l

N
q ) ïðè N = 2n (çäåñü να > 0, α ∈ A). Ýòîò ðåçóëüòàò

ðàñïðîñòðàíåí À.À. Âàñèëüåâîé íà ñëó÷àé N ≥ 2n. Ïîêàçàíî, ÷òî îöåí-
êà ïîïåðå÷íèêà ïåðåñå÷åíèÿ øàðîâ ñâîäèòñÿ ê âû÷èñëåíèþ èíôèìóìà
ìíîæåñòâà âåëè÷èí âèäà νdn(BN

p , l
N
q ). Òî÷íàÿ ôîðìóëèðîâêà ðåçóëüòà-

òà ïðèâåäåíà â [3] è [4; ïðåäëîæåíèå 1]; îòìåòèì, ÷òî ïðåäëîæåíèå 1 èç
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[4] íåòðóäíî ðàñïðîñòðàíèòü íà ñëó÷àé ïðîèçâîëüíîãî A, ðàññóæäàÿ òàê
æå, êàê â [5, �5]. Ïîëó÷åííûé ðåçóëüòàò ïîçâîëÿåò ðàñïðîñòðàíèòü òåî-
ðåìó Ý.Ì. Ãàëååâà [6] îá îöåíêàõ ïîïåðå÷íèêîâ êîíå÷íîãî ïåðåñå÷åíèÿ
êëàññîâ Ñîáîëåâà íà îäíîìåðíîì òîðå íà ñëó÷àé ìàëîé ãëàäêîñòè ïðè
q > 2 (ñì. [5]).

Êðîìå òîãî, ïîëó÷åíû ïîðÿäêîâûå îöåíêè dn(∩α∈AναBm,k
pα,θα

, lm,kq,σ ) äëÿ

2 ≤ q, σ < ∞, n ≤ mk
2 ; îáîçíà÷åíèÿ è ôîðìóëèðîâêà ðåçóëüòàòà ïðèâå-

äåíû â [5].
3. Î çàäà÷å îáòåêàíèÿ. À.Â. Ãîðøêîâ èññëåäîâàë äâóìåðíóþ çà-

äà÷ó îáòåêàíèÿ íåñæèìàåìîé æèäêîñòüþ îãðàíè÷åííîãî òåëà ñ óñëîâè-
åì ïðèëèïàíèÿ íà ãðàíèöå, äèíàìèêà êîòîðîé îïèñûâàåòñÿ íåëèíåéíûì
âèõðåâûì óðàâíåíèåì (óðàâíåíèå Ãåëüìãîëüöà). Îñíîâíîé çàäà÷åé áûëî
ïîñòðîåíèå ãðàíè÷íîãî óñëîâèÿ ïðèëèïàíèÿ â âèõðåâîé ôîðìå è äîêà-
çàòåëüñòâî ðàçðåøèìîñòè âî âíåøíåé îáëàñòè Ω ⊂ R2.
Íà÷àëüíî-êðàåâàÿ çàäà÷à ñ óñëîâèåì ïðèëèïàíèÿ íà ãðàíèöå îáëàñòè

â âèõðåâîì ïðåäñòàâëåíèè ïåðåõîäèò â èíòåãðàëüíûå ñîîòíîøåíèÿ, çà-
äàííûå íà âñåé âíåøíîñòè îãðàíè÷åííîãî òåëà. Ýòè ñîîòíîøåíèÿ ÿâëÿ-
þòñÿ óñëîâèÿìè îðòîãîíàëüíîñòè ôóíêöèè ðîòîðà ãàðìîíè÷åñêèì ôóíê-
öèÿì. Äëÿ âíåøíîñòè îäíîñâÿçíîé îáëàñòè ñ çàäàííûì ãîðèçîíòàëüíûì
ïîòîêîì íà áåñêîíå÷íîñòè v∞ = (v∞, 0) ýòè óñëîâèÿ íà âèõðåâóþ ôóíê-
öèþ w èìåþò âèä

1

2π

∫
Ω

w(x)

Φ(z)k
dx =

{
0, k ∈ N ∪ {0}, k 6= 1;

iv∞, k = 1,
(1)

ãäå Φ(z) � îòîáðàæåíèå Ðèìàíà èç Ω íà âíåøíîñòü êðóãà âèäà Φ(z) =
z +O

(
1
z

)
.

Çàäà÷à âîññòàíîâëåíèÿ ñîëåíîèäàëüíîãî âåêòîðíîãî ïîëÿ v ïî âèõ-
ðåâîé ôóíêöèè w (â àíãëîÿçû÷íîé ëèòåðàòóðå îíà íàçûâàåòñÿ div-curl
problem) èìååò åäèíñòâåííîå ðåøåíèå ñ òî÷íîñòüþ äî ãàðìîíè÷åñêèõ
ïîëåé. Ýòè ïîëÿ ÿâëÿþòñÿ öèðêóëÿöèîííûìè è îáëàäàþò áåñêîíå÷íîé
êèíåòè÷åñêîé ýíåðãèåé. Ïîñêîëüêó èç óñëîâèÿ îðòîãîíàëüíîñòè (1) ïðè
k = 0 ñëåäóåò, ÷òî ñðåäíåå ðîòîðà ðàâíÿåòñÿ íóëþ, òî ñîãëàñíî ôîðìóëå
Ñòîêñà ïðè âûïîëíåíèè óñëîâèÿ ïðèëèïàíèÿ ó òå÷åíèÿ áóäåò îòñóòñòâî-
âàòü öèðêóëÿöèÿ íà áåñêîíå÷íîñòè. Ýòîò ôàêò ïîçâîëÿåò ïîëó÷àòü óæå
ñðåäíåêâàäðàòè÷åñêèå îöåíêè äëÿ âåêòîðíîãî ïîëÿ. Äîêàçàíû îäíîçíà÷-
íàÿ ðàçðåøèìîñòü çàäà÷è äèâåðãåíöèÿ-ðîòîð ñ óñëîâèåì ïðèëèïàíèÿ è
îöåíêà ‖v(·) − v∞‖H1(Ω) ≤ C‖w(x)(1 + |x|2)N/2‖L2(Ω), ñïðàâåäëèâàÿ ïðè
ëþáîì N > 1. Äëÿ ëèíåéíûõ âèõðåâûõ óðàâíåíèé óñëîâèÿ îðòîãîíàëü-
íîñòè (1), ðàñïðåäåëåííûå ïî âñåé áåñêîíå÷íîé îáëàñòè Ω, ìîæíî ñâåñòè
ê ãðàíè÷íûì, ðàñïðåäåëåííûì óæå òîëüêî ïî ãðàíèöå îáëàñòè ∂Ω. Äëÿ
âíåøíîñòè êðóãà ðàäèóñà r0 ãðàíè÷íîå óñëîâèå ïðèëèïàíèÿ â òåðìèíàõ
êîýôôèöèåíòîâ Ôóðüå wk(t, ·) âèõðåâîé ôóíêöèè w(t, ·) áóäåò èìåòü âèä

r0
∂wk(t, r)

∂r

∣∣∣
r=r0

+ |k|wk(t, r0) = 0, k ∈ Z.
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Ëèíåéíûé îïåðàòîð âèõðåâîãî óðàâíåíèÿ ñ òàêèì êðàåâûì óñëîâèåì
ïîðîæäàåò âûðîæäåííîå ïðåîáðàçîâàíèå òèïà Ôóðüå F , êîòîðîå èìå-
åò îäíîìåðíîå ÿäðî, ñ áàçèñíîé ôóíêöèåé e0 è äëÿ êîòîðîãî ðàâåíñòâî
Ïàðñåâàëÿ ïðèîáðåòàåò âèä ‖f‖2 = ‖F [f ]‖2 + (f, e0)2, F [e0] = 0.
Ñ èñïîëüçîâàíèåì ýòèõ ãðàíè÷íûõ óñëîâèé â ðàáîòå àâòîðà [7] íàéäåíà

ÿâíàÿ ôîðìóëà ðåøåíèÿ ñèñòåìû Ñòîêñà îáòåêàíèÿ êðóãîâîãî öèëèíäðà
â âèõðåâîé ôîðìå. Â ðàáîòå [8] ïîñòðîåíî ñõîæåå ãðàíè÷íîå óñëîâèå äëÿ
ñèñòåìû Íàâüå�Ñòîêñà. Ñàìî ïðåîáðàçîâàíèå F èññëåäîâàíî â [9].
4. Îïòèìèçàöèÿ òðàåêòîðèé êîñìè÷åñêîãî àïïàðàòà. Ñîçäà-

íèå è îïòèìèçàöèÿ ñîâðåìåííûõ ôèíàíñîâûõ èíñòðóìåíòîâ è

òåõíîëîãèé. Ì.Ï. Çàïëåòèí çàíèìàåòñÿ èññëåäîâàíèåì ñëîæíûõ çà-
äà÷ òðàåêòîðíîé îïòèìèçàöèè, òðåáóþùèõ äëÿ ñâîåãî ðåøåíèÿ ñèíòåçà
ìåòîäîâ ëîêàëüíîé è ìíîãîýêñòðåìàëüíîé îïòèìèçàöèè, îïòèìàëüíîãî
óïðàâëåíèÿ, êîñìîäèíàìèêè, ìåõàíèêè êîñìè÷åñêîãî ïîëåòà, íåáåñíîé
ìåõàíèêè è ÷èñëåííûõ ìåòîäîâ. Ïîñòàâëåíà òðåõìåðíàÿ êîñìîäèíàìè÷å-
ñêàÿ çàäà÷à ñêâîçíîé îïòèìèçàöèè òðàåêòîðèè ìåæïëàíåòíîãî ïåðåëåòà
ÊÀ ñ åäèíûì ôóíêöèîíàëîì, ïîäðîáíûì ðàññìîòðåíèåì ïëàíåòîöåíòðè-
÷åñêèõ ó÷àñòêîâ áåç èñïîëüçîâàíèÿ ãðàâèñôåð íóëåâîé ïðîòÿæåííîñòè,
ñ êîìáèíèðîâàííîé òÿãîé è ôàçèðîâêîé. Ïðåäëîæåíà ìåòîäèêà ðåøåíèÿ
ìíîãîýêñòðåìàëüíûõ çàäà÷ îïòèìèçàöèè òðàåêòîðèé ìåæïëàíåòíûõ ïå-
ðåëåòîâ ñ âîçâðàòîì ê Çåìëå, ñ ó÷åòîì ýôåìåðèä, ñ æåñòêîé ôàçèðîâêîé,
îãðàíè÷åííîé êîìáèíèðîâàííîé áîëüøîé è ìàëîé êóñî÷íî-íåïðåðûâíîé
òÿãîé, âêëþ÷àþùàÿ ðåøåíèå ñåðèè âñïîìîãàòåëüíûõ çàäà÷ â óïðîùåí-
íîé ïîñòàíîâêå è ïðîäîëæåíèå ðåøåíèÿ ïî ïàðàìåòðó. Ðàçðàáîòàíû ÷èñ-
ëåííûå ìåòîäû ðåøåíèÿ êðàåâûõ çàäà÷ ïðèíöèïà ìàêñèìóìà, âîçíèêà-
þùèõ ïðè óïðàâëåíèè ñîâîêóïíîñòüþ äèíàìè÷åñêèõ ñèñòåì, ñ ó÷åòîì
ýôôåêòà ïîòåðè òî÷íîñòè è ïåðåñòðîéêè ñòðóêòóðû òðàåêòîðèè ïðè èç-
ìåíåíèè êîëè÷åñòâà àêòèâíûõ ó÷àñòêîâ âî âðåìÿ ïðîäîëæåíèÿ ðåøåíèÿ
ïî ïàðàìåòðó. Ðåçóëüòàòû ÷èñëåííîãî ðåøåíèÿ çàäà÷ îïèñàíû â [10,11].
Òàêæå ðàññìàòðèâàåòñÿ ñåðèÿ çàäà÷ îïòèìèçàöèè ïîñòðîåíèÿ îðáè-

òû ñïóòíèêà äèñòàíöèîííîãî çîíäèðîâàíèÿ Çåìëè (ÄÇÇ), îöåíêè ïëà-
íà è âîçìîæíîñòåé äëÿ ñúåìêè èíòåðåñóþùåé îáëàñòè íà ïîâåðõíîñòè
Çåìëè. Ïðèâåäåíà ïðîãðàììà âèçóàëèçàöèè îðáèòû ëþáîãî äîñòóïíîãî
êîììåð÷åñêîãî êîñìè÷åñêîãî àïïàðàòà ÄÇÇ â òðåáóåìûé ïåðèîä âðåìå-
íè, îöåíêè è ïëàíèðîâêè ñúåìêè óêàçàííîé òåððèòîðèè îïðåäåëåííûì
êîñìè÷åñêèì àïïàðàòîì. Âû÷èñëèòåëüíàÿ ÷àñòü ïðîãðàììû îñíîâàíà íà
ìîäåëè SGP4, èñïîëüçóþùåé îáùåäîñòóïíûå äàííûå TLE äëÿ ñïóòíèêîâ
ÄÇÇ, íà ôîðìóëàõ ñôåðè÷åñêîé òðèãîíîìåòðèè è ýâðèñòè÷åñêèõ ìåòîäàõ
ñîêðàùåíèÿ âû÷èñëåíèé [12].
Ïðîâåäåíû èññëåäîâàíèÿ, ñâÿçàííûå ñ ïðîðàáîòêîé êîíöåïöèè äóàëü-

íîñòè òîâàðîâ â ÷àñòè ðàçâèòèÿ åå òåîðåòè÷åñêèõ àñïåêòîâ è ìàòåìàòè÷å-
ñêîãî àïïàðàòà ñ ðàçðàáîòêîé è îáîñíîâàíèåì ìàòåìàòè÷åñêîãî èíñòðó-
ìåíòàðèÿ, ïîçâîëÿþùåãî îáðàáàòûâàòü âðåìåííûå ðÿäû ñ öåëüþ âûÿâëå-
íèÿ ñâîéñòâà äóàëüíîñòè òîâàðà ïî îòíîøåíèþ ê âûáðàííîìó òîâàðó (â
÷àñòíîñòè, ê çîëîòó), à òàêæå ñ ðàçðàáîòêîé ñõåì, àëãîðèòìîâ è ïðàâèë
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ïðèíÿòèÿ ðåøåíèÿ â âîïðîñå îöåíêè äóàëüíîñòè òîâàðîâ ïî îòíîøåíèþ ê
âûáðàííîìó òîâàðó. Ðåçóëüòàòû èññëåäîâàíèÿ äàþò âîçìîæíîñòü ñôîð-
ìèðîâàòü ôèíàíñîâûé èíñòðóìåíò, êîòîðûé ëîæèòñÿ â îñíîâó äåíåæíî-
ãî îáåñïå÷åíèÿ. Ñîâîêóïíîñòü ïîëó÷åííûõ íàó÷íûõ ðåçóëüòàòîâ ìîæåò
áûòü èñïîëüçîâàíà ïðè ñîçäàíèè èíâåñòèöèîííîãî ðåçåðâíîãî êîíòóðà,
âñòðàèâàåìîãî â ñóùåñòâóþùóþ âàëþòíî-ôèíàíñîâóþ ñèñòåìó áåç êîí-
ôëèêòîâ ñ ìåæäóíàðîäíûìè îáÿçàòåëüñòâàìè è ðåãëàìåíòàìè, à òàêæå
ïðè ïîñòðîåíèè ðàñ÷åòíî-êëèðèíãîâûõ ñèñòåì ìåæäóíàðîäíûõ ñîþçîâ
[13�17]. Ìîíîãðàôèè �Äóàëüíûå òîâàðû� [13] áûëà ïðèñâîåíà ïðåìèÿ
�Ýêîíîìè÷åñêàÿ êíèãà ãîäà � 2023� â íîìèíàöèè �Ìîíîãðàôèè. Ýêîíî-
ìè÷åñêèå èññëåäîâàíèÿ� Ìåæäóíàðîäíûì ñîþçîì ýêîíîìèñòîâ (IUE).
5. Ðåãóëÿðíîñòü ñóáðèìàíîâûõ ãåîäåçè÷åñêèõ. Àâòîðû ðàçäåëà

� Ë.Â. Ëîêóöèåâñêèé è Ì.È. Çåëèêèí. Ðàñòóùèé èíòåðåñ ìàòåìàòèêîâ ê
íåãîëîíîìíûì è ñóáðèìàíîâûì çàäà÷àì âîçíèê íà÷èíàÿ ñ ñåðåäèíû XX
âåêà â ñâÿçè ñ ðàáîòàìè çíàìåíèòûõ ìàòåìàòèêîâ, òàêèõ, êàê Ý. Êàðòàí,
Ì.Ë. Ãðîìîâ, Ð. Ìîíòãîìåðè, Äæ. Ìèò÷åë, À.Ì. Âåðøèê, À.À. Àãðà÷åâ,
è ìíîãèõ äðóãèõ. Ìíîãèå ïðèêëàäíûå çàäà÷è: çàäà÷è êèíåìàòè÷åñêîãî
óïðàâëåíèÿ, çàäà÷è óïðàâëåíèÿ êâàíòîâûìè ñèñòåìàìè, çàäà÷è îáðàáîò-
êè èçîáðàæåíèé è äðóãèå åñòåñòâåííî ôîðìóëèðóþòñÿ êàê çàäà÷è ïîèñêà
ñóáðèìàíîâûõ ãåîäåçè÷åñêèõ. Íàèáîëåå òàèíñòâåííûì è èíòðèãóþùèì
îáúåêòîì â ýòîé òåîðèè ñëóæàò àíîðìàëüíûå ãåîäåçè÷åñêèå, âîçíèêàþ-
ùèå êàê êðèòè÷åñêèå òî÷êè ýêñïîíåíöèàëüíîãî îòîáðàæåíèÿ (end-point
map). Ñ ñàìîãî íà÷àëà âîçíèêíîâåíèÿ èíòåðåñà ê îñîáûì ãåîäåçè÷åñêèì
âñòàë âîïðîñ î ìåòîäàõ èõ èññëåäîâàíèÿ, è, â ÷àñòíîñòè, äî ñèõ ïîð íå
ðàçðåøåí äî êîíöà âîïðîñ îá èõ ãëàäêîñòè. Îí íå òîëüêî èìååò âàæ-
íîå òåîðåòè÷åñêîå çíà÷åíèå, íî è ïðåäñòàâëÿåò áîëüøîé ïðàêòè÷åñêèé
èíòåðåñ.
Ì.È. Çåëèêèíûì è Ë.Â. Ëîêóöèåâñêèì â 2023 ã. ïîëó÷åí ïåðâûé ðå-

çóëüòàò î ðåãóëÿðíîñòè ñóáðèìàíîâûõ ãåîäåçè÷åñêèõ, íå èñïîëüçóþùèé
íèêàêèõ àïðèîðíûõ ïðåäïîëîæåíèé [18]. Äîêàçàíî, ÷òî ñêîðîñòü íà âñÿ-
êîé ñóáðèìàíîâîé ãåîäåçè÷åñêîé îáÿçàíà áûòü Lp-ã ¼ëüäåðîâîé. Îòìå-
òèì, ÷òî ðåçóëüòàòû äðóãèõ àâòîðîâ â ýòîé îáëàñòè âñåãäà îïèðàëèñü
íà òå èëè èíûå âåñüìà îãðàíè÷èòåëüíûå àïðèîðíûå ïðåäïîëîæåíèÿ î
ñòðóêòóðå ñóáðèìàíîâà ìíîãîîáðàçèÿ èëè î ñàìîé ãåîäåçè÷åñêîé.
Èññëåäîâàòü ãëàäêîñòü ãåîäåçè÷åñêèõ â ðèìàíîâîé ãåîìåòðèè íåñëîæ-

íî: ëþáàÿ ðèìàíîâà ãåîäåçè÷åñêàÿ óäîâëåòâîðÿåò ñèñòåìå óðàâíåíèé
Ýéëåðà�Ëàãðàíæà è ïîòîìó îáÿçàíà áûòü ãëàäêîé (èëè äàæå àíàëèòè-
÷åñêîé). Cóáðèìàíîâû ãåîäåçè÷åñêèå íå îáÿçàíû óäîâëåòâîðÿòü óðàâ-
íåíèþ Ýéëåðà�Ëàãðàíæà, âìåñòî ýòîãî îíè ïîä÷èíÿþòñÿ ãàìèëüòîíî-
âîé ñèñòåìå âêëþ÷åíèé ïðèíöèïà ìàêñèìóìà Ïîíòðÿãèíà. Åñëè ãëàâ-
íàÿ ÷àñòü ãàìèëüòîíèàíà íå âûðîæäåíà, òî ñîîòâåòñòâóþùàÿ ãåîäåçè-
÷åñêàÿ íàçûâàåòñÿ íîðìàëüíîé, îíà óäîâëåòâîðÿåò óðàâíåíèÿì Ýéëåðà�
Ëàãðàíæà è ïîòîìó îáÿçàíà áûòü ãëàäêîé. Îäíàêî ïðè ïîïûòêå èññëå-
äîâàòü ãëàäêîñòü àíîðìàëüíûõ ãåîäåçè÷åñêèõ ãëàâíàÿ ÷àñòü ïîíòðÿãèí-
ñêîãî ãàìèëüòîíèàíà âûðîæäàåòñÿ è äèôôåðåíöèàëüíîå âêëþ÷åíèå íå
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ýêâèâàëåíòíî êàêîìó-ëèáî îáûêíîâåííîìó äèôôåðåíöèàëüíîìó óðàâíå-
íèþ. Íåêîòîðûì èñêëþ÷åíèåì ìîæíî ñ÷èòàòü ñóáðèìàíîâû ìíîãîîáðà-
çèÿ ãëóáèíû s = 2, òàê êàê â ýòîì ñëó÷àå ñîãëàñíî óñëîâèþ Ãîõà àíîð-
ìàëüíûå ãåîäåçè÷åñêèå îòñóòñòâóþò (ñì. [19]). Îäíàêî äàæå â ñëó÷àå
s = 3 èññëåäîâàòü ãëàäêîñòü àíîðìàëüíûõ ãåîäåçè÷åñêèõ òàêèì ñïîñî-
áîì î÷åíü çàòðóäíèòåëüíî (íî â ýòîì íàïðàâëåíèè åñòü ðÿä ðåçóëüòà-
òîâ [20]). Íà ãëóáèíå s = 4 îáùèõ ðåçóëüòàòîâ óæå ïî÷òè íåò (ðàáîòà
[21] ÿâëÿëàñü åäèíñòâåííûì èñêëþ÷åíèåì íà íà÷àëî 2023 ã.).
Â 2016 âûøëà ðàáîòà [22], â êîòîðîé äîêàçàí çàìå÷àòåëüíûé ðåçóëü-

òàò: ñóáðèìàíîâû àíîðìàëüíûå ãåîäåçè÷åñêèå íå ìîãóò èìåòü óãëîâ. Õà-
ðàêòåðíî, ÷òî äîêàçàòåëüñòâî ýòîãî ðåçóëüòàòà íå îïèðàåòñÿ íà ïðèíöèï
ìàêñèìóìà Ïîíòðÿãèíà, à ïîëó÷åíî ñ èñïîëüçîâàíèåì ñîâåðøåííî äðó-
ãèõ ñîîáðàæåíèé. Ôîðìàëüíî ýòîò ðåçóëüòàò íèêîèì îáðàçîì íå êîíòðî-
ëèðóåò ãëàäêîñòü ãåîäåçè÷åñêèõ. Òåì íå ìåíåå ó íåãî åñòü ìíîãî èíòåðåñ-
íûõ ñëåäñòâèé. Íàïðèìåð, â ðàáîòå [23] äîêàçàíî, ÷òî ãåîäåçè÷åñêèå íà
òðåõìåðíûõ ñóáðèìàíîâûõ ìíîãîîáðàçèÿõ íåçàâèñèìî îò ãëóáèíû äîëæ-
íû áûòü C1-ãëàäêèìè. Óïîìÿíóòàÿ âûøå ðàáîòà [21] òîæå îïèðàåòñÿ íà
ðåçóëüòàò îá îòñóòñòâèè óãëîâ.
Òåì íå ìåíåå ê íàñòîÿùåìó âðåìåíè, íåñìîòðÿ íà íåïðåêðàùàþùèåñÿ

óñèëèÿ ìíîãèõ âåäóùèõ ìàòåìàòèêîâ, íå äîêàçàíî, ÷òî àíîðìàëüíûå ãåî-
äåçè÷åñêèå íà ñóáðèìàíîâûõ ìíîãîîáðàçèÿõ â îáùåì ñëó÷àå ÿâëÿþòñÿ
ãëàäêèìè. Øèðîêî èçâåñòíû ïðèìåðû [19, �12.6.1] àíîðìàëüíûõ ýêñòðå-
ìàëåé (íî íå ãåîäåçè÷åñêèõ) íà ñóáðèìàíîâûõ ìíîãîîáðàçèÿõ, êîòîðûå
íå ÿâëÿþòñÿ ãëàäêèìè, íî äî ñèõ ïîð íå èçâåñòíî íè îäíîãî ïðèìåðà
íåãëàäêîé àíîðìàëüíîé ãåîäåçè÷åñêîé.
Â ðàáîòå Ë.Â. Ëîêóöèåâñêîãî è Ì.È. Çåëèêèíà [18] íà îñíîâå íåêî-

òîðîé íåòðèâèàëüíîé äâîéñòâåííîé èíòåðïîëÿöèîííîé îöåíêè íà àíîð-
ìàëüíîå óïðàâëåíèå ïîëó÷åí ñëåäóþùèé ðåçóëüòàò.

Òåîðåìà. Íà ëþáîì ñóáðèìàíîâîì ìíîãîîáðàçèè ïîñòîÿííîãî ðàíãà

ëþáàÿ ãåîäåçè÷åñêàÿ èìååò Lp-ã¼ëüäåðîâó ïðîèçâîäíóþ äëÿ âñÿêîãî 1 ≤
p <∞.

Òàêèì îáðàçîì, åñëè íåãëàäêèå àíîðìàëüíûå ãåîäåçè÷åñêèå è ñóùå-
ñòâóþò, òî ëåæàò îíè â î÷åíü óçêîì êëàññå êðèâûõ, ñêîðîñòü íà êîòîðûõ
Lp-ãåëüäåðîâà ñ íåêîòîðûì ïîêàçàòåëåì 0 < α ≤ 1, íî ïðè ýòîì íå ÿâ-
ëÿåòñÿ ãëàäêîé. Ïðè α > 1

p ýòîò êëàññ âîîáùå ïóñò. Äî 2023 ã. ïîïûòîê

ïîñòðîèòü íåãëàäêóþ ñóáðèìàíîâó ãåîäåçè÷åñêóþ èìåííî â òàêîì êëàñ-
ñå íå ïðåäïðèíèìàëîñü. Â ðàáîòå [18] ïðèâåäåíà òåîðåìà, êîòîðàÿ õîòü è
ôîðìóëèðóåòñÿ áîëåå ãðîìîçäêî, íî äàåò êîëè÷åñòâåííóþ ðàâíîìåðíóþ
îöåíêó ïîêàçàòåëÿ α íà ëþáîì êîìïàêòå, êîòîðàÿ íàïðÿìóþ ñâÿçàíà ñ
ãëóáèíîé s ñóáðèìàíîâà ìíîãîîáðàçèÿ.
Ïîìèìî î÷åâèäíîãî òåîðåòè÷åñêîãî çíà÷åíèÿ äàííûé ðåçóëüòàò ìî-

æåò áûòü èñïîëüçîâàí äëÿ îáîñíîâàíèÿ ÷èñëåííûõ ìåòîäîâ íàõîæäå-
íèÿ ðåøåíèé. À èìåííî: â ðàáîòå [18] ïîëó÷åíû äâà âàæíûõ ïðàêòè÷å-
ñêèõ ñëåäñòâèÿ: 1) äîêàçàíà áûñòðàÿ ñêîðîñòü óáûâàíèÿ êîýôôèöèåíòîâ
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Ôóðüå ãåîäåçè÷åñêèõ; 2) äîêàçàíà ïîëèíîìèàëüíàÿ ýôôåêòèâíîñòü ïðè-
áëèæåíèÿ ñêîðîñòè íà ãåîäåçè÷åñêèõ C1-ãëàäêèìè êðèâûìè (íàïðèìåð,
ñïëàéíàìè).
Îäíà èç âàæíåéøèõ ïðîáëåì êâàíòîâûõ âû÷èñëåíèé ñâÿçàíà ñ ïîñòðî-

åíèåì ìèíèìàëüíûõ êâàíòîâûõ öåïåé � êîðîòêèõ ïîñëåäîâàòåëüíîñòåé
êâàíòîâûõ ãåéòîâ, ðåàëèçóþùèõ ñ íåêîòîðîé òî÷íîñòüþ çàäàííûé óíè-
òàðíûé îïåðàòîð íà ñèñòåìå èç n êóáèòîâ (â ãðóïïå SU(2n)). Ì. Íåëü-
ñîí è Ì. Äîóëèíã (2006) äîêàçàëè, ÷òî ðàçëîæåíèå óíèòàðíîãî îïåðà-
òîðà â ïîñëåäîâàòåëüíîñòü ãåéòîâ ìîæíî ýêâèâàëåíòíî ðàññìàòðèâàòü
êàê íàõîæäåíèå êðàò÷àéøåãî ïóòè â SU(2n), ñîåäèíÿþùåãî åäèíè÷íûé
îïåðàòîð ñ çàäàííûì â ñïåöèàëüíîé ðèìàíîâîé ìåòðèêå íà SU(2n), êî-
òîðàÿ ñîäåðæèò íåêèé �øòðàôíîé� ïàðàìåòð p > 0, ñâÿçûâàþùèé äëèíó
ïóòè è ñëîæíîñòü êâàíòîâîé öåïè. Øòðàôíîé ïàðàìåòð äîëæåí áûòü
î÷åíü âåëèê, ÷òîáû íèâåëèðîâàòü íåêîíòðîëèðóåìóþ ÷àñòü îøèáêè. Ïðè
p → ∞ óêàçàííûå ñîîáðàæåíèÿ ïðèâîäÿò ê ñóáðèìàíîâîé çàäà÷å íà
ãðóïïå SU(2n), ãåîäåçè÷åñêèå â êîòîðîé ìîãóò áûòü íàéäåíû ÷èñëåííî, è
äàþò ðàçëîæåíèå äàííîãî óíèòàðíîãî îïåðàòîðà â ïîñëåäîâàòåëüíîñòü
êâàíòîâûõ ãåéòîâ. Ïîëó÷åííûå â ðàáîòå Ì.È. Çåëèêèíà è Ë.Â. Ëîêó-
öèåâñêîãî êîëè÷åñòâåííûå îöåíêè íà ïîêàçàòåëè ã¼ëüäåðîâîñòè ñóáðè-
ìàíîâûõ ãåîäåçè÷åñêèõ ïîçâîëÿþò îöåíèòü ýôôåêòèâíîñòü ÷èñëåííûõ
àëãîðèòìîâ â ýòîé çàäà÷å. Òàêæå ñóáðèìàíîâà ãåîìåòðèÿ è îñîáåííî-
ñòè ñóáðèìàíîâîé ìåòðèêè òåñíî ñâÿçàíû ñ îïòèìàëüíûìè ðåøåíèÿìè â
çàäà÷àõ óïðàâëåíèÿ çàìêíóòûìè êâàíòîâûìè ñèñòåìàìè.
6. Ëîêàëüíàÿ óïðàâëÿåìîñòü è îïòèìàëüíîñòü. Ðàçäåë ïîäãî-

òîâëåí Ã.Ã. Ìàãàðèë-Èëüÿåâûì. Òåîðèÿ îïòèìàëüíîãî óïðàâëåíèÿ �
âàæíåéøàÿ ñîñòàâëÿþùàÿ îáùåé òåîðèè ýêñòðåìóìà, à â ïðèêëàäíûõ
âîïðîñàõ � ýòî îäíà èç íàèáîëåå âîñòðåáîâàííûõ òåîðèé. Äëÿ çàäà÷è îï-
òèìàëüíîãî óïðàâëåíèÿ ââîäèòñÿ ïîíÿòèå òðàåêòîðèè ëîêàëüíîãî èíôè-
ìóìà � ôóíêöèè, îáîáùàþùåé ïîíÿòèå îïòèìàëüíîé òðàåêòîðèè. Ýòî
ôóíêöèÿ, íà êîòîðîé äîñòèãàåò ëîêàëüíûé ìèíèìóì öåëåâîé ôóíêöè-
îíàë íà çàìûêàíèè ìíîæåñòâà äîïóñòèìûõ òðàåêòîðèé, ðàññìàòðèâàå-
ìîãî êàê ïîäìíîæåñòâî íåïðåðûâíûõ ôóíêöèé. Òðàåêòîðèÿ ëîêàëüíîãî
èíôèìóìà íå ÿâëÿåòñÿ, âîîáùå ãîâîðÿ, äîïóñòèìîé òðàåêòîðèåé, íî ÿâ-
ëÿåòñÿ, î÷åâèäíî, ðàâíîìåðíûì ïðåäåëîì òàêîâûõ. Îïòèìàëüíàÿ òðàåê-
òîðèÿ ìîæåò íå ñóùåñòâîâàòü, íî ñóùåñòâîâàíèÿ òðàåêòîðèè ëîêàëüíî-
ãî èíôèìóìà âïîëíå äîñòàòî÷íî äëÿ ïðèëîæåíèé. Äëÿ òðàåêòîðèè ëî-
êàëüíîãî èíôèìóìà ïîëó÷åíû íåîáõîäèìûå óñëîâèÿ ïåðâîãî è âòîðîãî
ïîðÿäêîâ [24�27]. Åñëè, â ÷àñòíîñòè, òðàåêòîðèÿ ëîêàëüíîãî èíôèìóìà
ÿâëÿåòñÿ îïòèìàëüíîé òðàåêòîðèåé, òî ïîëó÷åííûå óñëîâèÿ ñîäåðæàò
êëàññè÷åñêèå íåîáõîäèìûå óñëîâèÿ ïåðâîãî ïîðÿäêà (ïðèíöèï ìàêñèìó-
ìà Ïîíòðÿãèíà) è èçâåñòíûå óñëîâèÿ îïòèìàëüíîñòè âòîðîãî ïîðÿäêà, à
òàêæå äðóãèå ñîîòíîøåíèÿ, êîòîðûå, êàê ïîêàçûâàþò ïðèìåðû, äàþò äî-
ïîëíèòåëüíóþ è âåñüìà ñîäåðæàòåëüíóþ èíôîðìàöèþ îá îïòèìàëüíîì
ïðîöåññå. Â ýòîì ñìûñëå ïîëó÷åííûå óòâåðæäåíèÿ óñèëèâàþò èçâåñòíûå
ðåçóëüòàòû.
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Ïîíÿòèå óïðàâëÿåìîñòè óïðàâëÿåìîé ñèñòåìîé ÿâëÿåòñÿ îäíèì èç
âàæíåéøèõ â òåîðèè îïòèìàëüíîãî óïðàâëåíèÿ. Ââîäèòñÿ ïîíÿòèå
óïðàâëÿåìîñòè ñèñòåìîé îáûêíîâåííûõ äèôôåðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèé
ñ êðàåâûìè óñëîâèÿìè îáùåãî âèäà è âûâîäÿòñÿ óñëîâèÿ, ãàðàíòèðóþ-
ùèå óïðàâëÿåìîñòü íå òîëüêî èñõîäíîé óïðàâëÿåìîé ñèñòåìû, íî è áëèç-
êèõ ê íåé ñèñòåì, ïðè÷åì äëÿ óïðàâëÿåìîñòè áëèçêèõ ñèñòåì äîñòàòî÷íî
ëèøü íåïðåðûâíîñòè âõîäÿùèõ â èõ îïðåäåëåíèå îòîáðàæåíèé [28�31].
Íà ïðàêòèêå áëèçêèå îòîáðàæåíèÿ âîçíèêàþò êàê ñëåäñòâèå íåòî÷íîñòè
çàäàíèÿ èñõîäíûõ äàííûõ è/èëè êàê àïïðîêñèìàöèÿ �ñëîæíûõ� îòîá-
ðàæåíèé áîëåå ïðîñòûìè, êîòîðûå, êàê ïðàâèëî, ëèøü íåïðåðûâíû. Ñ
ýòîé ïðîáëåìàòèêîé òåñíî ñâÿçàíû âîïðîñû î íåïðåðûâíîé çàâèñèìîñòè
ðåøåíèÿ äèôôåðåíöèàëüíîãî óðàâíåíèÿ îò åãî ïðàâîé ÷àñòè è êðàåâûõ
óñëîâèé. Äîêàçàíî îáùåå óòâåðæäåíèå î íåïðåðûâíîé çàâèñèìîñòè ðå-
øåíèÿ îò ïðàâîé ÷àñòè è êðàåâûõ óñëîâèé îáùåãî âèäà, èç êîòîðîãî
ñëåäóåò ðÿä èçâåñòíûõ ðåçóëüòàòîâ [32].
Ñëåäóåò ñêàçàòü, ÷òî äîêàçàòåëüñòâî ìíîãèõ èç óêàçàííûõ âûøå

óòâåðæäåíèé ïîòðåáîâàëî ðàçðàáîòêè íîâûõ ìàòåìàòè÷åñêèõ ñðåäñòâ, â
÷àñòíîñòè òåîðåì î ñóùåñòâîâàíèè íåÿâíîé ôóíêöèè íå òîëüêî ó èñõîä-
íîãî îòîáðàæåíèÿ, íî è ó îòîáðàæåíèé, áëèçêèõ (â îïðåäåëåííîì ñìûñ-
ëå) ê èñõîäíîìó [29]. Âñå ïåðå÷èñëåííûå âûøå èññëåäîâàíèÿ ïðîâåäåíû
ñîâìåñòíî ñ Å.Ð. Àâàêîâûì.
7. Î íåêîòîðûõ ìíîãîìåðíûõ òî÷íûõ íåðàâåíñòâàõ êîëìî-

ãîðîâñêîãî òèïà. Ðàçäåë ïîäãîòîâëåí Ê.Þ. Îñèïåíêî. Ïîä íåðàâåí-
ñòâàìè êîëìîãîðîâñêîãî òèïà äëÿ ïðîèçâîäíûõ íà ïðÿìîé òðàäèöèîííî
ïîíèìàþò íåðàâåíñòâà âèäà

(2) ‖x(k)(·)‖Lq(R) ≤ K‖x(·)‖αLp(R)‖x
(n)(·)‖βLr(R),

ãäå 0 ≤ k < n � öåëûå, 1 ≤ p, q, r ≤ ∞, α, β ≥ 0. Â 1939 ã. À.Í. Êîë-
ìîãîðîâûì áûëè íàéäåíû òî÷íûå êîíñòàíòû â (2) ïðè p = q = r = ∞ â
îáùåì ñëó÷àå, ò.å. ïðè ëþáûõ n ≥ 2 è 0 < k < n. Ýòîò ðåçóëüòàò ÿâëÿåò-
ñÿ íàèáîëåå ÿðêèì â äàííîé ïðîáëåìàòèêå. Ðåçóëüòàòû, àíàëîãè÷íûå ïî
ñâîåé çàâåðøåííîñòè êîëìîãîðîâñêîìó, ïîëó÷åíû íà ïðÿìîé ëèøü åùå â
òðåõ ñëó÷àÿõ (p = q = r = 2 � Ã. Õàðäè, Äæ. Ëèòëâóä è Ã. Ïîëèà (1934),
p = q = r = 1 � Ý.Ñòåéí (1957), p = r = 2, q =∞ � Ë.Ñ. Òàéêîâ (1968)).
Åñëè çàìåíèòü ôóíêöèþ x(·) íà åå ïðåîáðàçîâàíèå Ôóðüå, òî ïðè r = 2

è q = ∞, 2 óäàåòñÿ ïîëó÷èòü (ñì. [32]) äàæå áîëåå îáùèå íåðàâåíñòâà,
ñïðàâåäëèâûå íå òîëüêî äëÿ âñåõ n > k (n > k + d/2 â ñëó÷àå q = ∞),
íî è äëÿ âñåõ 1 ≤ p ≤ ∞ (2 < p ≤ ∞ â ñëó÷àå q = 2). Ïîëîæèì

γ = n−k−d/2
n+d(1/2−1/p) , q̃ = 1

1/2+γ(1/2−1/p) .

Òåîðåìà. Ïóñòü 1 ≤ p ≤ ∞, k ≥ 0, k + p > 1, à n > k + d/2. Òîãäà
èìååò ìåñòî òî÷íîå íåðàâåíñòâî:

‖(−∆)k/2x(·)‖L∞(Rd) ≤ Kp(k, n)‖Fx(·)‖γ
Lp(Rd)

‖(−∆)n/2x(·)‖1−γ
L2(Rd)

,
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ãäå

Kp(k, n) =
γ
− γ
p (1− γ)−

1−γ
2

(2π)
d

2n−k−d/p
2n+d(1−2/p)

(
B (q̃γ/2 + 1, q̃(1− γ)/2)πd/2

(n− k − d/2)Γ(d/2)

)1/q̃

,

Fx(·) � ïðåîáðàçîâàíèå Ôóðüå ôóíêöèè x(·), à B(·, ·) � B-ôóíêöèÿ Ýé-

ëåðà.

Ïîëîæèì

γ̃ =
n− k

n+ d(1/2− 1/p)
, q1 =

1

γ̃(1/2− 1/p)
,

K̃p(k, n) =
γ̃
− γ̃
p (1− γ̃)−

1−γ̃
2

(2π)dγ̃/2

(
B (q1γ̃/2 + 1, q1(1− γ̃)/2)πd/2

(n− k)Γ(d/2)

)1/q1

.

Òåîðåìà. Ïóñòü k ≥ 0, n > k è 2 < p ≤ ∞. Òîãäà èìååò ìåñòî òî÷íîå

íåðàâåíñòâî:

‖(−∆)k/2x(·)‖L2(Rd) ≤ K̃p(k, n)‖Fx(·)‖γ̃
Lp(Rd)

‖(−∆)n/2x(·)‖1−γ̃
L2(Rd)

.

8. Ñæàòûå èçìåðåíèÿ, âîññòàíîâëåíèå ðèäæ-ôóíêöèé, ïîëè-

íîìèàëüíûå ïðèáëèæåíèÿ. Ê.Ñ. Ðþòèíûì ïîëó÷åíû [34,35] ðåçóëü-
òàòû ïî çàäà÷å öåëî÷èñëåííûõ ñæàòûõ èçìåðåíèé, ïðåäëîæåííîé Ë.
Ôóêøàíñêè, Ä. Íèäåëë è Á. Ñóäàêîâûì â 2019 ã. Ïî âåêòîðó Ax, ãäå
A � öåëî÷èñëåííàÿ (m × d)-ìàòðèöà (èçìåðåíèé), íóæíî âîññòàíîâèòü
âåêòîð x, êîòîðûé ïðåäïîëàãàåòñÿ s-ðàçðåæåííûì, ò.å. åãî íîñèòåëü èìå-
åò ìîùíîñòü s, s < d. Â ðàáîòå Ñ.Â. Êîíÿãèíà è Á.Ñóäàêîâà [36] äàíà
êîíñòðóêöèÿ õîðîøåé ìàòðèöû èçìåðåíèé ñ ìàëûìè ïî àáñîëþòíîé âå-
ëè÷èíå ýëåìåíòàìè, ò.å. (m × d)-ìàòðèöû A,m < d, òàêîé, ÷òî ëþáîé
s-ðàçðåæåííûé âåêòîð x ∈ Zd, s < d/2 ìîæåò áûòü îäíîçíà÷íî âîññòà-
íîâëåí ïî âåêòîðó Ax. Ê.Ñ. Ðþòèí ïðåäëîæèë àëãîðèòì âîññòàíîâëåíèÿ
äëÿ ýòîé ìàòðèöû è îöåíèë åãî ñëîæíîñòü (ò.å. êîëè÷åñòâî îïåðàöèé).
Êàê ñëåäñòâèå ïðè áîëüøèõN è ëþáîì s ≤ c1N/ logN ñóùåñòâóåò áóëåâà
(c2s logN) ×N -ìàòðèöà ñ ýôôåêòèâíûì îäíîçíà÷íûì âîññòàíîâëåíèåì
ëþáûõ s-ðàçðåæåííûõ âåêòîðîâ èç ZN .
Ò.È. Çàéöåâîé, Þ.Â. Ìàëûõèíûì è Ê.Ñ. Ðþòèíûì (ñì. [37]) áûë ïðåä-

ëîæåí àëãîðèòì âîññòàíîâëåíèÿ ðèäæ-ôóíêöèè (�ïëîñêîé âîëíû�) ïî åå
çíà÷åíèÿì â êîíå÷íîì ÷èñëå òî÷åê, êîëè÷åñòâî êîòîðûõ ïîëèíîìèàëüíî
çàâèñèò îò ðàçìåðíîñòè n, åñëè ïîðîæäàþùàÿ ôóíêöèÿ ϕ ïðèíàäëåæèò
åñòåñòâåííîìó êëàññó àíàëèòè÷åñêèõ ôóíêöèé. Òî åñòü ìû âîññòàíàâëè-
âàåì ôóíêöèþ f(x) = ϕ(〈a, x〉), ãäå a, x ∈ Rn, |a| = 1, 〈·, ·〉 � ñêàëÿð-
íîå ïðîèçâåäåíèå, à ϕ � àíàëèòè÷åñêàÿ ôóíêöèÿ â îêðåñòíîñòè îòðåçêà
[−1, 1], ïî íàáîðó çíà÷åíèé (äàííûõ ñ ïîãðåøíîñòüþ) ôóíêöèè f â òî÷-
êàõ x1, . . . , xN èç åäèíè÷íîãî øàðà Rn, ïðè ýòîì a, ϕ íàì íåèçâåñòíû.
Ïðåäëîæåí îðèãèíàëüíûé (âåðîÿòíîñòíûé) àëãîðèòì, ñî÷åòàþùèé ïîä-
õîäû èç ìàòåìàòè÷åñêîé ñòàòèñòèêè è òåîðèè ýêñòðàïîëÿöèè ïîëèíîìîâ
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êîìïëåêñíîé ïåðåìåííîé, è îöåíåíà åãî òî÷íîñòü. Äàííàÿ ðàáîòà ñóùå-
ñòâåííî äîïîëíÿåò ðåçóëüòàòû ðÿäà àâòîðîâ ïî ýòîé ïðîáëåìàòèêå.
Þ.Â. Ìàëûõèíûì è Ê.Ñ. Ðþòèíûì â [38] ïîñòðîåíû ÿâíûå êîíñòðóê-

òèâíûå ïîëèíîìèàëüíûå ïðèáëèæåíèÿ âûñîêîé òî÷íîñòè ëîêàëüíî-
ïîñòîÿííûõ ôóíêöèé íà îáúåäèíåíèè êîíå÷íîãî ÷èñëà äèçúþíêòíûõ îò-
ðåçêîâ íà ïðÿìîé. Ïîëó÷åííûå îöåíêè ñâåðõó òî÷íîñòè ïðèáëèæåíèÿ
ïðàâèëüíî îòðàæàþò çàâèñèìîñòü îò ãåîìåòðè÷åñêèõ õàðàêòåðèñòèê ñå-
ìåéñòâà îòðåçêîâ â äâóõ íàèáîëåå èíòåðåñíûõ àñèìïòîòè÷åñêèõ ðåæè-
ìàõ (êîãäà âñå îòðåçêè äîñòàòî÷íî ìàëû è êîãäà íåêîòîðûå èç íèõ îêà-
çûâàþòñÿ î÷åíü áëèçêèìè). Ïîñòàíîâêà îòíîñèòñÿ ê êëàññè÷åñêîé òåî-
ðèè ïðèáëèæåíèé ïîëèíîìàìè è ñâÿçàíà ñ èìåíàìè Å.È. Çîëîòàðåâà,
Í.È. Àõèåçåðà, Ñ.Í. Áåðíøòåéíà, Ã. Ñåãå, Ã. Ôàáåðà, íî ïîëåçíà äëÿ
èçó÷åíèÿ äèñêðåòíûõ îáúåêòîâ (ñëîæíîñòü áóëåâûõ ôóíêöèé, òåíçîðîâ).
Îñîáåííî èíòåðåñíûì ïðåäñòàâëÿåòñÿ òàê íàçûâàåìûé ìåòîä óëó÷øåíèÿ
ïðèáëèæåíèé, ïðèìåíÿþùèéñÿ â òåîðèè ñëîæíîñòè è òåîðèè ïîïåðå÷íè-
êîâ.
9. Î çàäà÷å ñòàáèëèçàöèè íåêîòîðûõ ñèñòåì ãèäðîäèíàìè÷å-

ñêîãî òèïà ïîñðåäñòâîì óïðàâëåíèÿ ñ îáðàòíîé ñâÿçüþ. Îïèñàí-
íûé ïîäõîä èçëîæåí â ðàáîòå À.Â. Ôóðñèêîâà [39], â êîòîðîé òàêæå ïðè-
âåäåí ïîäðîáíûé ñïèñîê ïóáëèêàöèé ïî ýòîé òåìàòèêå. Ãëàâíîé ãèäðîäè-
íàìè÷åñêîé ñèñòåìîé, äëÿ êîòîðîé çäåñü èçó÷àåòñÿ çàäà÷à ñòàáèëèçàöèè,
ÿâëÿåòñÿ ñèñòåìà óðàâíåíèé Íàâüå�Ñòîêñà âÿçêîé íåñæèìàåìîé æèäêî-
ñòè, çàäàííàÿ â îãðàíè÷åííîé îáëàñòè Ω ⊂ R3. Íåèçâåñòíûìè ôóíêöèÿ-
ìè â íåé ÿâëÿþòñÿ ñêîðîñòü è äàâëåíèå æèäêîñòè (v(t, x), p(t, x), (t, x) ∈
R+ × Ω), à òàêæå óïðàâëåíèå u(t, x), (t, x) ∈ R+ × ∂Ω, çàäàííîå íà
ãðàíèöå îáëàñòè è ñîâïàäàþùåå ñ ãðàíè÷íûì çíà÷åíèåì ñêîðîñòè æèä-
êîñòè. Çàäàííûìè ôóíêöèÿìè ÿâëÿþòñÿ íà÷àëüíîå çíà÷åíèå ñêîðîñòè
v0(x) = v(t, x)|t=0, âíåøíÿÿ ñèëà f(x), x ∈ Ω, è ñòàöèîíàðíîå ðåøåíèå
v̂(x), x ∈ Ω, ñèñòåìû Íàâüå�Ñòîêñà ñ òîé æå ïðàâîé ÷àñòüþ f(x).
Çàäà÷à ñòàáèëèçàöèè ñîñòîèò â ïîñòðîåíèè òàêîãî óïðàâëåíèÿ u(t, x),

÷òîáû ïîëó÷åííàÿ ñ åãî ïîìîùüþ ñêîðîñòü æèäêîñòè v(t, x) óäîâëåòâî-
ðÿëà óñëîâèþ ‖v(t, ·)− v̂(·)‖ → 0 ïðè t→∞, ãäå ‖ · ‖ � ñîîòâåòñòâóþùàÿ
íîðìà. Ýòà çàäà÷à ïîëíîñòüþ ðåøåíà ïðè äîïîëíèòåëüíîì óñëîâèè, ÷òî
âåëè÷èíà ‖v̂ − v0‖ äîñòàòî÷íî ìàëà (ò.å. ïðè óñëîâèè ëîêàëüíîñòè). Â
íåëîêàëüíîì ñëó÷àå, ò.å. êîãäà ýòî óñëîâèå íå âûïîëíåíî, ñäåëàí ëèøü
ïåðâûé øàã ê ïîëíîìó ðåøåíèþ çàäà÷è, ñîñòîÿùèé â ñëåäóþùåì. Ïðåæ-
äå âñåãî ïî àíàëîãèè ñ ïîñòàíîâêîé ïðîáëåìû ìèëëåíèóìà î ñóùåñòâîâà-
íèè ãëàäêîãî ðåøåíèÿ òðåõìåðíîé ñèñòåìû Íàâüå�Ñòîêñà ìû íà÷èíàåì
ñî ñëó÷àÿ, êîãäà âíåøíÿÿ ñèëà f(x) ðàâíà íóëþ. Êàê èçâåñòíî èç òåî-
ðèè ëîêàëüíîé ñòàáèëèçàöèè, â ýòîì ñëó÷àå ïðîáëåìó ìîæíî ñâåñòè ê
êðàåâîé çàäà÷å ñ ïåðèîäè÷åñêèìè êðàåâûìè óñëîâèÿìè (ò.å. çàìåíèòü
îáëàñòü Ω íà òðåõìåðíûé òîð T3 = (R/2πZ)3) è óïðàâëåíèåì, çàäàííûì
â ïðàâîé ÷àñòè óðàâíåíèÿ è ñîñðåäîòî÷åííûì â íåêîòîðîé ñïåöèàëüíîé
ïîäîáëàñòè òîðà ω ⊂ T3. Ñ îäíîé ñòîðîíû, òåîðèþ íåëîêàëüíîé ñòàáè-
ëèçàöèè íåîáõîäèìî ñòðîèòü â êëàññå äîñòàòî÷íî ãëàäêèõ ôóíêöèé, ãäå
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ðåøåíèå êðàåâîé çàäà÷è åäèíñòâåííî, à ñ äðóãîé � â êà÷åñòâå ôàçîâîãî
ïðîñòðàíñòâà ïîëåçíî âçÿòü ïðîñòðàíñòâî (L2(T3))3, â êîòîðîì ïðîùå
ñëåäèòü çà äèíàìèêîé òå÷åíèÿ. ×òîáû óäîâëåòâîðèòü îáîèì óñëîâèÿì,
ïåðåéäåì îò çàäà÷è ñòàáèëèçàöèè äëÿ ñèñòåìû Íàâüå�Ñòîêñà ê àíàëî-
ãè÷íîé çàäà÷å äëÿ ñèñòåìû Ãåëüìãîëüöà, ðåøåíèå êîòîðîé w(t, x) ñâÿ-
çàíî ñî ñêîðîñòüþ æèäêîñòè ñîîòíîøåíèåì w(t, x) = curl v(t, x) (ò.å. w
� ýòî âèõðü ñêîðîñòè v). Èçâåñòíî, ÷òî íåëèíåéíûé îïåðàòîð â ñèñòåìå
Ãåëüìãîëüöà èìååò âèä B(w) = Φ(w)w+Bτ (w), ãäå Φ(w) � ôóíêöèîíàë,
à Bτ (w) è w îðòîãîíàëüíû â ïðîñòðàíñòâå (L2(T3))3. Îòñþäà ëåãêî âû-
âîäèòñÿ, ÷òî îñíîâíûå òðóäíîñòè ïîñòðîåíèÿ ñòàáèëèçàöèè äëÿ ñèñòåìû
Ãåëüìãîëüöà ñâÿçàíû ñ ïåðâûì ñëàãàåìûì íåëèíåéíîãî îïåðàòîðà B(w).
Ïîýòîìó ïðèíÿòà ñëåäóþùàÿ ñõåìà ðåøåíèÿ çàäà÷è ñòàáèëèçàöèè. Íà
ïåðâîì øàãå îïåðàòîð B(w) çàìåíÿåòñÿ íà Φ(w)w è ñòðîèòñÿ ñòàáèëè-
çàöèÿ äëÿ ïîëó÷åííîé ñèñòåìû. Ýòà çàäà÷à óñïåøíî ðåøåíà. Íà âòîðîì
ýòàïå ñëåäóåò âåðíóòüñÿ ê èñõîäíîìó îïåðàòîðó B(w) è ðåøèòü çàäà÷ó.
Ê ñîæàëåíèþ, âòîðîé øàã ïîêà ñäåëàí ëèøü äëÿ ìîäåëüíîãî ïðèìåðà,
â êîòîðîì âìåñòî òðåõìåðíîé ñèñòåìû Íàâüå�Ñòîêñà âçÿòî óðàâíåíèå
Áþðãåðñà.
Îãðàíè÷åííîñòü îáúåìà ñòàòüè íå ïîçâîëèëà íàì ïîäðîáíî ðàññêà-

çàòü î äðóãèõ èíòåðåñíûõ ðàáîòàõ ñîòðóäíèêîâ êàôåäðû, òàêèõ, êàê èñ-
ñëåäîâàíèÿ ÷ë.-êîððà. ÐÀÍ Â.Þ. Ïðîòàñîâà ïî ãàðìîíè÷åñêîìó àíàëè-
çó, óñòîé÷èâîñòè äèíàìè÷åñêèõ ñèñòåì, ñàìîïîäîáíûì ìíîæåñòâàì, ïðî-
ôåññîðà À.Ñ. Äåìèäîâà î ÿâíûõ ÷èñëåííî ðåàëèçóåìûõ ôîðìóëàõ äëÿ
îïåðàòîðîâ Ïóàíêàðå�Ñòåêëîâà è ðåøåíèÿõ íåêîòîðûõ äðóãèõ óðàâíå-
íèé ìàòåìàòè÷åñêîé ôèçèêè, äîöåíòà À.Ñ. Êî÷óðîâà (ñîâìåñòíî ñ À.Ñ.
Äåìèäîâûì) î ïðèáëèæåííîì âû÷èñëåíèè n-é ïðîèçâîäíîé ïî äàííûì
èçìåðåíèÿ ôóíêöèè è (ñîâìåñòíî ñ ïðîôåññîðîì Â.Ì. Òèõîìèðîâûì) îá
ýêñòðàïîëÿöèè ïîëèíîìîâ ñ äåéñòâèòåëüíûìè êîýôôèöèåíòàìè â êîì-
ïëåêñíóþ ïëîñêîñòü.
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