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1. Âûïóêëûå ìíîæåñòâà

Ïóñòü x, y ∈ Rn. Îòðåçêîì (ñîåäèíÿþùèì x è y) íàçûâàåòñÿ
ìíîæåñòâî

[x, y] = { z ∈ Rn : z = (1− α)x+ αy, 0 ≤ α ≤ 1 }.
Íåïóñòîå ìíîæåñòâî A ⊂ Rn íàçûâàåòñÿ âûïóêëûì, åñëè âìåñòå ñ
ëþáûìè äâóìÿ ñâîèìè òî÷êàìè x, y îíî ñîäåðæèò îòðåçîê [x, y].
Ïóñòîå ìíîæåñòâî ñ÷èòàåòñÿ âûïóêëûì.
Ïóñòü x1, . . . , xk ∈ Rn. Âåêòîð

x =
k∑
j=1

αjxj,

ãäå
n∑
j=1

αj = 1, αj ≥ 0, j = 1, . . . , k,

íàçûâàåòñÿ âûïóêëîé êîìáèíàöèåé âåêòîðîâ x1, . . . , xk.

Ïðåäëîæåíèå 1. Íåïóñòîå âûïóêëîå ìíîæåñòâî A ⊂ Rn ñîäåð-

æèò âñå âûïóêëûå êîìáèíàöèè âåêòîðîâ èç A.

Äîêàçàòåëüñòâî. Áóäåì äîêàçûâàòü ýòî óòâåðæäåíèå èíäóêöèåé
ïî ÷èñëó ñëàãàåìûõ â âûïóêëîé êîìáèíàöèè. Äëÿ äâóõ ñëàãàåìûõ
óòâåðæäåíèå î÷åâèäíî. Ïðåäïîëîæèì, ÷òî óòâåðæäåíèå äîêàçàíî
äëÿ k ñëàãàåìûõ. Ïóñòü x1, . . . , xk+1 ∈ A è

k+1∑
j=1

αj = 1, αj ≥ 0, j = 1, . . . , k + 1.

Èìååì

x =
k+1∑
j=1

αjxj = α1x1 + (1− α1)y,

ãäå

y =
k+1∑
j=2

αj
1− α1

xj.

Ïîñêîëüêó
k+1∑
j=2

αj
1− α1

= 1,

òî ïî ïðåäïîëîæåíèþ èíäóêöèè y ∈ A. Ñëåäîâàòåëüíî, x ∈ A. �

Èç äîêàçàííîãî óòâåðæäåíèÿ âûòåêàåò, ÷òî íàèìåíüøèì âûïóê-
ëûì ìíîæåñòâîì, ñîäåðæàùèì ïðîèçâîëüíîå íåïóñòîå ìíîæåñòâî
A, ÿâëÿåòñÿ ìíîæåñòâî âñåõ âûïóêëûõ êîìáèíàöèé âåêòîðîâ èç A.
Ýòî ìíîæåñòâî íàçûâàåòñÿ âûïóêëîé îáîëî÷êîé A è îáîçíà÷àåòñÿ
coA.
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2. Àôôèííûå ìíîãîîáðàçèÿ

Ïóñòü x1, . . . , xk ∈ Rn. Âåêòîð

x =
k∑
j=1

αjxj, αj ∈ R, j = 1, . . . , k,

íàçûâàåòñÿ ëèíåéíîé êîìáèíàöèåé âåêòîðîâ x1, . . . , xk. Ìíîæåñòâî
âñåõ ëèíåéíûõ êîìáèíàöèé âåêòîðîâ èç A ⊂ Rn íàçûâàåòñÿ ëèíåé-
íîé îáîëî÷êîé A è îáîçíà÷àåòñÿ ÷åðåç spanA. Âåêòîð

(1) x =
k∑
j=1

αjxj,

k∑
j=1

αj = 1, αj ∈ R, j = 1, . . . , k,

íàçûâàåòñÿ àôôèííîé êîìáèíàöèåé âåêòîðîâ x1, . . . , xk. Ìíîæåñòâî
âñåõ àôôèííûõ êîìáèíàöèé âåêòîðîâ èç A ⊂ Rn íàçûâàåòñÿ àô-

ôèííîé îáîëî÷êîé A è îáîçíà÷àåòñÿ ÷åðåç aff A.
Àôôèííûì ìíîãîîáðàçèåì â Rn íàçûâàåòñÿ ìíîæåñòâî âèäà

x + L, ãäå x ∈ Rn, à L � ëèíåéíîå ïîäïðîñòðàíñòâî Rn. Ðàçìåðíî-
ñòüþ àôôèííîãî ìíîãîîáðàçèÿ íàçûâàåòñÿ ðàçìåðíîñòü ëèíåéíîãî
ïîäïðîñòðàíñòâà L.

Ïðåäëîæåíèå 2. Ïóñòü A ⊂ Rn. Òîãäà àôôèííàÿ îáîëî÷êà A ÿâ-

ëÿåòñÿ àôôèííûì ìíîãîîáðàçèåì, ïðè÷åì

aff A = x0 + span(A− x0), x0 ∈ A.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïóñòü x ∈ aff A èìååò âèä (1). Òîãäà

x = x0 +
k∑
j=1

αj(xj − x0) ∈ x0 + span(A− x0).

Îáðàòíî, ïóñòü x ∈ x0 + span(A− x0). Òîãäà

x = x0 +
k∑
j=1

λj(xj − x0) = (1− λ1 − . . .− λk)x0 +
k∑
j=1

λjxj,

÷òî ÿâëÿåòñÿ àôôèííîé êîìáèíàöèåé âåêòîðîâ x0, x1, . . . , xk. �

Åñëè A ⊂ Rn � âûïóêëîå ìíîæåñòâî, òî åãî ðàçìåðíîñòüþ íàçû-
âàåòñÿ ðàçìåðíîñòü àôôèííîé îáîëî÷êè A

(2) dimA = dim aff A = dim span(A− x0),
ãäå x0 � ïðîèçâîëüíûé âåêòîð èç A.
Âåêòîðû x1, . . . , xk+1 íàçûâàþòñÿ àôôèííî íåçàâèñèìûìè, åñëè

èç òîãî, ÷òî

(3)
k+1∑
j=1

λjxj = 0 è
k+1∑
j=1

λj = 0,

ñëåäóåò, ÷òî λ1 = . . . = λk+1 = 0.



4

Ïðåäëîæåíèå 3. Âåêòîðû x1, . . . , xk+1 àôôèííî íåçàâèñèìû â

òîì è òîëüêî â òîì ñëó÷àå, åñëè âåêòîðû xj − x1, 2 ≤ j ≤ k + 1,
� ëèíåéíî íåçàâèñèìû.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïóñòü x1, . . . , xk+1 àôôèííî íåçàâèñèìû è

(4)
k+1∑
j=2

λj(xj − x1) = 0.

Òîãäà

(5)
k+1∑
j=2

λjxj −
(k+1∑
j=2

λj

)
x1 = 0.

Èç àôôèííîé íåçàâèñèìîñòè x1, . . . , xk+1 âûòåêàåò, ÷òî λ2 = . . . =
λk+1 = 0.
Ïóñòü òåïåðü âåêòîðû xj − x1, 2 ≤ j ≤ k + 1, � ëèíåéíî íåçàâè-

ñèìû è âûïîëíÿþòñÿ óñëîâèÿ (3). Òîãäà èìååò ìåñòî ðàâåíñòâî (5),
êîòîðîå ýêâèâàëåíòíî ðàâåíñòâó (4). Èç ëèíåéíîé íåçàâèñèìîñòè
âåêòîðîâ xj − x1, 2 ≤ j ≤ k + 1, ïîëó÷àåì, ÷òî λ2 = . . . = λk+1 = 0.
Êðîìå òîãî,

λ1 = −
k+1∑
j=2

λj = 0.

�

Âûïóêëàÿ îáîëî÷êà àôôèííî íåçàâèñèìûõ âåêòîðîâ x1, . . . , xk+1

íàçûâàåòñÿ k-ìåðíûì ñèìïëåêñîì, à âåêòîðû x1, . . . , xk+1 � âåðøè-

íàìè ñèìïëåêñà. Ëþáîé âåêòîð èç ýòîãî ñèìïëåêñà åäèíñòâåííûì
îáðàçîì ïðåäñòàâèì â âèäå

x =
k+1∑
j=1

λjxj,
k+1∑
j=1

λj = 1, λj ≥ 0, j = 1, . . . , k + 1.

×èñëà λ1, . . . , λk+1 íàçûâàþòñÿ áàðèöåíòðè÷åñêèìè êîîðäèíàòàìè
âåêòîðà x.
Îäíîìåðíûå ñèìïëåêñû � ýòî îòðåçêè, äâóìåðíûå � òðåóãîëü-

íèêè, òðåõìåðíûå � òåòðàýäðû.
Åñëè A ⊂ Rn � âûïóêëîå ìíîæåñòâî ðàçìåðíîñòè k ≤ n, òî

îíî ñîäåðæèò k-ìåðíûé ñèìïëåêñ. Äåéñòâèòåëüíî, â ñèëó ðàâåíñòâà
(2) íàéäóòñÿ ëèíåéíî íåçàâèñèìûå âåêòîðû x1 − x0, . . . , xk − x0,
x0, x1, . . . , xk ∈ A. Òîãäà èç ïðåäëîæåíèÿ 3 âûòåêàåò, ÷òî âåêòîðû
x0, x1, . . . , xk � àôôèííî íåçàâèñèìû. Ñëåäîâàòåëüíî, ñèìïëåêñ ñ
âåðøèíàìè â ýòèõ òî÷êàõ ñîäåðæèòñÿ â A.



5

3. Âíóòðåííèå òî÷êè

Òî÷êà a ∈ A ⊂ Rn íàçûâàåòñÿ âíóòðåííåé òî÷êîé ìíîæåñòâà A,
åñëè ñóùåñòâóåò òàêàÿ îêðåñòíîñòü ýòîé òî÷êè, ÷òî îíà öåëèêîì ëå-
æèò â A. Ìíîæåñòâî âíóòðåííèõ òî÷åê A îáîçíà÷àåòñÿ ÷åðåç intA.

Ïðåäëîæåíèå 4. Åñëè A ⊂ Rn � âûïóêëîå ìíîæåñòâî ðàçìåð-

íîñòè n, òî intA 6= ∅.

Äîêàçàòåëüñòâî. Òàê êàê A ñîäåðæèò n-ìåðíûé ñèìïëåêñ, äîñòà-
òî÷íî äîêàçàòü, ÷òî n-ìåðíûé ñèìïëåêñ â Rn ñîäåðæèò âíóòðåí-
íþþ òî÷êó. Ïóñòü a0, a1, . . . , an � âåðøèíû n-ìåðíîãî ñèìïëåêñà.
Áåç îãðàíè÷åíèÿ îáùíîñòè ìîæíî ñ÷èòàòü, ÷òî a0 = 0. Ïîêàæåì,
÷òî ëþáàÿ òî÷êà âèäà

x =
n∑
j=1

λjaj,

n∑
j=1

λj < 1, λj > 0, j = 1, . . . , n,

ÿâëÿåòñÿ âíóòðåííåé. Ïóñòü x0 ïðèíàäëåæèò îòêðûòîìó øàðó ðà-
äèóñà ε > 0

Bε(0) = { y ∈ Rn : |y| < ε }.
Òîãäà

x0 =
n∑
k=1

xkek,

ãäå ek � ñòàíäàðòíûé áàçèñ â Rn, ïðè÷åì |xk| < ε, k = 1, . . . , n. Â
ñèëó òîãî, ÷òî a1, . . . , an � ëèíåéíî íåçàâèñèìû, êàæäûé èç âåêòî-
ðîâ ñòàíäàðòíîãî áàçèñà ìîæåò áûòü ïðåäñòàâëåí â âèäå

ek =
n∑
j=1

αjkak, k = 1, . . . , n.

Èìååì

x+ x0 =
n∑
j=1

γjaj,

ãäå

γj = λj +
n∑
k=1

αjkxk, j = 1, . . . , n.

Â ñèëó îöåíêè ∣∣∣∣ n∑
k=1

αjkxk

∣∣∣∣ ≤ ε
n∑
k=1

|αjk|

äëÿ äîñòàòî÷íî ìàëûõ ε > 0 ïðè âñåõ x0 ∈ Bε(0) γj > 0, j =
1, . . . , n, è

n∑
j=1

γj < 1.

òåì ñàìûì âñå òî÷êè x+ x0 ïðèíàäëåæàò ñèìïëåêñó. �
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Îáîçíà÷èì ÷åðåç ∂A � ãðàíè÷íûå òî÷êè ìíîæåñòâà A. ×åðåç
clA áóäåì îáîçíà÷àòü çàìûêàíèå ìíîæåñòâà A, ò.å. ìíîæåñòâî âñåõ
ïðåäåëüíûõ òî÷åê A.

Ïðåäëîæåíèå 5. Ïóñòü A ⊂ Rn � âûïóêëîå ìíîæåñòâî, x ∈
intA è x̂ ∈ ∂A. Òîãäà λ(x̂− x) /∈ clA äëÿ âñåõ λ > 1.

Äîêàçàòåëüñòâî. Áåç îãðàíè÷åíèÿ îáùíîñòè ìîæíî ñ÷èòàòü, ÷òî
âíóòðåííÿÿ òî÷êà ìíîæåñòâà A ñîâïàäàåò ñ íà÷àëîì êîîðäèíàò,
ò.å., ÷òî x = 0. Ýòî îçíà÷àåò, ÷òî ñóùåñòâóåò òàêîå ÷èñëî r > 0,
÷òî âñå òî÷êè, äëÿ êîòîðûõ |a| < r, ïðèíàäëåæàò A. Ïðåäïîëîæèì
ïðîòèâíîå, ò.å., ÷òî λx̂ ∈ clA ïðè íåêîòîðîì λ > 1. Òîãäà â ëþáîé
îêðåñòíîñòè òî÷êè λx̂ äîëæíà íàéòèñü òî÷êà èç A. Ïóñòü ξ ∈ A è

|λx̂− ξ| < (λ− 1)
r

2
.

Äîêàæåì, ÷òî ëþáàÿ òî÷êà èç îêðåñòíîñòè òî÷êè x̂ ðàäèóñà (λ −
1)λ−1r/2 ëåæèò â A (òåì ñàìûì x̂ íå ÿâëÿåòñÿ ãðàíè÷íîé òî÷êîé).
Ïóñòü y � ïðîèçâîëüíàÿ òî÷êà, äëÿ êîòîðîé

|y − x̂| < λ− 1

λ

r

2
.

Ïîëîæèì

a0 =
λ

λ− 1
y − 1

λ− 1
ξ.

Èìååì

|a0| ≤
λ

λ− 1
|y − x̂|+ 1

λ− 1
|λx̂− ξ| < r,

Ïîýòîìó a0 ∈ A. Ñ äðóãîé ñòîðîíû,

y = (1− λ−1)a0 + λ−1ξ ∈ A.

�

4. Òåîðåìû îòäåëèìîñòè

Ïóñòü x′ = (x′1, . . . , x
′
n) ∈ Rn è x = (x1, . . . , xn) ∈ Rn. ×åðåç x′ · x

áóäåì îáîçíà÷àòü ñòàíäàðòíîå ñêàëÿðíîå ïðîèçâåäåíèå â Rn

x′ · x =
n∑
j=1

x′jxj.

Ãèïåðïëîñêîñòüþ H â Rn íàçûâàåòñÿ ìíîæåñòâî òî÷åê x ∈ Rn,
äëÿ êîòîðûõ x′ · x = γ, ãäå x′ ∈ Rn, x′ 6= 0, à γ ∈ R. Êàæäàÿ
ãèïåðïëîñêîñòü H ïîðîæäàåò äâà ïîëóïðîñòðàíñòâà

H+ = {x ∈ Rn : x′ · x ≥ γ }, H− = {x ∈ Rn : x′ · x ≤ γ }.

Ãîâîðÿò, ÷òî òî÷êà b ∈ Rn îòäåëèìà îò ìíîæåñòâà A ⊂ Rn, åñëè
ñóùåñòâóåò òàêàÿ ãèïåðïëîñêîñòü H, ÷òî b è A ëåæàò â ðàçíûõ
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ïîëóïðîñòðàíñòâàõ. Èíûìè ñëîâàìè, òî÷êà b îòäåëèìà îò A, åñëè
ñóùåñòâóåò òàêîé ýëåìåíò x′ ∈ Rn, x′ 6= 0, ÷òî ïðè âñåõ a ∈ A

x′ · a ≤ x′ · b.

qb

��
��

��
��

�
��

�
�H

A

Ðèñ. 1

Òåîðåìà 1. Ïóñòü A � âûïóêëîå ìíîæåñòâî è b /∈ clA. Òîãäà
òî÷êà b îòäåëèìà îò A.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïîëîæèì

Br(b) = {x ∈ Rn : |x− b| ≤ r }.
Ñóùåñòâóåò r, ïðè êîòîðîì A1 = clA ∩ Br(b) 6= ∅. Ôóíêöèÿ
f(x) = |x − b| ÿâëÿåòñÿ íåïðåðûâíîé íà îãðàíè÷åííîì çàìêíóòîì
ìíîæåñòâå A1 è, ñëåäîâàòåëüíî, ïî òåîðåìå Âåéåðøòðàññà äîñòèãà-
åò ñâîåãî ìèíèìóìà â íåêîòîðîé òî÷êå x̂. Èíûìè ñëîâàìè, òî÷êà x̂
� áëèæàéøàÿ ê b èç ìíîæåñòâà A1, à çíà÷èò è èç ìíîæåñòâà clA.
Ïîëîæèì x′ = x̂ − b è ðàññìîòðèì ãèïåðïëîñêîñòü x′ · x = x′ · x̂.
Äîêàæåì, ÷òî ýòà ãèïåðïëîñêîñòü îòäåëÿåò b îò A. Èìååì

x′ · b = x′ · (x̂− x′) = x′ · x̂− |x′|2 < x′ · x̂.
Îñòàåòñÿ äîêàçàòü, ÷òî x′ · a ≥ x′ · x̂ äëÿ âñåõ a ∈ A. Ïðåäïîëîæèì,
÷òî íàøëàñü òî÷êà a0 ∈ A, äëÿ êîòîðîé x′ · a0 < x′ · x̂. Òàê êàê clA
� òîæå âûïóêëîå ìíîæåñòâî, (1− t)x̂+ ta0 ∈ clA ïðè âñåõ t ∈ [0, 1].
Èìååì

|(1− t)x̂+ ta0 − b|2 = |x′ + t(a0 − x̂)|2 = |x′|2 + 2tα + t2|a0 − x̂|2,
ãäå α = x′ · (a0 − x̂) < 0. Ïîýòîìó ïðè äîñòàòî÷íî ìàëûõ t

|(1− t)x̂+ ta0 − b|2 < |x′|2 = |x̂− b|2,
÷òî ïðîòèâîðå÷èò òîìó, ÷òî x̂ � áëèæàéøàÿ òî÷êà ê b èç òî÷åê
ìíîæåñòâà clA. �

Ëåììà 1. Åñëè A ⊂ Rn � âûïóêëîå ìíîæåñòâî è dimA < n, òî
ñóùåñòâóåò ãèïåðïëîñêîñòü H òàêàÿ, ÷òî A ⊂ H.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïóñòü aff A = x0 + span(x1, . . . , xk), k < n. Òîãäà
ñóùåñòâóåò x′ ∈ Rn òàêîé, ÷òî x′ 6= 0 è x′ · xj = 0, j = 1, . . . , k.
Ãèïåðïëîñêîñòü x′ · x = x′ · x0 ñîäåðæèò ìíîæåñòâî A. �
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Òåîðåìà 2. Ïóñòü A � âûïóêëîå ìíîæåñòâî è b ∈ ∂A. Òîãäà
òî÷êà b îòäåëèìà îò A.

Äîêàçàòåëüñòâî. Åñëè dimA < n, òî ïî ëåììå 1 ñóùåñòâóåò ãè-
ïåðïëîñêîñòü x′ · x = γ, ñîäåðæàùàÿ A. Î÷åâèäíî, ÷òî x′ · b = γ.
Ïîýòîìó ýòà ãèïåðïëîñêîñòü îòäåëÿåò b îò A.
Ïðåäïîëîæèì , ÷òî dimA = n. Òîãäà ïî ïðåäëîæåíèþ 4 ó A

åñòü âíóòðåííÿÿ òî÷êà, à èç ïðåäëîæåíèÿ 4 ñëåäóåò, ÷òî ñóùåñòâóåò
ïîñëåäîâàòåëüíîñòü òî÷åê bk /∈ clA òàêàÿ, ÷òî bk → b ïðè k → ∞
(äîñòàòî÷íî ïîëîæèòü bk = (1 + 1/k)(b − x0), k = 1, 2, . . ., ãäå x0 �
âíóòðåííÿÿ òî÷êà A). Èç òåîðåìû 1 âûòåêàåò, ÷òî òî÷êè bk ìîæíî
îòäåëèòü îò A, ò.å. ñóùåñòâóþò x′k ∈ Rn, x′k 6= 0, k = 1, 2, . . ., òàêèå,
÷òî äëÿ âñåõ a ∈ A

(6) x′k · a ≤ x′k · bk.

Ðàçäåëèâ íà |x′k|, ìîæíî ñ÷èòàòü, ÷òî |x′k| = 1. Ïîñêîëüêó ñôåðà

Sn−1 = { y ∈ Rn : |y| = 1 }

îãðàíè÷åíà è çàìêíóòà, íàéäåòñÿ ïîäïîñëåäîâàòåëüíîñòü x′ks → x′

ïðè s → ∞, ïðè÷åì |x′| = 1 (ò.å. x′ 6= 0). Ïåðåõîäÿ ê ïðåäåëó ïî
ýòîé ïîäïîñëåäîâàòåëüíîñòè â íåðàâåíñòâå (6), ïîëó÷èì

x′ · a ≤ x′ · b

äëÿ âñåõ a ∈ A. �

Ìíîæåñòâî A ⊂ Rn íàçûâàåòñÿ öåíòðàëüíî-ñèììåòðè÷íûì, åñ-
ëè èç òîãî, ÷òî x ∈ A, ñëåäóåò, ÷òî −x ∈ A.

Òåîðåìà 3. Ïóñòü A � âûïóêëîå öåíòðàëüíî ñèììåòðè÷íîå ìíî-

æåñòâî èç Rn+1 è

(7) b = sup
(0,...,0,an+1)∈A

an+1 <∞.

Òîãäà ñóùåñòâóþò òàêèå ÷èñëà α1, . . . , αn ∈ R, ÷òî äëÿ âñåõ

(a1, . . . , an+1) ∈ A èìååò ìåñòî íåðàâåíñòâî

(8) α1a1 + . . .+ αnan + an+1 ≤ b.

Äîêàçàòåëüñòâî. Áóäåì äîêàçûâàòü ýòó òåîðåìó èíäóêöèåé ïî n.
Ïóñòü ñíà÷àëà n = 1. Òàê êàê òî÷êà (0, b) ∈ ∂A, òî ïî òåîðåìå 2 ñó-
ùåñòâóåò ãèïåðïëîñêîñòü (ïðÿìàÿ), îòäåëÿþùàÿ ýòó òî÷êó îò ìíî-
æåñòâà A, ò.å. ñóùåñòâóåò âåêòîð (x′1, x

′
2) 6= 0 òàêîé, ÷òî

(9) x′1a1 + x′2a2 ≤ x′2b

äëÿ âñåõ (a1, a2) ∈ A. Åñëè x′2 > 0, òî ðàçäåëèâ íà x′2, ìû ïðèäåì ê
âèäó (8). Åñëè x′2 < 0, òî ðàçäåëèâ íà x′2, ìû ïðèäåì ê âèäó

(10) α1a1 + a2 ≥ b.
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Ðèñ. 2

Ïîñêîëüêó (0, 0) ∈ A, òî èç ýòîãî íåðàâåíñòâà ñëåäóåò, ÷òî b ≤ 0.
Òåì ñàìûì (ñì. (7)) b = 0. Ïîäñòàâèâ â (10) âìåñòî (a1, a2) òî÷-
êó (−a1,−a2) è óìíîæèâ ïîëó÷åííîå íåðàâåíñòâî íà −1, ïðèäåì ê
âèäó

−α1a1 + a2 ≤ 0,

÷òî ñîîòâåòñòâóåò (8) ïðè b = 0. Ïðåäïîëîæèì òåïåðü, ÷òî x′2 = 0.
Òîãäà èç (9) âûòåêàåò, ÷òî

x′1a1 ≤ 0.

Â ñèëó öåíòðàëüíîé ñèììåòðèè ìíîæåñòâà A ýòî îçíà÷àåò, ÷òî a1 =
0 äëÿ òî÷åê (a1, a2) ∈ A. Ñëåäîâàòåëüíî, íåðàâåíñòâî (8) âûïîëíåíî
äëÿ ëþáîãî α1.
Ïóñòü óòâåðæäåíèå òåîðåìû äîêàçàíî äëÿ âñåõ k ≤ n− 1. Äîêà-

æåì åãî äëÿ k = n. Ïîñêîëüêó òî÷êà (0, . . . , 0, b) ∈ ∂A, ïî òåîðåìå 2
íàéäåòñÿ âåêòîð x′ = (x′1, . . . , x

′
n+1) 6= 0 òàêîé, ÷òî äëÿ âñåõ a ∈ A

(11) x′ · a ≤ x′n+1b.

Åñëè x′n+1 6= 0, òî ðàññóæäåíèÿ, àíàëîãè÷íûå ïðîâåäåííûì äëÿ n =
2, ñðàçó ïðèâîäÿò ê íåðàâåíñòâó (8). Ïðåäïîëîæèì, ÷òî x′n+1 = 0.
Òîãäà èç íåðàâåíñòâà (11) ñ ó÷åòîì öåíòðàëüíîé ñèììåòðèè ñëå-
äóåò, ÷òî ìíîæåñòâî A ëåæèò â ïîäïðîñòðàíñòâå x′ · x = 0. Âûáå-
ðåì â ýòîì ïîäïðîñòðàíñòâå îðòîíîðìèðîâàííûé áàçèñ f1, . . . , fn,
âçÿâ â êà÷åñòâå fn = en+1 = (0, . . . , 0, 1) (â ñèëó òîãî, ÷òî x′n+1 =
0, en+1 ïðèíàäëåæèò ýòîìó ïîäïðîñòðàíñòâó). Èç ïðåäïîëîæåíèÿ
èíäóêöèè ñëåäóåò, ÷òî â ýòîì ïîäïðîñòðàíñòâå (ðàçìåðíîñòü êî-
òîðîãî n − 1) íàéäóòñÿ α1, . . . , αn−1 ∈ R òàêèå, ÷òî äëÿ òî÷åê
ã1f1 + . . .+ ãnfn ∈ A èìååò ìåñòî íåðàâåíñòâî

α1ã1 + . . .+ αn−1ãn−1 + ãn ≤ b.
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Âûðàçèâ êîîðäèíàòû ã1, . . . , ãn ÷åðåç êîîðäèíàòû a1, . . . , an+1, ó÷è-
òûâàÿ, ÷òî ãn = an+1, à ãj, j = 1, . . . , n − 1, ëèíåéíî âûðàæàþòñÿ
÷åðåç a1, . . . , an, ïðèõîäèì ê âèäó (8). �

5. Îïòèìàëüíîå âîññòàíîâëåíèå ëèíåéíîãî
ôóíêöèîíàëà

Ïóñòü X � ëèíåéíîå ïðîñòðàíñòâî, W ⊂ X, L, l1, . . . , ln � ëèíåé-
íûå ôóíêöèîíàëû íà X. Ñòàâèòñÿ çàäà÷à âîññòàíîâëåíèÿ ôóíê-
öèîíàëà L íà ìíîæåñòâå W ïî çíà÷åíèÿì ôóíêöèîíàëîâ l1, . . . , ln,
çàäàííûì ñ íåêîòîðîé ïîãðåøíîñòüþ. Áóäåì ñ÷èòàòü, ÷òî äëÿ êàæ-
äîãî x ∈ W èçâåñòåí âåêòîð y = (y1, . . . , yn) òàêîé, ÷òî

‖Ix− y‖ ≤ δ,

ãäå Ix = (l1x, . . . , lnx), ‖ · ‖ � íåêîòîðàÿ íîðìà â Rn, à δ > 0 �
ïîãðåøíîñòü çàäàíèÿ èñõîäíûõ äàííûõ.
Â êà÷åñòâå ìåòîäîâ âîññòàíîâëåíèÿ ðàññìàòðèâàþòñÿ âñåâîç-

ìîæíûå îòîáðàæåíèÿ ϕ : Rn → R. Äëÿ äàííîãî ìåòîäà ϕ åãî ïî-

ãðåøíîñòüþ íàçûâàåòñÿ âåëè÷èíà

e(W,L, I, δ, ϕ) = sup
x∈W, y∈Rn

‖Ix−y‖≤δ

|Lx− ϕ(y)|.

Ïîãðåøíîñòüþ îïòèìàëüíîãî âîññòàíîâëåíèÿ íàçûâàåòñÿ âåëè÷è-
íà

E(W,L, I, δ) = inf
ϕ : Rn→R

e(W,L, I, δ, ϕ),

à ìåòîä, íà êîòîðîì äîñòèãàåòñÿ íèæíÿÿ ãðàíü íàçûâàåòñÿ îïòè-

ìàëüíûì ìåòîäîì âîññòàíîâëåíèÿ.

Òåîðåìà 4. Ïóñòü W � âûïóêëîå öåíòðàëüíî-ñèììåòðè÷íîå

ìíîæåñòâî. Òîãäà

(12) E(W,L, I, δ) = sup
x∈W
‖Ix‖≤δ

|Lx|,

à ñðåäè îïòèìàëüíûõ ìåòîäîâ âîññòàíîâëåíèÿ ñóùåñòâóåò ëè-

íåéíûé, ò.å. ìåòîä âèäà

ϕ(y) =
n∑
j=1

cjyj.

Äîêàçàòåëüñòâî. 1. Îöåíêà ñíèçó. Ïóñòü ϕ : Rn → R � ïðîèçâîëü-
íûé ìåòîä âîññòàíîâëåíèÿ. Äëÿ âñåõ x ∈ W òàêèõ, ÷òî ‖Ix‖ ≤ δ,
èìååì

2|Lx| = |Lx− ϕ(0)− (L(−x)− ϕ(0)|
≤ |Lx− ϕ(0)|+ |(L(−x)− ϕ(0)| ≤ 2e(W,L, I, δ, ϕ).



11

Îòñþäà
e(W,L, I, δ, ϕ) ≥ sup

x∈W
‖Ix‖≤δ

|Lx|.

Ñëåäîâàòåëüíî,
E(W,L, I, δ) ≥ sup

x∈W
‖Ix‖≤δ

|Lx|.

2. Îöåíêà ñâåðõó. Ðàññìîòðèì â Rn+1 ìíîæåñòâî òî÷åê

A = { (y1, . . . , yn+1) : ‖Ix− y‖ ≤ δ. yn+1 = Lx,

x ∈ W, y = (y1, . . . , yn) }.
Ëåãêî óáåäèòüñÿ, ÷òî A� âûïóêëîå öåíòðàëüíî-ñèììåòðè÷íîå ìíî-
æåñòâî. Ïîëîæèì

b = sup
(0,...,0,yn+1)∈A

yn+1 = sup
x∈W
‖Ix‖≤δ

|Lx|.

Èç òåîðåìû 3 ñëåäóåò, ÷òî ñóùåñòâóþò òàêèå ÷èñëà α1, . . . , αn ∈ R,
÷òî äëÿ âñåõ (y1, . . . , yn+1) ∈ A èìååò ìåñòî íåðàâåíñòâî

(13) α1y1 + . . .+ αnyn + yn+1 ≤ b.

Òàê êàê (−y1, . . . ,−yn+1) ∈ A, òî èìååò ìåñòî òàêæå íåðàâåíñòâî
(14) −α1y1 − . . .− αnyn − yn+1 ≤ b.

Èç (13) è (14) ñëåäóåò, ÷òî

|yn+1 + α1y1 + . . .+ αnyn| ≤ b

äëÿ âñåõ (y1, . . . , yn+1) ∈ A. Ýòî îçíà÷àåò, ÷òî äëÿ âñåõ x ∈ W è
y ∈ Rn òàêèõ, ÷òî ‖Ix− y‖ ≤ δ ñïðàâåäëèâî íåðàâåíñòâî

|Lx− ϕ(y)‖ ≤ b,

ãäå
ϕ(y) = −α1y1 − . . .− αnyn.

Òåì ñàìûì
E(W,L, I, δ) ≤ e(W,L, I, δ, ϕ) ≤ b,

÷òî äîêàçûâàåò ðàâåíñòâî (12) è îïòèìàëüíîñòü ìåòîäà ϕ. �


