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Ðàññìàòðèâàåòñÿ çàäà÷à îïòèìàëüíîãî âîññòàíîâëåíèÿ çíà÷åíèÿ

ôóíêöèè èç êëàññà Wn
∞ â òî÷êå t0 /∈ [−1, 1] ïî ïðèáëèæåííûì çíà÷å-

íèÿì ýòîé ôóíêöèè â òî÷êàõ îòðåçêà [−1, 1].

1. Ââåäåíèå. Îáîçíà÷èì ÷åðåç W n
∞ êëàññ ôóíêöèé, îïðåäåëåí-

íûõ íà îòðåçêå [a, b] ⊃ [−1, 1], èìåþùèõ òàì àáñîëþòíî íåïðåðûâ-
íóþ ïðîèçâîäíóþ (n− 1)-ãî ïîðÿäêà è óäîâëåòâîðÿþùèõ óñëîâèþ

supvrai
t∈[a,b]

|x(n)(t)| ≤ 1.

Ïóñòü â íåêîòîðîé ñèñòåìå ðàçëè÷íûõ òî÷åê t1, . . . , tm èç îòðåçêà
[−1, 1] èçâåñòíû çíà÷åíèÿ ôóíêöèé èç êëàññà W n

∞ ñ ïîãðåøíîñòüþ
δ, ò.å. äëÿ ëþáîé ôóíêöèè x ∈ W n

∞ èçâåñòíû çíà÷åíèÿ x1, . . . , xm
òàêèå, ÷òî |x(ti)− xi| ≤ δ, i = 1, . . . ,m.
Ïîãðåøíîñòüþ íàèëó÷øåãî âîññòàíîâëåíèÿ â òî÷êå t0 ∈ [a, b] íà-

çûâàåòñÿ âåëè÷èíà
(1.1)
rn(t0, t1, . . . , tm, δ) = inf

S
sup
x∈Wn

∞

sup
x1,...,xm

|x(ti)−xi|≤δ, i=1,...,m

|x(t0)− S(x1, . . . , xm)|,

ãäå íèæíÿÿ ãðàíü áåðåòñÿ ïî âñåâîçìîæíûì ôóíêöèÿì (ìåòîäàì)
S : Rm → R. Ìåòîä, íà êîòîðîì äîñòèãàåòñÿ íèæíÿÿ ãðàíü, íàçû-
âàåòñÿ íàèëó÷øèì.
Ïîä çàäà÷åé îïòèìàëüíîé ýêñòðàïîëÿöèè ïîm çíà÷åíèÿì â òî÷êå

t0 ∈ (1, b] áóäåì ïîíèìàòü çàäà÷ó íàõîæäåíèÿ âåëè÷èíû

(1.2) Rmn(t0, δ) = inf
t1,...,tm∈[−1,1]

rn(t0, t1, . . . , tm, δ),

à òàêæå òî÷åê, íà êîòîðûõ äîñòèãàåòñÿ íèæíÿÿ ãðàíü, íàçûâàåìûõ
îïòèìàëüíûìè òî÷êàìè ýêñòðàïîëÿöèè. Íàèëó÷øèé ìåòîä ïî îï-
òèìàëüíîé ñèñòåìå òî÷åê íàçîâåì îïòèìàëüíûì.
Êðîìå òîãî, ðàññìîòðèì çàäà÷ó î íàõîæäåíèè âåëè÷èíû

(1.3) Rn(t0, δ) = inf
m
Rmn(t0, δ)

è ìèíèìàëüíîãî èç ÷èñåë m, íà êîòîðûõ äîñòèãàåòñÿ íèæíÿÿ ãðàíü
â ðàâåíñòâå (1.3), íîñÿùåãî íàçâàíèå ïîðÿäêà èíôîðìàòèâíîñòè îò-
ðåçêà [−1, 1] äëÿ äàííûõ t0, δ è îáîçíà÷àåìîãî ÷åðåç In(t0, δ).
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Çàäà÷à (1.1) áûëà ïîñòàâëåíà è èññëåäîâàëàñü â ðàáîòàõ [1, 2], à
çàäà÷è (1.2), (1.3) áûëè ïîñòàâëåíû èçó÷àëèñü äëÿ êëàññà îãðàíè-
÷åííûõ àíàëèòè÷åñêèõ ôóíêöèé â ðàáîòàõ [3,4].

2. Îïòèìàëüíàÿ ýêñòðàïîëÿöèÿ è çîëîòàðåâñêèå ñïëàé-
íû. Ïðè ðåøåíèè çàäà÷ (1.2) è (1.3) ñóùåñòâåííóþ ðîëü èãðàþò
çîëîòàðåâñêèå èäåàëüíûå ñïëàéíû, ïîýòîìó íàì ïîòðåáóåòñÿ ðÿä
ïðåäâàðèòåëüíûõ ñâåäåíèé, êàñàþùèõñÿ ýòèõ ñïëàéíîâ.
Èäåàëüíûì ñïëàéíîì íà îòðåçêå [−1, 1] ñòåïåíè n ñ k óçëàìè
−1 < ξ1 < . . . < ξk < 1 íàçûâàåòñÿ ôóíêöèÿ âèäà

P (t) =
n−1∑
i=0

ait
i + c

[
tn + 2

k∑
j=1

(−1)j(t− ξj)n+
]
,

ãäå

tn+ =

{
tn, t ≥ 0,

0, t < 0.

Áóäåì ãîâîðèòü, ÷òî ôóíêöèÿ x ∈ C[−1, 1] èìååò l òî÷åê àëüòåð-
íàíñà (l-àëüòåðíàíñ), åñëè ñóùåñòâóþò òî÷êè −1 ≤ t1 < . . . < tl ≤ 1
òàêèå, ÷òî

x(ti) = (−1)iε‖x‖,
ãäå ε = 1 èëè ε = −1, a ‖x‖ = maxt∈[−1,1] |x(t)|.

Òåîðåìà 1 ([5]). Ïðè âñåõ n è m ≥ n ñóùåñòâóåò åäèíñòâåííûé

èäåàëüíûé ñïëàéí íà îòðåçêå [−1, 1] xmn ñòåïåíè n, èìåþùèé m−
n óçëîâ è m+1-àëüòåðíàíñ, íîðìèðîâàííûé óñëîâèÿìè xmn(1) > 0,

|x(n)mn(t)| = 1.

Ñïëàéíû xmn íàçûâàþòñÿ ÷åáûøåâñêèìè èäåàëüíûìè ñïëàéíà-
ìè, à

xnn(t) =
1

2n−1n!
Tn(t),

ãäå Tn(t) = cos(n arccos t) � ìíîãî÷ëåí ×åáûøåâà.
Ïîëîæèì

δnm = ‖xmn‖.
Èçâåñòíî (ñì. [6, ñ. 138, 135], [7]), ÷òî âåëè÷èíû δnm ïðè ôèêñèðî-
âàííîì n ìîíîòîííî óáûâàþò è ñòðåìÿòñÿ ê íóëþ, êðîìå òîãî, ïðè
m→∞

δnm =

(
2

πm

)n
Kn(1 + o(1)),

ãäå Kn � êîíñòàíòà Ôàâàðà. Äëÿ n = 1, 2, 3,m èìååò ìåñòî ðàâåí-
ñòâî

(2.1) δnm =

(
m− n+

4

π
n

√
Knn!

2

)−n(
2

π

)n
Kn.
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Ïóñòü ti =
2i

m
− 1, i = 1, . . . ,m− 1, t0 = −∞, tm = +∞. Ïîëîæèì

ϕm0(t) = (−1)m+i, ti−1 < t < ti, i = 1, . . . ,m,

ϕmn(t) =

∫ t

γmn

ϕm,n−1(u) du, γmn =


1

m
− 1, n = 2k + 1,

−1, n = 2k.

Ôóíêöèè ϕmn(t) íàçûâàþòñÿ ýéëåðîâûìè èäåàëüíûìè ñïëàéíàìè
(ïîäðîáíåå ñì., íàïðèìåð, [8, ñ. 9, 64]). Èçâåñòíî, ÷òî

‖ϕmn‖ =

(
2

πm

)n
Kn.

Íåòðóäíî ïîêàçàòü, ÷òî ïðè n = 1, 2, 3

max
|t|≤1+ εn

m

|ϕmn(t)| = ‖ϕmn‖,

ãäå

εn =
4

π
n

√
Knn!

2
− 1 (ε1 = 0, ε2 =

√
2− 1, ε3 = 1).

Â ñëó÷àå, êîãäà n = 1, 2, 3, ÷åáûøåâñêèé èäåàëüíûé ñïëàéí ìî-
æåò áûòü çàïèñàí â âèäå

(2.2) xmn(t) =

(
1 +

εn
m− n+ 1

)−n
ϕm−n+1,n

[(
1 +

εn
m− n+ 1

)
t

]
.

Ïðè ýòîì åãî òî÷êè àëüòåðíàíñà èìåþò âèä

t
(m)
kn =

2k −m
m− n+ 1 + εn

, k = 1, . . . ,m− 1, t(m)
mn = −t(m)

0n = 1.

Â îáùåì ñëó÷àå â ñèëó ðÿäà ýêñòðåìàëüíûõ ñâîéñòâ ÷åáûøåâñêèõ
è ýéëåðîâûõ èäåàëüíûõ ñïëàéíîâ (ñì. [8, ñ. 265, 267]) èìåþò ìåñòî
íåðàâåíñòâà

(2.3) ‖ϕm+1,n‖ ≤ ‖xmn‖ ≤ ‖ϕm−n+1,n‖.

Òåîðåìà 2 ([6, ñ. 138], [7]). Ïðè δ ∈ (δmn, δm−1,n) è m ≥ n
(δn−1,n = +∞) ñóùåñòâóåò åäèíñòâåííûé ñïëàéí Zn(t, δ) ïîðÿä-

êà n, óäîâëåòâîðÿþùèé óñëîâèÿì:

1) Zn(t, δ) èìååò m− n óçëîâ,

2) Zn(t, δ) èìååò m-àëüòåðíàíñ,

3) ‖Zn(·, δ)‖ = δ, |Z(n)
n (t, δ)| ≡ 1, Zn(1, δ) = δ, Z

(n)
n (1, δ) = 1.

Ïîëîæèì Zn(t, δmn) = xmn(t). Òîãäà èäåàëüíûé ñïëàéí Zn(t, δ)
îïðåäåëåí ïðè âñåõ δ > 0. Îí íîñèò íàçâàíèå çîëîòàðåâñêîãî èäå-
àëüíîãî ñïëàéíà è ïðè δ > δnn ïðîïîðöèîíàëåí ìíîãî÷ëåíó Çîëî-
òàðåâà ñòåïåíè n (ñì. [9, ñ. 314], [10]).



4 ÊÎÍÑÒÀÍÒÈÍ Þ. ÎÑÈÏÅÍÊÎ

Òåîðåìà 3 ([2]). Ïóñòü P (t) � èäåàëüíûé ñïëàéí íà îòðåçêå

[−1, 1] ñòåïåíè n ñ m−n óçëàìè (m ≥ n) òàêîé, ÷òî |P (n)(t)| ≡ 1,
|P (n)(1)| = 1, è äëÿ íåêîòîðîé ñèñòåìû òî÷åê −1 ≤ t1 < . . . <
tm ≤ 1

P (ti) = (−1)m+iδ.

Òîãäà äëÿ ëþáîé ôóíêöèè x ∈ W n
∞, óäîâëåòâîðÿþùåé óñëîâèÿì

|x(ti)| ≤ δ, i = 1, . . . ,m, ïðè âñåõ t ∈ [tm, b], ñïðàâåäëèâî íåðàâåí-

ñòâî

|x(t)| ≤ P (t).

Çîëîòàðåâñêèå èäåàëüíûå ñïëàéíû ïîÿâëÿþòñÿ ïðè ðåøåíèè
ìíîãèõ ýêñòðåìàëüíûõ çàäà÷ (ñì. [5�7, 11]). Îíè ÿâëÿþòñÿ ýêñòðå-
ìàëüíûìè òàêæå â ñëåäóþùèõ çàäà÷àõ.

Òåîðåìà 4. Ïóñòü δ ∈ [δmn, δm−1,n) è t1n(δ), . . . , tmn(δ) = 1 � òî÷-

êè àëüòåðíàíñà ôóíêöèè Zn(t, δ). Òîãäà äëÿ ëþáîãî t0 ∈ [1, b] è
k ≥ m

(2.4) sup
x∈Wn

∞
‖x‖≤δ

|x(t0)| = inf
ti∈[−1,1]

sup
x∈Wn

∞
|x(ti)|≤δ, i=1,...,k

|x(t0)|

= sup
x∈Wn

∞
|x(tin(δ)|≤δ, i=1,...,m

|x(t0)| = Zn(t0, δ).

Êðîìå òîãî, ïðè âñåõ δ > 0 ÷èñëî òî÷åê àëüòåðíàíñà ôóíêöèè

Zn(t, δ) (áåç ó÷åòà òî÷êè −1, êîãäà δ = δmn) óäîâëåòâîðÿåò íåðà-

âåíñòâó

(2.5)
2

π

(
Kn

δ

)1/n

− 1 ≤ m <
2

π

(
Kn

δ

)1/n

+ n.

Äîêàçàòåëüñòâî. Â ñèëó òîãî, ÷òî äëÿ ëþáîé ñèñòåìû òî÷åê
t1, . . . , tk ∈ [−1, 1] ñïðàâåäëèâî íåðàâåíñòâî

sup
x∈Wn

∞
‖x‖≤δ

|x(t0)| ≤ sup
x∈Wn

∞
|x(ti)|≤δ, i=1,...,k

|x(t0)|,

ó÷èòûâàÿ ñâîéñòâà Zn(t0, δ) è òåîðåìó 3, èìååì

Zn(t0, δ) ≤ sup
x∈Wn

∞
‖x‖≤δ

|x(t0)| ≤ inf
ti∈[−1,1]

sup
x∈Wn

∞
|x(ti)|≤δ, i=1,...,k

|x(t0)|

≤ sup
x∈Wn

∞
|x(tin(δ)|≤δ, i=1,...,m

|x(t0)| = Zn(t0, δ).

Ïóñòü òåïåðü δ � ïðîèçâîëüíîå ïîëîæèòåëüíîå ÷èñëî. Ñóùåñòâóåò
òàêîå m, ÷òî δ ∈ [δmn, δm−1,n). ×èñëî òî÷åê àëüòåðíàíñà ôóíêöèè
Zn(t, δ) â ýòîì ñëó÷àå (áåç ó÷åòà −1) ðàâíî m. Èç íåðàâåíñòâà (2.3)
èìååì

δ ≥ δmn ≥ ‖ϕm+1,n‖ =

[
2

π(m+ 1)

]n
Kn.
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Îòñþäà ïîëó÷àåì ëåâîå èç íåðàâåíñòâ (2.5). Ïðè m = n ïðàâîå èç
íåðàâåíñòâ (2.3) î÷åâèäíî, à â ñëó÷àå, êîãäà m > n, îíî âûòåêàåò
èç ñîîòíîøåíèé

δ < δm−1,n ≤ ‖ϕm−n,n‖ =

[
2

π(m− n)

]n
Kn.

Òåîðåìà äîêàçàíà. �

Òåîðåìà 5. Ïóñòü δ ∈ [δmn, δm−1,n). Òîãäà äëÿ ëþáîãî t0 ∈ (1, b] è
k ≥ m

(2.6) Rkn(t0, δ) = Rn(t0, δ) = rn(t0, t1n(δ), . . . , tmn(δ), δ) = Zn(t0, δ),

à äëÿ ïîðÿäêà èíôîðìàòèâíîñòè ñïðàâåäëèâû íåðàâåíñòâà

(2.7) n ≤ In(t0, δ) ≤ m.

Ïðè âñåõ δ > 0

(2.8) n ≤ In(t0, δ) <
2

π

(
Kn

δ

)1/n

+ n.

Äîêàçàòåëüñòâî. Èç ðàáîòû [1] ñëåäóåò ðàâåíñòâî

rn(t0, t1, . . . , tk, δ) = sup
x∈Wn

∞
|x(ti)|≤δ, i=1,...,k

|x(t0)|,

êîòîðîå âìåñòå ñ (2.4) äàåò ðàâåíñòâà (2.6). Ïðàâîå èç íåðàâåíñòâ
(2.7) ñëåäóåò èç (2.6), à ëåâîå � ñëåäñòâèå òîãî, ÷òî ïðè k < n äëÿ
ëþáîé ñèñòåìû òî÷åê t1, . . . , tk ∈ [−1, 1] è t0 ∈ (1, b]

sup
x∈Wn

∞
|x(ti)|≤δ, i=1,...,k

|x(t0)| =∞.

Íåðàâåíñòâà (2.8) âûòåêàþò èç (2.7) è (2.5). Òåîðåìà äîêàçàíà. �

3. Íåêîòîðûå ÷àñòíûå ñëó÷àè. Ðàññìîòðèì çàäà÷ó îïòè-
ìàëüíîé ýêñòðàïîëÿöèè (1.2), êîãäà m = n.

Òåîðåìà 6. Äëÿ âñåõ t0 ∈ (1, b] èìååò ìåñòî ðàâåíñòâî

(3.1)

Rnn(t0, δ) =



δ

2

H
n

(
K

n
− u0

)
Hn

(
K

n
+ u0

) +

Hn

(
K

n
+ u0

)
Hn

(
K

n
− u0

)
 , δ > ∆n,

δTn

[
1

2

(
2

δn!

)1/n

(t0 − 1) + 1

]
, 0 < δ ≤ ∆n,
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ãäå ∆−1n = 2n−1n! cos2n
π

2n
, ïðè ýòîì åäèíñòâåííûìè îïòèìàëüíû-

ìè óçëàìè ïðè 0 < δ ≤ ∆n ÿâëÿþòñÿ óçëû

tj = 1− 4

(
δn!

2

)1/n

cos2
πj

2n
, j = 1, . . . , n,

à ïðè δ > ∆n óçëû t1, . . . , tn îïðåäåëÿþòñÿ èç ðàâåíñòâ (ýòè æå

ðàâåíñòâà îïðåäåëÿþò u0)

tj =
sn2 K

n
+ sn2 uj

sn2
K

n
− sn2 uj

, j = 0, 1, . . . , n,

ãäå u1, . . . , un òàêîâû, ÷òî

arg

H

(
K

n
+ uj

)
H

(
K

n
− uj

) = π

(
1− j

n

)
, j = 1, . . . , n;

çäåñü K � ïîëíûé ýëëèïòè÷åñêèé èíòåãðàë ïåðâîãî ðîäà äëÿ ìî-

äóëÿ, îäíîçíà÷íî îïðåäåëÿåìîãî èç óðàâíåíèÿ

1

2n−1n!

 H1(0)θ1(0)

H1

(
K

n

)
θ1

(
K

n

)


2n

= δ,

H, H1 è θ1 � ñòàíäàðòíûå îáîçíà÷åíèÿ òåòà-ôóíêöèé. Îïòè-

ìàëüíûì ìåòîäîì ÿâëÿåòñÿ ìåòîä

(3.2) x(t0) ≈
n∑
j=1

ωj(t0)

ωj(tj)
xj,

ãäå

ωj(t) =
ω(t)

t− tj
, ω(t) =

n∏
j=1

(t− tj).

Äîêàçàòåëüñòâî. Èç ðàáîòû [1] ñëåäóåò, ÷òî äëÿ ëþáîé ñèñòåìû
ðàçëè÷íûõ òî÷åê t1, . . . , tn ∈ [a, b] èìååò ìåñòî ðàâåíñòâî

(3.3) rn(t0, t1, . . . , tn, δ) =
|ω(t0)|
n!

+ δ

n∑
j=1

∣∣∣∣ωj(t0)ωj(tj)

∣∣∣∣ ,
ïðè÷åì íàèëó÷øèì ìåòîäîì ÿâëÿåòñÿ ìåòîä (3.2). Îáîçíà÷èì ÷åðåç
ϕ(t), t = (t1, . . . , tn), ôóíêöèþ, ñòîÿùóþ â ïðàâîé ÷àñòè ðàâåíñòâà
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(3.3). Òîãäà äëÿ t ∈ D = {(t1, . . . , tn) : −1 ≤ t1 < . . . < tn ≤ 1} è
t0 ∈ (1, b] èìååì

ϕ(t) =
ω(t0)

n!
+ δ

n∑
j=1

(−1)n+j
ωj(t0)

ωj(tj)
.

Ôóíêöèÿ ϕ(t) íåïðåðûâíà ïðè t ∈ D è ϕ(t) → +∞ ïðè ti → tj.
Ñëåäîâàòåëüíî, ñóùåñòâóåò òî÷êà, â êîòîðîé ôóíêöèÿ ϕ(t) äîñòè-
ãàåò ñâîåé íèæíåé ãðàíè. Â ýêñòðåìàëüíîé òî÷êå −1 < t1 < . . . <
tn < 1 äîëæíû âûïîëíÿòüñÿ ñîîòíîøåíèÿ

(3.4)
∂ϕ(t)

∂tj
= 0, j = 1, . . . , n.

Åñëè t1 = −1 èëè tn = 1, òî ñîîòâåòñòâóþùåå ðàâåíñòâî èç (3.4)
çàìåíÿåòñÿ íà íåðàâåíñòâî

∂ϕ(t)

∂t1
≥ 0 èëè

∂ϕ(t)

∂tn
≤ 0.

Äëÿ äàííîé ýêñòðåìàëüíîé òî÷êè −1 ≤ t1 < . . . < tn ≤ 1 ðàññìîò-
ðèì ìíîãî÷ëåí ñòåïåíè n

pn(t) =
ω(t)

n!
+ δ

n∑
j=1

(−1)n+j
ωj(t)

ωj(tj)
.

Íåïîñðåäñòâåííûì âû÷èñëåíèåì ìîæíî óáåäèòüñÿ, ÷òî

p′n(tj) = −ωj(tj)
ωj(t0)

∂ϕ(t)

∂tj
.

Ïðè t > tn pn(t) > δ, ïîýòîìó p′n(tn) > 0, è ñëåäîâàòåëüíî,
∂ϕ(t)

∂tn
< 0. Òàêèì îáðàçîì, tn = 1. Èç òîãî, ÷òî pn(t1) = (−1)n+1δ,

(−1)npn(t) → +∞ ïðè t → −∞, a (−1)np′n(t1) ≥ 0, ñëåäóåò ñóùå-
ñòâîâàíèå òî÷êè τ ∈ (−∞, t1], â êîòîðîé p′n(τ) = 0. Òàê êàê p′n(t) íå
ìîæåò èìåòü áîëåå n− 1 íóëåé, òî pn(t) èìååò ýêñòðåìóìû òîëüêî
â òî÷êàõ τ, t2, . . . , tn−1.
Èòàê, |pn(t)| ≤ δ ïðè t ∈ [t1, 1], pn(t) èìååò n-àëüòåðíàíñ â òî÷-

êàõ t1, . . . , tn, p
(n)
n (t) ≡ 1, pn(1) = δ. Èç òåîðåìû 2 ñëåäóåò, ÷òî

ìíîãî÷ëåí pn(t) îïðåäåëåí åäèíñòâåííûì îáðàçîì è ïðè t1 = −1
ïðîïîðöèîíàëåí ìíîãî÷ëåíó Çîëîòàðåâà íà îòðåçêå [−1, 1], à ïðè
t1 6= −1 τ = t1 è pn(t) ïðîïîðöèîíàëåí ìíîãî÷ëåíó ×åáûøåâà íà
íåêîòîðîì îòðåçêå [τ2, 1] ñ óêëîíåíèåì δ (τ2 îäíîçíà÷íî íàõîäèòñÿ
ïî δ). Ïðåäñòàâëåíèå äëÿ ìíîãî÷ëåíà Çîëîòàðåâà ìîæíî íàéòè â
ðàáîòàõ [9, ñ. 314], [10]. Òåîðåìà äîêàçàíà. �

Èç òåîðåì 5 è 6 âûòåêàåò, ÷òî ïðè δ ≥ δnn = (2n−1n!)−1 äëÿ
ëþáîãî k ≥ n è t0 ∈ (1, b]

(3.5) Rkn(t0, δ) = Rnn(t0, δ) = rn(t0, t1, . . . , tn, δ),
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ãäå òî÷êè t1, . . . , tn îïðåäåëåíû â òåîðåìå 6, è, êðîìå òîãî, In(t0, δ) =
n.
Ïîëîæèì

∆mn =

(
2

1− t(m)
1n

)n

δmn,

yn(t, δ) =
δ

δmn
xmn

[(
δmn
δ

)1/n

(t− 1) + 1

]
ïðè ∆m−1,n < δ ≤ ∆mn.

Â ðàáîòàõ [6, ñ. 138], [7] îòìå÷àëîñü, ÷òî äëÿ δmn ≤ δ ≤ ∆mn

(3.6) Zn(t, δ) = yn(t, δ),

à ñëåäîâàòåëüíî,

(3.7) tkn(δ) =

(
δmn
δ

)1/n

(t
(m)
kn − 1) + 1, k = 1, . . . ,m.

Ïîñêîëüêó ∆m1 = δm−1,1, òî ðàâåíñòâî (3.6) ïðè n = 1 ïîëíîñòüþ
îïèñûâàåò çîëîòàðåâñêèå ñïëàéíû. Ñëåäóþùàÿ ëåììà äàåò îïèñà-
íèå ýòèõ ñïëàéíîâ ïðè n = 2, 3 è 0 < δ ≤ ∆nn (ñëó÷àé δ > ∆nn

ñëåäóåò èç òåîðåìû 6).

Ëåììà 1. Ïðè n = 2, 3 èìåþò ìåñòî ðàâåíñòâà

Zn(t, δ) =

yn(t, δ), δmn ≤ δ ≤ ∆mn,

yn(t, δ)− 2(−1)m

n!
(τ − t)n+, ∆m+1,n < δ < δmn,

ãäå

τ = −1 +
n

√
n!

2
[|yn(−1, δ)| − δ] < t1n(δ).

Äîêàçàòåëüñòâî. Â ñèëó ðàâåíñòâà (3.6) äîñòàòî÷íî ðàññìîòðåòü
ñëó÷àé, êîãäà ∆m+1,n < δ < δmn. Ïîëîæèì ïðè n = 2, 3

ψ(t) = ϕ1n(t)− 2(−1)n

n!
(τ1 − t)n+,

ãäå

τ1 = α +
n

√
n!

2
[|ϕ1n(α)| − δ1n].

Íåòðóäíî óáåäèòüñÿ, ÷òî ïðè −n ≤ α ≤ −1 − εn, τ1 ìîíîòîííî
óáûâàåò îò −1 äî −1 − εn, ψ(α) = (−1)nδ1n è |ψ(t)| ≤ δ1n ïðè
t ∈ [α, 1 + εn]. Ïîëüçóÿñü ïîäîáèåì ìåæäó ϕ1n è ôóíêöèÿìè, èç
êîòîðûõ ñîñòîèò xmn, ïîëó÷àåì, ÷òî ôóíêöèÿ

ψ1(t) = xmn(t)− 2(−1)m

n!
(τ2 − t)n+,

ãäå

τ2 = β +
n

√
n!

2
[|xmn(β)| − δmn], − m

m− n+ 1 + εn
≤ β ≤ −1,
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óäîâëåòâîðÿåò óñëîâèÿì ψ1(β) = (−1)mδmn, |ψ1(t)| ≤ δmn ïðè t ∈
[β, 1], à τ2 ìîíîòîííî óáûâàåò îò − m− n+ 1

m− n+ 1 + εn
äî −1. Îòñþäà

ñëåäóåò, ÷òî(
2

1− β

)n
ψ1

(
1− β

2
t+

1 + β

2

)
= Zn

[
t,

(
2

1− β

)n
δmn

]
.

Ïîëîæèâ

β = 1− 2

(
δmn
δ

)1/n

è çàìåòèâ, ÷òî β ìîíîòîííî âîçðàñòàåò îò − m

m− n+ 1 + εn
äî −1

ïðè δ ∈ (∆m+1,n, δmn), à −1 < τ2 < t
(m)
1n , ïîëó÷àåì óòâåðæäåíèå

ëåììû. Ëåììà äîêàçàíà. �

Òåîðåìà 7. Ïðè n = 1, 2, 3 äëÿ ëþáîãî k ≥ n, δ > 0 u t0 ∈ (1, b]
èìåþò ìåñòî ðàâåíñòâà

Rkn(t0, δ) = Rnn(t0, δ) = Rn(t0, δ),(3.8)

In(t0, δ) = n.(3.9)

Äîêàçàòåëüñòâî. Äëÿ δ ≥ δnn óòâåðæäåíèå òåîðåìû ñëåäóåò èç
(3.5). Ïóñòü δ < δnn. Òîãäà èç ëåììû 1 äëÿ δ ∈ (∆m+1,n,∆mn]

Zn(t0, δ) =
δ

δmn
xmn

[(
δmn
δ

)1/n

(t0 − 1) + 1

]
.

Ó÷èòûâàÿ (2.2), (2.1), âèä ôóíêöèé ϕmn ïðè n = 1, 2, 3 è ðàâåíñòâî
(3.1), ïîëó÷àåì

Zn(t0, δ) = δTn

[
1

2

(
2

δn!

)1/n

(t0 − 1) + 1

]
= Rnn(t0, δ).

Òåì ñàìûì äëÿ âñåõ δ > 0 Zn(t0, δ) = Rnn(t0, δ). Ïóñòü òåïåðü
δmn ≤ δ < δm−1,n. Ïðè k ≥ m ðàâåíñòâà (3.8) ñëåäóþò èç òåîðåìû 5.
Åñëè n ≤ k < m, òî

Rnn(t0, δ) ≥ Rkn(t0, δ) ≥ Rmn(t0, δ) = Rnn(t0, δ).

Òàêèì îáðàçîì, ðàâåíñòâà (3.8) äîêàçàíû ïðè âñåõ δ > 0 è k ≥ n.
Ðàâåíñòâî (3.9) íåïîñðåäñòâåííî ñëåäóåò èç (3.8). Òåîðåìà äîêàçà-
íà. �

Èç òåîðåì 6 è 7 ñëåäóåò, ÷òî îïòèìàëüíûå òî÷êè ýêñòðàïîëÿöèè
ïðè n = 1, 2, 3 èìåþò âèä (çà èñêëþ÷åíèåì ñëó÷àÿ n = 3, j = 2,
δ > ∆33 = 8/81)

tjn = −1 + 2

(
1− 2

n

√
δn!

2
cos2

πj

2n

)
+

.
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Åñëè δ > ∆33, òî äëÿ íåêîòîðîãî β

Z3(t, δ) =
1

6
(t− t23)2(t− β)− δ.

Ïîëüçóÿñü óñëîâèÿìè Z3(−1, δ) = Z3(1, δ) = δ, ïîëó÷èì óðàâíåíèå,

1− t223 = 2
√

6δt23,

èç êîòîðîãî ïðè δ > ∆33 åäèíñòâåííûì îáðàçîì îïðåäåëÿåòñÿ t23 ∈
(0, 1/3).
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