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Ââåäåíèå

Ïåðâîíà÷àëüíûì ñòèìóëîì äëÿ íàïèñàíèÿ äàííîé ðàáîòû ïîñëó-
æèë ñëåäóþùèé âîïðîñ: åñëè èìååòñÿ âîçìîæíîñòü èçìåðèòü ñ èç-
âåñòíûìè ïîãðåøíîñòÿìè òåìïåðàòóðó íåêîòîðîãî òåëà â ìîìåíòû
âðåìåíè t1, . . . , tn, òî êàê íàèëó÷øèì îáðàçîì âîñïîëüçîâàòüñÿ ýòîé
èíôîðìàöèåé, ÷òîáû âîññòàíîâèòü åãî òåìïåðàòóðó â êàêîé-íèáóäü
äðóãîé ìîìåíò âðåìåíè?
Ìû îòâå÷àåì íà ýòîò âîïðîñ â çàäà÷å î ðàñïðîñòðàíåíèè òåïëà

â ïðîñòðàíñòâå Rd. Òî÷íåå ãîâîðÿ, ñòàâèòñÿ çàäà÷à îá îïòèìàëü-
íîì âîññòàíîâëåíèè ðåøåíèÿ óðàâíåíèÿ òåïëîïðîâîäíîñòè íà Rd

â íåêîòîðûé ìîìåíò âðåìåíè ïî ïðèáëèæåííûì èçìåðåíèÿì ýòîãî
ðåøåíèÿ â äðóãèå ìîìåíòû âðåìåíè è ïðèâîäÿòñÿ ÿâíûå âûðàæå-
íèÿ äëÿ îïòèìàëüíîãî ìåòîäà âîññòàíîâëåíèÿ è åãî ïîãðåøíîñòè.
Íà ïðàêòèêå, ïîìèìî èçìåðåíèé, èìååòñÿ îáû÷íî åùå àïðèîð-

íàÿ èíôîðìàöèÿ î ðàñïðåäåëåíèè òåìïåðàòóð, çàêëþ÷àþùàÿñÿ â
òîì, ÷òî â êàêèå-òî ìîìåíòû âðåìåíè èçâåñòíû ãðàíèöû, çà êîòî-
ðûå òåìïåðàòóðà íå ìîæåò âûéòè. Â äàííîé ðàáîòå äàåòñÿ òî÷íîå
ðåøåíèå è ýòîé çàäà÷è.
Ñòàòüÿ îðãàíèçîâàíà ñëåäóþùèì îáðàçîì. Ïåðâûå òðè ïàðàãðà-

ôà ïîñâÿùåíû ïîñòàíîâêå è ðåøåíèþ çàäà÷è îïòèìàëüíîãî âîññòà-
íîâëåíèÿ ðåøåíèÿ óðàâíåíèÿ òåïëîïðîâîäíîñòè ïî íåòî÷íûì èç-
ìåðåíèÿì. Â ÷åòâåðòîì ïàðàãðàôå àíàëîãè÷íàÿ çàäà÷à ðåøàåòñÿ
ïðè íàëè÷èè àïðèîðíîé èíôîðìàöèè. Êîììåíòàðèè èñòîðè÷åñêîãî
è áèáëèîãðàôè÷åñêîãî õàðàêòåðà ñîáðàíû â ïÿòîì ïàðàãðàôå.

1. Ïîñòàíîâêà çàäà÷è

Ðàñïðîñòðàíåíèå òåïëà â Rd îïèñûâàåòñÿ, êàê õîðîøî èçâåñòíî,
óðàâíåíèåì

(1)
∂u

∂t
= ∆u

Ðàáîòà âûïîëíåíà ïðè ôèíàíñîâîé ïîääåðæêå Ðîññèéñêîãî ôîíäà ôóíäà-
ìåíòàëüíûõ èññëåäîâàíèé (ãðàíòû �08-01-00450 è �08�01�90001) è Ïðîãðàì-
ìû ãîñóäàðñòâåííîé ïîääåðæêè âåäóùèõ íàó÷íûõ øêîë Ðîññèéñêîé Ôåäåðàöèè
(ÍØ-3233.2008.1).
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(ãäå ∆ � îïåðàòîð Ëàïëàñà â Rd è u(·, ·) � ôóíêöèÿ íà [0,∞)×Rd)
ñ çàäàííûì íà÷àëüíûì ðàñïðåäåëåíèåì òåìïåðàòóðû

(2) u(0, ·) = u0(·).
Ìû ïðåäïîëàãàåì, ÷òî u0(·) ∈ L2(Rd). Åäèíñòâåííûì ðåøåíèåì

çàäà÷è (1)�(2) ïðè t > 0 ÿâëÿåòñÿ èíòåãðàë Ïóàññîíà

(3) u(t, x) = u(t, x;u0(·)) =
1

2
√
πt

∫
Rd
e−
|x−ξ|2

4t u0(ξ) dξ,

ãäå x = (x1, . . . , xd), ξ = (ξ1, . . . , ξd), |x− ξ|2 =
∑d

i=1(xi − ξi)2, è ïðè
ýòîì u(t, ·)→ u0(·) ïðè t→ 0 â ìåòðèêå L2(Rd).
Ñòàâèòñÿ ñëåäóþùàÿ çàäà÷à. Ïóñòü â ìîìåíòû âðåìåíè 0 ≤

t1 < . . . < tn ïðèáëèæåííî èçâåñòíû ðàñïðåäåëåíèÿ òåìïåðàòóð
u(t1, ·), . . . , u(tn, ·). Òî÷íåå ãîâîðÿ, èçâåñòíû ôóíêöèè yi(·) ∈ L2(Rd)
òàêèå, ÷òî

‖u(ti, ·)− yi(·)‖L2(Rd) ≤ δi, i = 1, . . . , n,

ãäå δi > 0, i = 1, . . . , n. Ìû õîòèì êàæäîìó òàêîìó íàáîðó ôóíê-
öèé ñîïîñòàâèòü ôóíêöèþ èç L2(Rd), êîòîðàÿ áû â íåêîòîðîì ñìûñ-
ëå íàèëó÷øèì îáðàçîì àïïðîêñèìèðîâàëà èñòèííîå ðàñïðåäåëåíèå
òåìïåðàòóðû â Rd â ôèêñèðîâàííûé ìîìåíò âðåìåíè τ .
Ïîä ýòèì ïîíèìàåòñÿ ñëåäóþùåå. Ëþáîå îòîáðàæåíèå m èç

(L2(Rd))n = L2(Rd) × . . . × L2(Rd) â L2(Rd) îáúÿâëÿåòñÿ ìåòîäîì
âîññòàíîâëåíèÿ (òåìïåðàòóðû â Rd â ìîìåíò âðåìåíè τ ïî äàííîé
èíôîðìàöèè). Ïîãðåøíîñòüþ ýòîãî ìåòîäà íàçûâàåì âåëè÷èíó

e(τ, δ,m) = sup
u0(·), y(·)∈(L2(Rd))n

‖u(ti,·)−yi(·)‖L2(Rd)
≤δi, i=1,...,n

‖u(τ, ·)−m(y(·))(·)‖L2(Rd),

ãäå y(·) = (y1(·), . . . , yn(·)) è δ = (δ1, . . . , δn).
Íàñ èíòåðåñóåò âåëè÷èíà

E(τ, δ) = inf
m : (L2(Rd))n→L2(Rd)

e(τ, δ,m),

êîòîðóþ íàçîâåì ïîãðåøíîñòüþ îïòèìàëüíîãî âîññòàíîâëåíèÿ è
ìåòîä m̂, íà êîòîðîì íèæíÿÿ ãðàíü äîñòèãàåòñÿ, ò. å. äëÿ êîòîðîãî

E(τ, δ) = e(τ, δ, m̂),

íàçûâàåìûé îïòèìàëüíûì ìåòîäîì âîññòàíîâëåíèÿ (òåìïåðàòó-
ðû â Rd â ìîìåíò âðåìåíè τ ïî äàííîé èíôîðìàöèè).

2. Ôîðìóëèðîâêà òåîðåìû

Ïåðåä ôîðìóëèðîâêîé òåîðåìû ñäåëàåì íåêîòîðûå ïîñòðîåíèÿ.
Íà äâóìåðíîé ïëîñêîñòè (t, x) ïîñòðîèì ìíîæåñòâî

M = co { (tj, ln(1/δj)), 1 ≤ j ≤ n }+ { (t, 0) | t ≥ 0 },
ãäå coA îáîçíà÷àåò âûïóêëóþ îáîëî÷êó ìíîæåñòâà A.
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Îïðåäåëèì ôóíêöèþ θ(·) íà [0,∞) ðàâåíñòâîì: θ(t) = max{x |
(t, x) ∈ M }, ïðè÷åì θ(t) = −∞, åñëè (t, x) /∈ M äëÿ âñåõ x. ßñíî,
÷òî íà [t1,∞) ôóíêöèÿ θ(·) � âîãíóòàÿ ëîìàíàÿ. Îáîçíà÷èì ÷åðåç
ts1 < . . . < tsk åå òî÷êè èçëîìà (ñ÷èòàÿ t1 òàêæå òî÷êîé èçëîìà,
ò. å. ts1 = t1), êîòîðûå, î÷åâèäíî, ÿâëÿþòñÿ ïîäìíîæåñòâîì òî÷åê
{t1, . . . , tn} (ñì. ðèñóíîê, íà êîòîðîì èçîáðàæåííûå òî÷êè èìåþò
êîîðäèíàòû (ti, ln(1/δi), æèðíàÿ êðèâàÿ � ãðàôèê ôóíêöèè θ(·)).
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Ôîðìóëà (3) äëÿ êàæäîãî t > 0 îïðåäåëÿåò ëèíåéíûé íåïðåðûâ-

íûé îïåðàòîð â L2(Rd),1 êîòîðûé îáîçíà÷èì Pt è åñëè ÷åðåç P0

îáîçíà÷èòü òîæäåñòâåííûé îïåðàòîð, òî u(t, ·;u0(·)) = Ptu0(·) äëÿ
âñåõ t ≥ 0.

Òåîðåìà 1. Äëÿ ëþáîãî τ ≥ 0 ñïðàâåäëèâî ðàâåíñòâî

E(τ, δ) = e−θ(τ).

(1) Åñëè t1 > 0 è 0 ≤ τ < t1, òî ëþáîé ìåòîä ÿâëÿåòñÿ îïòè-

ìàëüíûì;

(2) åñëè τ = tsj , 1 ≤ j ≤ k, òî ìåòîä m̂, îïðåäåëåííûé ðàâåí-

ñòâîì m̂(y(·))(·) = ysj(·), ÿâëÿåòñÿ îïòèìàëüíûì;

(3) åñëè k ≥ 2 è τ ∈ (tsj , tsj+1
), 1 ≤ j ≤ k − 1, òî ìåòîä m̂,

îïðåäåëåííûé ðàâåíñòâîì

m̂(y(·))(·) = (Ksj ∗ ysj)(·) + (Ksj+1
∗ ysj+1

)(·),

1Ýòî ñëåäóåò, íàïðèìåð, èç íåðàâåíñòâà Þíãà, òàê êàê èíòåãðàë Ïóàññîíà
åñòü ñâåðòêà îãðàíè÷åííîé ôóíêöèè è ôóíêöèè èç L2(Rd).
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ãäå Ksj(·) è Ksj+1
(·) � ôóíêöèè èç L2(Rd), ïðåîáðàçîâàíèÿ

Ôóðüå êîòîðûõ èìååò âèä

FKsj(ξ) =
(tsj+1

− τ)δ2sj+1
e−|ξ|

2(τ−tsj )

(tsj+1
− τ)δ2sj+1

+ (τ − tsj)δ2sje
−2|ξ|2(tsj+1−tsj )

,

FKsj+1
(ξ) =

(τ − tsj)δ2sje
−|ξ|2(τ+tsj+1−2tsj )

(tsj+1
− τ)δ2sj+1

+ (τ − tsj)δ2sje
−2|ξ|2(tsj+1−tsj )

,

ÿâëÿåòñÿ îïòèìàëüíûì;

(4) åñëè τ > tsk , òî ìåòîä m̂, îïðåäåëåííûé ðàâåíñòâîì

m̂(y(·))(·) = Pτ−tskysk(·),

ÿâëÿåòñÿ îïòèìàëüíûì.

Ñäåëàåì íåñêîëüêî çàìå÷àíèé ïî ïîâîäó ñôîðìóëèðîâàííîé òåî-
ðåìû.
1. Åñëè t1 > 0 è 0 ≤ τ < t1, òî θ(τ) = −∞ è çíà÷èò, E(τ, δ) = +∞,

ò.å. ïðîøëîå íåëüçÿ âîññòàíîâèòü ïî íåòî÷íîìó íàñòîÿùåìó. Â ýòîì
ñëó÷àå ëþáîé ìåòîä ìîæíî ñ÷èòàòü îïòèìàëüíûì.
2. Îòìåòèì, ÷òî îïòèìàëüíûé ìåòîä ëèíååí, �ñãëàæèâàåò� íà-

áëþäåíèÿ (ñâåðòêà � áåñêîíå÷íî äèôôåðåíöèðóåìàÿ ôóíêöèÿ) è
èñïîëüçóåò èíôîðìàöèþ íå áîëåå ÷åì î äâóõ èçìåðåíèÿõ äî è ïî-
ñëå âðåìåíè τ , ëèáî òîëüêî äî âðåìåíè τ (åñëè τ > tsk).
3. Åñëè τ = ti è ti íå ÿâëÿåòñÿ òî÷êîé èçëîìà ôóíêöèè θ(·), òî

îïòèìàëüíûé ìåòîä ïîçâîëÿåò äàííîå èçìåðåíèå óòî÷íèòü.
4. Ñëó÷àé τ > tsk îçíà÷àåò, ÷òî ñàìîå òî÷íîå èçìåðåíèå òåìïåðà-

òóðû áûëî ïðîèçâåäåíî ðàíüøå âðåìåíè τ . Â ýòîé ñèòóàöèè îïòè-
ìàëüíûé ìåòîä � ðåøåíèå óðàâíåíèÿ òåïëîïðîâîäíîñòè â ìîìåíò
âðåìåíè τ − tsk ñ íà÷àëüíûì ðàñïðåäåëåíèåì òåìïåðàòóðû ysk(·).

3. Äîêàçàòåëüñòâî òåîðåìû 1

Äîêàçàòåëüñòâî ñîñòîèò èç äâóõ ÷àñòåé: îöåíêà ñíèçó ïîãðåø-
íîñòè îïòèìàëüíîãî âîññòàíîâëåíèÿ E(τ, δ) è îöåíêà ñâåðõó ýòîé
âåëè÷èíû ñ ïðåäúÿâëåíèåì îïòèìàëüíîãî ìåòîäà.
1. Îöåíêà ñíèçó âåëè÷èíû E(τ, δ). Íàïîìíèì, ÷òî Pt � ëèíåéíûé

íåïðåðûâíûé îïåðàòîð â L2(Rd), êîòîðûé îïðåäåëåí ôîðìóëîé (3)
ïðè t > 0 è P0 � òîæäåñòâåííûé îïåðàòîð.
Ïóñòü τ ≥ 0. Ðàññìîòðèì çàäà÷ó

(4) ‖Pτu0(·)‖L2(Rd) → max, ‖Ptju0(·)‖L2(Rd) ≤ δj, j = 1, . . . , n,

u0(·) ∈ L2(Rd).

Îáîçíà÷èì åå çíà÷åíèå (ò. å. âåëè÷èíó âåðõíåé ãðàíè ‖Pτu0(·)‖L2(Rd)

ïðè äàííûõ îãðàíè÷åíèÿõ) ÷åðåç S è ïîêàæåì, ÷òî E(τ, δ) ≥ S.
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Äåéñòâèòåëüíî, ïóñòü u0(·) � äîïóñòèìàÿ ôóíêöèÿ â (4) (ò. å.
u0(·) óäîâëåòâîðÿåò âñåì îãðàíè÷åíèÿì â çàäà÷å). Òîãäà −u0(·) òàê-
æå äîïóñòèìà â (4) è ìû èìååì äëÿ ëþáîãî m : (L2(Rd))n → L2(Rd)

2‖Pτu0(·)‖L2(Rd) = ‖Pτu0(·)−m(0)(·)+m(0)(·)−Pτ (−u0(·))‖L2(Rd) ≤
2 sup

u0(·)∈L2(Rd)
‖Ptju0(·)‖L2(Rd)

≤δj , j=1,...,n,

‖Pτu0(·)−m(0)(·)‖L2(Rd) ≤

≤ 2 sup
u0(·)∈L2(Rd), y(·)∈(L2(Rd))n

‖Ptju0(·)−yj(·)‖L2(Rd)
≤δj , j=1,...,n

‖Pτu0(·)−m(y(·))(·)‖L2(Rd).

Ïåðåõîäÿ ñïðàâà ê íèæíåé ãðàíè ïî âñåì ìåòîäàì m, à ñëåâà ê
âåðõíåé ãðàíè ïî âñåì äîïóñòèìûì ôóíêöèÿì â (4), ïîëó÷àåì, ÷òî
E(τ, δ) ≥ S.
Ñëåäóþùèé øàã � äîêàçàòåëüñòâî òîãî, ÷òî S = e−θ(τ). Ïóñòü

F : L2(Rd) → L2(Rd) � ïðåîáðàçîâàíèå Ôóðüå. Õîðîøî èçâåñòíî
(ñì., íàïðèìåð, [1]), ÷òî äëÿ ëþáîãî t ≥ 0 ñïðàâåäëèâî ðàâåíñòâî

F (Ptu0(·))(ξ) = e−|ξ|
2tFu0(ξ), ξ ∈ Rd,

è ïîýòîìó ïî òåîðåìå Ïëàíøåðåëÿ êâàäðàò çíà÷åíèÿ çàäà÷è (4)
ðàâåí çíà÷åíèþ òàêîé çàäà÷è

(5)
1

(2π)d

∫
Rd
e−2|ξ|

2τ |Fu0(ξ)|2 dξ → max,

1

(2π)d

∫
Rd
e−2|ξ|

2tj |Fu0(ξ)|2 dξ ≤ δ2j , j = 1, . . . , n, u0(·) ∈ L2(Rd).

Ìîæíî ïîêàçàòü, ÷òî â ýòîé çàäà÷å íåò ðåøåíèÿ, ïîýòîìó ìû
ðàññìîòðèì åå �ðàñøèðåíèå�, à èìåííî, ñëåäóþùóþ çàäà÷ó (çàìå-
íÿÿ ôîðìàëüíî (2π)−d|Fu0(ξ)|2 dξ íà ïîëîæèòåëüíóþ ìåðó):

(6)

∫
Rd
e−2|ξ|

2τ dµ(ξ)→ max,∫
Rd
e−2|ξ|

2tj dµ(ξ) ≤ δ2j , j = 1, . . . , n, dµ(·) ≥ 0.

Ýòî âûïóêëàÿ çàäà÷à. Åå ôóíêöèÿ Ëàãðàíæà èìååò âèä

L(dµ(·), λ) = λ0

∫
Rd
e−2|ξ|

2τ dµ(ξ) +
n∑
j=1

λj

(∫
Rd
e−2|ξ|

2tj dµ(ξ)− δ2j
)
,

ãäå λ = (λ0, λ1 . . . , λn) � íàáîð ìíîæèòåëåé Ëàãðàíæà.
Åñëè ìû íàéäåì äîïóñòèìóþ â (6) ìåðó dµ̂(·) è ìíîæèòåëè

Ëàãðàíæà λ̂0 < 0, λ̂j ≥ 0, 1 ≤ j ≤ n, òàêèå, ÷òî

(7) min
dµ(·)≥0

L(dµ(·), λ̂) = L(dµ̂(·), λ̂),
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ãäå λ̂ = (λ̂0, λ̂1, . . . , λ̂n) è

(8) λ̂j

(∫
Rd
e−2|ξ|

2tj dµ̂(ξ)− δ2j
)

= 0, j = 1, . . . , n,

òî dµ̂(·) áóäåò ðåøåíèåì çàäà÷è (6). Äåéñòâèòåëüíî, ïóñòü dµ(·) �
äîïóñòèìàÿ ìåðà â (6). Òîãäà èñïîëüçóÿ ýòî îáñòîÿòåëüñòâî (è ó÷è-

òûâàÿ, ÷òî λ̂j ≥ 0, 1 ≤ j ≤ n), à çàòåì (7) è (8), áóäåì èìåòü

λ̂0

∫
Rd
e−2|ξ|

2τ dµ(ξ) ≥ λ̂0

∫
Rd
e−2|ξ|

2τ dµ(ξ)+

+
n∑
j=1

λ̂j

(∫
Rd
e−2|ξ|

2tj dµ(ξ)− δ2j
)
≥ λ̂0

∫
Rd
e−2|ξ|

2τ dµ̂(ξ)+

+
n∑
j=1

λ̂j

(∫
Rd
e−2|ξ|

2tj dµ̂(ξ)− δ2j
)

= λ̂0

∫
Rd
e−2|ξ|

2τ dµ̂(ξ).

Äåëÿ íà λ̂0 < 0, ïîëó÷àåì òðåáóåìîå.
Èç óñëîâèé (7) è (8) âèäíî, êàêèìè äîëæíû áûòü ìåðà dµ̂(·) è

ìíîæèòåëè Ëàãðàíæà. Â ñàìîì äåëå, çàïèøåì ôóíêöèþ Ëàãðàíæà
â âèäå

(9) L(dµ(·), λ) =

∫
Rd
e−2|ξ|

2τf(|ξ|2) dµ(ξ)−
n∑
j=1

λjδ
2
j ,

ãäå

f(v) = λ0 +
n∑
j=1

λje
−2v(tj−τ).

Îòñþäà âèäíî, ÷òî åñëè f(|ξ|2) ≥ 0 äëÿ âñåõ ξ ∈ Rd è ìåðà dµ̂(·)
ñîñðåäîòî÷åíà â íóëÿõ ýòîé ôóíêöèè, òî äëÿ âñåõ dµ(·) ≥ 0 áóäåì
èìåòü: L(dµ(·), λ) ≥ −

∑n
j=1 λjδ

2
j = L(dµ̂(·), λ) ò. å. âûïîëíÿåòñÿ

óñëîâèå (7). Íî ïðè ëþáûõ íåîòðèöàòåëüíûõ λ1, . . . , λn ôóíêöèÿ
f(·) âûïóêëà íà R è ïîýòîìó åñëè òî÷êà v0 ∈ R òàêîâà, ÷òî f(v0) =
f ′(v0) = 0, òî f(v) ≥ 0 ïðè âñåõ v ∈ R. Áóäåì ðóêîâîäñòâîâàòüñÿ
ýòèìè íàáëþäåíèÿìè.
Ðàññìîòðèì îòäåëüíî òðè ñëó÷àÿ: (a) τ ≥ t1 è ñïðàâà îò τ åñòü

òî÷êà èçëîìà θ(·), (b) τ ≥ t1 è ñïðàâà îò τ íåò òî÷åê èçëîìà θ(·),
(c) τ < t1.

(a) Ïóñòü τ ∈ [tsj , tsj+1
). Ïîëîæèì dµ̂(ξ) = Aδ(ξ− ξ0), ãäå δ(·− ξ0)

� äåëüòà-ôóíêöèÿ â òî÷êå ξ0, à A è ξ0 âûáåðåì èç óñëîâèé

(10)

∫
Rd
e−2|ξ|

2tk dµ̂(ξ) = Ae−2|ξ0|
2tk = δ2k, k = sj, sj+1.

Îòñþäà íåòðóäíî âûâåñòè, ÷òî

A = δ

2tsj+1

tsj+1−tsj
sj δ

−
2tsj

tsj+1−tsj
sj+1
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è

|ξ0|2 =
ln(δsj/δsj+1

)

tsj+1
− tsj

=
ln 1/δsj+1

− ln 1/δsj
tsj+1

− tsj
.

Òàêàÿ òî÷êà ξ0 ∈ Rd ñóùåñòâóåò, òàê êàê èç ïîñòðîåíèÿ ëîìàíîé
θ(·) ñëåäóåò, ÷òî óãëîâîé êîýôôèöèåíò ïðÿìîé, ïðîõîäÿùåé ÷åðåç
òî÷êè (tsj , ln 1/δsj) è (tsj+1

, ln 1/δsj+1
), ïîëîæèòåëåí.

Ïîëîæèì λ̂0 = −1, λ̂k = 0, k 6= sj, sj+1, à ÷èñëà λ̂sj è λ̂sj+1
âûáå-

ðåì òàê, ÷òîáû f(|ξ0|2) = f ′(|ξ0|2) = 0, ò. å. êàê ðåøåíèå ëèíåéíîé
ñèñòåìû:

λsje
−2|ξ0|2(tsj−τ) + λsj+1

e−2|ξ0|
2(tsj+1−τ) = 1,

λsj(tsj − τ)e−2|ξ0|
2(tsj−τ) + λsj+1

(tsj+1
− τ)e−2|ξ0|

2(tsj+1−τ) = 0.

Îòêóäà

λ̂sj =
tsj+1

− τ
tsj+1

− tsj

(
δsj+1

δsj

) 2(τ−tsj )
tsj+1−tsj

,

λ̂sj+1
=

τ − tsj
tsj+1

− tsj

(
δsj
δsj+1

) 2(tsj+1−τ)
tsj+1−tsj

.

Òàêèì îáðàçîì, f(|ξ|2) ≥ 0 äëÿ âñåõ ξ ∈ Rd è ïîëîæèòåëüíàÿ ìåðà
dµ̂(·) ñîñðåäîòî÷åíà â òî÷êå ξ0, ãäå f(|ξ0|2) = 0. Ñëåäîâàòåëüíî,
óñëîâèå (7) âûïîëíÿåòñÿ.

Åñëè τ ∈ (tsj , tsj+1
), òî, î÷åâèäíî, λ̂sj > 0 è λ̂sj+1

> 0, à åñëè

τ = tsj , òî λ̂sj = 1 è λ̂sj+1
= 0, òàê ÷òî â ñèëó (10) óñëîâèå (8) òàêæå

âûïîëíÿåòñÿ. Îñòàëîñü ëèøü ïðîâåðèòü äîïóñòèìîñòü ìåðû dµ̂(·)
â çàäà÷å (6).
Ïî ïîñòðîåíèþ ëîìàíîé θ(·) âñå òî÷êè (ti, ln 1/δi), i = 1, . . . , n,

ëåæàò íå âûøå åå ãðàôèêà, à òàê êàê ýòà ëîìàíàÿ âîãíóòà, òî åå
ãðàôèê ëåæèò íå âûøå ïðÿìîé

p(t) =
ln 1/δsj+1

− ln 1/δsj
tsj+1

− tsj
(t− tsj) + ln

1

δsj
= ln δ

−
tsj+1−t
tsj+1−tsj

sj δ
−

t−tsj
tsj+1−tsj

sj+1 ,

ñîåäèíÿþùåé òî÷êè (tsj , ln 1/δsj) è (tsj+1
, ln 1/δsj+1

). Òîãäà (ó÷èòû-
âàÿ âûðàæåíèÿ äëÿ A è |ξ0|2) áóäåì èìåòü∫

Rd
e−2|ξ|

2ti dµ̂(ξ) = Ae−2|ξ0|
2ti = δ

2
tsj+1−ti
tsj+1−tsj

sj δ
2

ti−tsj
tsj+1−tsj

sj+1 =

= e−2p(ti) ≤ e
−2 ln 1

δi = δ2i , i = 1, . . . , n.

ò. å. µ̂(·) � äîïóñòèìàÿ ìåðà â çàäà÷å (6) è òåì ñàìûì ÿâëÿåòñÿ åå
ðåøåíèåì.
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Ïîäñòàâëÿÿ µ̂(·) â ìàêñèìèçèðóåìûé ôóíêöèîíàë, ïîëó÷àåì çíà-
÷åíèå çàäà÷è (6)∫

Rd
e−2|ξ|

2τ dµ̂(ξ)=Ae−2|ξ0|
2τ = δ

2
tsj+1−τ
tsj+1−tsj

sj δ
2

τ−tsj
tsj+1−tsj

sj+1 = e−2p(τ) = e−2θ(τ).

Àïïðîêñèìèðóÿ ñòàíäàðòíûì îáðàçîì δ-ôóíêöèþ ïîñëåäîâà-
òåëüíîñòüþ δ-îáðàçíûõ ôóíêöèé, ïîëó÷àåì, ÷òî òàêîâî æå çíà÷å-
íèå çàäà÷è (5). Íî òîãäà e−θ(τ) � çíà÷åíèå çàäà÷è (4), ò. å. S = e−θ(τ).

(b) Ïóñòü τ ≥ tsk (â ÷àñòíîñòè, tsk = t1, åñëè θ(·) � ïðÿìàÿ).

Ïîëîæèì λ̂0 = −1, λ̂sk = 1, λ̂sj = 0, j 6= k, è dµ̂(·) = δ2skδ(·) (δ(·) �
δ-ôóíêöèÿ â íóëå). Òîãäà, î÷åâèäíî, âûïîëíÿåòñÿ (8). Ïîñêîëüêó
äëÿ âñåõ ξ ∈ Rd ñïðàâåäëèâî íåðàâåíñòâî

f(|ξ|2) = −1 + e−2|ξ|
2(tsk−τ) ≥ 0

è f(0) = 0, òî âûïîëíÿåòñÿ (7). Íà ó÷àñòêå [tsk ,∞) ôóíêöèÿ θ(·)
òîæäåñòâåííî ðàâíà ln(1/δsk) è ÿñíî, ÷òî ln(1/δi) ≤ ln(1/δsk), 1 ≤
i ≤ n. Ñëåäîâàòåëüíî,∫

Rd
e−2|ξ|

2ti dµ̂(ξ) = δ2sk = e
−2 ln 1

δsk ≤ e
−2 ln 1

δi = δ2i , i = 1, . . . , n,

ò. å. ìåðà dµ̂(ξ) äîïóñòèìà â çàäà÷å (6) è çíà÷èò, ÿâëÿåòñÿ åå ðåøå-
íèåì.
Çíà÷åíèå çàäà÷è (6) òàêîâî∫

Rd
e−2|ξ|

2τ dµ̂(ξ) = δ2sk = e
−2 ln 1

δsk = e−2θ(τ)

è çíà÷èò, ïî òåì æå ñîîáðàæåíèÿì, ÷òî è â ïðåäûäóùåì ñëó÷àå,
çíà÷åíèå çàäà÷è (4) ðàâíî e−θ(τ).

(c) Ïóñòü τ < t1. Ïîêàæåì, ÷òî â ýòîì ñëó÷àå çíà÷åíèå çàäà÷è
(6) ðàâíî +∞. Ïóñòü x0 > 0. Ñóùåñòâóåò, î÷åâèäíî, ïðÿìàÿ x =
at + b, a > 0, êîòîðàÿ ðàçäåëÿåò òî÷êó (τ,−x0) è ìíîæåñòâî M , â
÷àñòíîñòè,

−aτ − x0 ≥ b ≥ −ati + ln
1

δi
, 1 ≤ i ≤ n.

Îáîçíà÷àÿ A = e−2b è ïîäáèðàÿ ξ0 ∈ Rd òàê, ÷òîáû |ξ0|2 = a, ïîëó÷à-
åì èç ýòèõ íåðàâåíñòâ, ÷òî A exp(−2|ξ0|2ti) ≤ δ2i , 1 ≤ i ≤ n, ò. å. ìåðà
dµ(·) = δ(·−ξ0) äîïóñòèìà â çàäà÷å (6) è A exp(−2|ξ0|2τ) ≥ exp(2x0).
Â ñèëó ïðîèçâîëüíîñòè x0 çíà÷åíèå çàäà÷è (6) ðàâíî +∞. Îòñþäà,
êàê è â ïðåäûäóùèõ ñëó÷àÿõ, ñëåäóåò, ÷òî çíà÷åíèå çàäà÷è (4) ðàâ-
íî +∞.
Èòàê, äîêàçàíî, ÷òî äëÿ âñåõ τ ≥ 0 ïîãðåøíîñòü îïòèìàëüíîãî

âîññòàíîâëåíèÿ E(τ, δ) ≥ e−θ(τ).
2. Îöåíêà ñâåðõó âåëè÷èíû E(τ, δ) è îïòèìàëüíûé ìåòîä. Ïóñòü

τ ≥ t1 è λ̂j, 1 ≤ j ≤ n, � ìíîæèòåëè Ëàãðàíæà, êîòîðûå áû-

ëè íàéäåíû äëÿ çàäà÷è (6) ïðè äàííîì τ . Îöåíêà ñâåðõó E(τ, δ) è
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íàõîæäåíèå îïòèìàëüíîãî ìåòîäà áóäóò îïèðàòüñÿ íà ñëåäóþùåå
óòâåðæäåíèå.

Ëåììà 1. Ïóñòü ôóíêöèÿ y(·) = (y1(·), . . . , yn(·)) ∈ (L2(Rd))n òà-

êîâà, ÷òî ñóùåñòâóåò ðåøåíèå û0(·) = û0(·, y(·)) çàäà÷è

(11)
n∑
j=1

λ̂j‖Ptju0(·)− yj(·)‖2L2(Rd) → min, u0(·) ∈ L2(Rd).

Òîãäà äëÿ ëþáûõ γj > 0, 1 ≤ j ≤ n, çíà÷åíèå çàäà÷è

(12)
‖Pτu0(·)− Pτ û0(·)‖L2(Rd) → max, ‖Ptju0(·)− yj(·)‖L2(Rd) ≤ γj,

1 ≤ j ≤ n, u0(·) ∈ L2(Rd)

íå áîëüøå çíà÷åíèÿ çàäà÷è

(13) ‖Pτu0(·)‖L2(Rd) → max,
n∑
j=1

λ̂j‖Ptju0(·)‖2L2(Rd) ≤
n∑
j=1

λ̂jγ
2
j ,

u0(·) ∈ L2(Rd).

Äîêàçàòåëüñòâî. Ìèíèìèçèðóåìûé ôóíêöèîíàë â (11) ÿâëÿåòñÿ
ãëàäêèì âûïóêëûì ôóíêöèîíàëîì íà L2(Rd) è, ñëåäîâàòåëüíî,
íåîáõîäèìûå è äîñòàòî÷íûå óñëîâèÿ òîãî, ÷òî ôóíêöèÿ û0(·) � åãî
ìèíèìóì çàêëþ÷àþòñÿ â ðàâåíñòâå íóëþ ïðîèçâîäíîé ýòîãî ôóíê-
öèîíàëà â òî÷êå û0(·), ò. å. äëÿ ëþáîãî u0(·) ∈ L2(Rd) äîëæíî âû-
ïîëíÿòüñÿ ðàâåíñòâî

(14) Re
n∑
j=1

λ̂j

∫
L2(Rd)

(Ptj û0(x)− yj(x))Ptju0(x) dx = 0.

Ó÷èòûâàÿ ýòî, ëåãêî ïðîâåðèòü, ÷òî äëÿ âñåõ u0(·) ∈ L2(Rd) ñïðà-
âåäëèâî òàêîå ðàâåíñòâî

n∑
j=1

λ̂j‖Ptju0(·)− yj(·)‖2L2(Rd) =
n∑
j=1

λ̂j‖Ptju0(·)− Ptj û0(·)‖2L2(Rd)+

+
n∑
j=1

λ̂j‖Ptj û0(·)− yj(·)‖2L2(Rd).

Ïóñòü u0(·) � äîïóñòèìàÿ ôóíêöèÿ â (12). Òîãäà èç ïîñëåäíåãî
ñîîòíîøåíèÿ ñëåäóåò, ÷òî

n∑
j=1

λ̂j‖Ptj(u0(·)− û0(·))‖2L2(Rd) ≤

≤
n∑
j=1

λ̂j‖Ptju0(·)− yj(·)‖2L2(Rd) ≤
n∑
j=1

λ̂jγ
2
j
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è òåì ñàìûì u0(·)− û0(·) � äîïóñòèìàÿ ôóíêöèÿ â (13). Ïðè ýòîì
çíà÷åíèÿ ìàêñèìèçèðóåìûõ ôóíêöèîíàëîâ â (12) è (13) ñîîòâåò-
ñòâåííî íà ýëåìåíòàõ u0(·) è u0(·)−û0(·) ñîâïàäàþò. Îòñþäà ñëåäóåò
òðåáóåìîå. �

Ñõåìà èñïîëüçîâàíèÿ äàííîé ëåììû ñîñòîèò â ñëåäóþùåì. Ìû
ñíà÷àëà äîêàæåì, ÷òî ïðè γj = δj, 1 ≤ j ≤ n, çíà÷åíèÿ çàäà÷
(4) è (13) ñîâïàäàþò (ò. å. çíà÷åíèå çàäà÷è (13) ðàâíî e−θ(τ)). Åñëè
ïðåäïîëîæèòü, ÷òî äëÿ êàæäîãî y(·) ∈ (L2(Rd))n ñóùåñòâóåò ðåøå-
íèå çàäà÷è (11), òî óòâåðæäåíèå ëåììû îçíà÷àåò, ÷òî ïîãðåøíîñòü
e(τ, δ, m̂) ìåòîäà m̂ : y(·) 7→ Pτ û0(·, y(·)) íå ïðåâîñõîäèò e−θ(τ) è òåì
áîëåå E(τ, δ) ≤ e−θ(τ). Âìåñòå ñ äîêàçàííîé îöåíêîé ñíèçó, îòñþäà
áóäåò ñëåäîâàòü, ÷òî e(τ, δ, m̂) = E(τ, δ) è çíà÷èò, m̂ � îïòèìàëü-
íûé ìåòîä.
Îäíàêî, ðåøåíèå çàäà÷è (11) ñóùåñòâóåò íå äëÿ âñåõ y(·) ∈

(L2(Rd))n, è ýòî ïîòðåáóåò íåêîòîðîé êîððåêöèè ïðèâåäåííûõ ðàñ-
ñóæäåíèé.
Èòàê, äîêàæåì ñîâïàäåíèå çíà÷åíèé çàäà÷ (4) è (13) ïðè γj =

δj, 1 ≤ j ≤ n. Òî÷íî òàê æå, êàê ìû ïåðåøëè îò çàäà÷è (4)
ê çàäà÷å (6) (èñïîëüçóÿ òåîðåìó Ïëàíøåðåëÿ, à çàòåì çàìåíÿÿ
(2π)−d|Fu0(ξ)|2 dξ íà ïîëîæèòåëüíóþ ìåðó), ïåðåõîäèì îò çàäà÷è
(13) ê çàäà÷å

(15)

∫
Rd
e−2|ξ|

2τ dµ(ξ)→ max,

n∑
j=1

λ̂j

∫
Rd
e−2|ξ|

2tj dµ(ξ) ≤
n∑
j=1

λ̂jδ
2
j , dµ(·) ≥ 0.

Ýòî âûïóêëàÿ çàäà÷à. Åå ôóíêöèÿ Ëàãðàíæà èìååò âèä

L1(dµ(·), ν) = ν0

∫
Rd
e−2|ξ|

2τ dµ(ξ)+

+ ν1

(
n∑
j=1

λ̂j

∫
Rd
e−2|ξ|

2tj dµ(ξ)−
n∑
j=1

λ̂jδ
2
j

)
,

ãäå ν = (ν0, ν1) � íàáîð ìíîæèòåëåé Ëàãðàíæà.
Ïîêàæåì, ÷òî ðåøåíèå dµ̂(·) çàäà÷è (6) ÿâëÿåòñÿ ðåøåíèåì è ýòîé

çàäà÷è. Äëÿ ýòîãî (àíàëîãè÷íî òîìó êàê ýòî áûëî ñäåëàíî äëÿ çà-
äà÷è (6)) äîñòàòî÷íî ïðîâåðèòü, ÷òî ìåðà dµ̂(·) äîïóñòèìà â (15) è
÷òî äëÿ íåêîòîðûõ ν̂0 < 0 è ν̂1 ≥ 0 âûïîëíÿþòñÿ àíàëîãè óñëîâèé
(7) è (8) äëÿ äàííîé çàäà÷è, à èìåííî,

min
dµ(·)≥0

L1(dµ(·), ν̂) = L1(dµ̂(·), ν̂),
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ãäå ν̂ = (ν̂0, ν̂1) è

ν̂1

(
n∑
j=1

λ̂j

∫
Rd
e−2|ξ|

2tj dµ̂(ξ)−
n∑
j=1

λ̂jδ
2
j

)
= 0.

Èç äîïóñòèìîñòè ìåðû dµ̂(·) â çàäà÷å (6) ñðàçó ñëåäóåò åå äî-
ïóñòèìîñòü â çàäà÷å (15). Ïîëîæèì ν̂0 = −1 è ν̂1 = 1. Òîãäà

L1(dµ(·), ν̂) = L(dµ(·), λ̂) è, ñëåäîâàòåëüíî, ïåðâîå èç âûïèñàííûõ
ñîîòíîøåíèé ðàâíîñèëüíî (7) è òåì ñàìûì âûïîëíÿåòñÿ. Âòîðîå
ñîîòíîøåíèå ñðàçó ñëåäóåò èç (8). Èòàê, dµ̂(·) � ðåøåíèå çàäà÷è
(15) è çíà÷èò, åå çíà÷åíèå ñîâïàäàåò ñî çíà÷åíèåì çàäà÷è (6).
Äàëåå, êàê è ðàíüøå, àïïðîêñèìèðóÿ δ-ôóíêöèþ δ-îáðàçíîé ïî-

ñëåäîâàòåëüíîñòüþ, ïîëó÷àåì, ÷òî êâàäðàò çíà÷åíèÿ çàäà÷è (13)
ðàâåí çíà÷åíèþ çàäà÷è (15) è çíà÷èò, çíà÷åíèÿ çàäà÷ (4) è (13)
ñîâïàäàþò.
Òåïåðü âîñïîëüçóåìñÿ ëåììîé. Äëÿ ýòîãî íàéäåì ñíà÷àëà çíà÷å-

íèå çàäà÷è (11) äëÿ ôóíêöèè y(·) = (y1(·), . . . , yn(·)) ∈ (L2(Rd))n,
äëÿ êîòîðîé ôóíêöèè Fyi(·), 1 ≤ i ≤ n, ôèíèòíû.
Ïóñòü τ ∈ [tsj , tsj+1

). Â ýòîì ñëó÷àå, êàê áûëî äîêàçàíî, ëèøü

ìíîæèòåëè Ëàãðàíæà λ̂sj è λ̂sj+1
ìîãóò áûòü îòëè÷íû îò íóëÿ (è

îäíîâðåìåííî íå ðàâíû íóëþ) è ïîýòîìó çàäà÷à (11) èìååò âèä

λ̂sj‖Ptsju0(·)−ysj(·)‖
2
L2(Rd)+λ̂sj+1

‖Ptsj+1
u0(·)−ysj+1

(·)‖2L2(Rd) → min,

u0(·) ∈ L2(Rd).

Åñëè û0(·) = û0(·, y(·)) � ðåøåíèå ýòîé çàäà÷è, òî âûïîëíÿåòñÿ
óñëîâèå (14), êîòîðîå â îáðàçàõ Ôóðüå, ñîãëàñíî òåîðåìå Ïëàíøå-
ðåëÿ, çàïèøåòñÿ â âèäå

Re

j+1∑
k=j

λ̂sk

∫
L2(Rd)

(e−|ξ|
2tskFû0(ξ)− Fysk(ξ))e−|ξ|

2tskFu0(ξ) dξ = 0.

Ëåãêî óáåäèòüñÿ, ÷òî ýòî ñîîòíîøåíèå áóäåò âûïîëíÿòüñÿ äëÿ âñåõ
u0(·) ∈ L2(Rd), åñëè ôóíêöèÿ û0(·) ∈ L2(Rd) òàêîâà, ÷òî åå ïðåîá-
ðàçîâàíèå Ôóðüå èìååò âèä

(16) Fû0(ξ) =
λ̂sje

−|ξ|2tsjFysj(ξ) + λ̂sj+1
e−|ξ|

2tsj+1Fysj+1
(ξ)

λ̂sje
−2|ξ|2tsj + λ̂sj+1

e−2|ξ|
2tsj+1

.

Íî âûðàæåíèå ñïðàâà ïðèíàäëåæèò L2(Rd), ïîñêîëüêó ôóíêöèè
Fysj(·) è Fysj+1

(·) ôèíèòíû è ïîýòîìó û0(·) = û0(·, y(·)) ∈ L2(Rd).
Â ñèëó äîñòàòî÷íîñòè óñëîâèÿ (14) ôóíêöèÿ û0(·), îïðåäåëåííàÿ
ñîîòíîøåíèåì (16), ÿâëÿåòñÿ ðåøåíèåì çàäà÷è (11).

Îòìåòèì, ÷òî åñëè τ = tsj , òî λ̂sj = 1, λ̂sj+1
= 0, è ðåøåíèå

óðàâíåíèÿ (11) â ýòîì ñëó÷àå î÷åâèäíî (è, êîíå÷íî, ñëåäóåò èç (16))



ÂÎÑÑÒÀÍÎÂËÅÍÈÅ ÐÅØÅÍÈß ÓÐÀÂÍÅÍÈß ÒÅÏËÎÏÐÎÂÎÄÍÎÑÒÈ 12

è èìååò âèä

(17) Fû0(ξ) = e|ξ|
2tsjFysj(ξ).

Êàê õîðîøî èçâåñòíî, ôèíèòíûå ôóíêöèè ïëîòíû â L2(Rd). Òî-
ãäà èç òåîðåìû Ïëàíøåðåëÿ ñëåäóåò, ÷òî è ôóíêöèè, ó êîòîðûõ
ïðåîáðàçîâàíèå Ôóðüå ôèíèòíî, òàêæå ïëîòíû â L2(Rd).
Ïóñòü òåïåðü ũ0(·) ∈ L2(Rd) è y(·) = (y1(·), . . . , yn(·)) ∈ (L2(Rd))n

òàêîâû, ÷òî ‖Ptj ũ0(·) − yj(·)‖L2(Rd) ≤ δj, 1 ≤ j ≤ n. Ïóñòü äàëåå

yk(·) = (y1k(·), . . . , ynk(·)) ∈ (L2(Rd))n, k ∈ N, � ïîñëåäîâàòåëü-
íîñòü, îáëàäàþùàÿ òåì ñâîéñòâîì, ÷òî ôóíêöèè Fyjk(·) ôèíèòíû
è ‖yj(·)− yjk(·)‖L2(Rd) ≤ 1/k, 1 ≤ j ≤ n, k ∈ N.
Ôèêñèðóåì k ∈ N. Ïî äîêàçàííîìó äëÿ yk(·) ñóùåñòâóåò ðåøå-

íèå û0(·, yk(·)) çàäà÷è (11). Ïîñêîëüêó ‖Ptj ũ0(·) − yjk(·)‖L2(Rd) ≤
‖Ptj ũ0(·)− yj(·)‖L2(Rd) +‖yj(·)− yjk(·)‖L2(Rd) ≤ δj + 1/k, 1 ≤ j ≤ n, òî
ôóíêöèÿ ũ0(·) äîïóñòèìà â çàäà÷å (12) ñ γj = γj(k) = δj + 1/k,
1 ≤ j ≤ n. Ñîãëàñíî óòâåðæäåíèþ ëåììû çíà÷åíèå ýòîé çàäà-
÷è íå ïðåâîñõîäèò çíà÷åíèÿ çàäà÷è (13), êîòîðàÿ ïîñëå çàìåíû

u0(·) = a(k)v0(·), ãäå a(k) =
√∑n

j=1 λ̂jγ
2
j (k)/

∑n
j=1 λ̂jδ

2
j , ïðèìåò âèä

a(k)‖Pτv0(·)‖L2(Rd) → max,
n∑
j=1

λ̂j‖Ptjv0(·)‖2L2(Rd) ≤
n∑
j=1

λ̂jδ
2
j ,

v0(·) ∈ L2(Rd).

Çíà÷åíèå æå ýòîé çàäà÷è, êàê óæå äîêàçàíî, ñîâïàäàåò ñî çíà÷åíè-
åì çàäà÷è (4), óìíîæåííîìó íà a(k), ò. å. ðàâíî a(k)e−θ(τ). Â ÷àñò-
íîñòè (â ñèëó äîïóñòèìîñòè ũ0(·) â (12)), ïîëó÷àåì, ÷òî

(18) ‖Pτ ũ0(·)− Pτ û0(·, yk(·))‖L2(Rd) ≤ a(k)e−θ(τ).

Ïóñòü τ ∈ (tsj , tsj+1
). Ïðåîáðàçîâàíèÿ Ôóðüå ôóíêöèé Ksj(·) è

Ksj+1
(·) èç ôîðìóëèðîâêè òåîðåìû ïðèíàäëåæàò ïðîñòðàíñòâó áåñ-

êîíå÷íî äèôôåðåíöèðóåìûõ áûñòðî óáûâàþùèõ ôóíêöèé íà Rd.
Ïðåîáðàçîâàíèå Ôóðüå â ýòîì ïðîñòðàíñòâå ÿâëÿåòñÿ èçîìîðôèç-
ìîì è ïîýòîìó åìó ïðèíàäëåæàò è ñàìè ôóíêöèè Ksj(·) è Ksj+1

(·).
Â ÷àñòíîñòè, îíè îãðàíè÷åíû è òîãäà ñîãëàñíî íåðàâåíñòâó Þí-
ãà, ìåòîä m̂ èç ôîðìóëèðîâêè òåîðåìû � ëèíåéíûé íåïðåðûâíûé
îïåðàòîð èç (L2(Rd))n â L2(Rd).
Èç âèäà ìåòîäà m̂, âûðàæåíèé äëÿ ôóíêöèé FKsj(·) è FKsj+1

(·)
è ôîðìóëû (16) ñëåäóåò, ÷òî

Fm̂(yk(·))(ξ) = FKsj(ξ)Fysjk(ξ) + FKsj+1
(ξ)Fysj+1k(ξ) =

= e−|ξ|
2τFû0(·, yk(·))(ξ),

ò. å.

(19) m̂(yk(·))(·) = Pτ û0(·, yk(·)).
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Åñëè τ = tsj , òî èç âèäà ìåòîäà m̂ ñëåäóåò, ÷òî

Fm̂(yk(·))(ξ) = Fysjk(ξ) = e−|ξ|
2τFû0(·, yk(·))(ξ),

ò. å. ñíîâà ñïðàâåäëèâî ñîîòíîøåíèå (19).
Âîçâðàùàÿñü ê ũ0(·) ∈ L2(Rd) è y(·) = (y1(·), . . . , yn(·)) ∈

(L2(Rd))n òàêèì, ÷òî ‖Ptj ũ0(·) − yj(·)‖L2(Rd) ≤ δj, 1 ≤ j ≤ n, áó-
äåì èìåòü ñîãëàñíî (19) è (18)

‖Pτ ũ0(·)− m̂(y(·))(·)‖L2(Rd) ≤ ‖Pτ ũ0(·)− Pτ û0(·, yk(·))‖L2(Rd)+

+ ‖m̂(yk(·))(·)− m̂(y(·))(·)‖L2(Rd) ≤
≤ a(k)e−θ(τ) + ‖m̂(yk(·)− y(·))(·)‖L2(Rd).

Ýòî âåðíî äëÿ ëþáîãî k ∈ N. Ïåðåõîäÿ ê ïðåäåëó ïðè k → ∞
(ó÷èòûâàÿ, ÷òî a(k) → 1 è ÷òî ìåòîä m̂ íåïðåðûâåí) ïîëó÷àåì
íåðàâåíñòâî

‖Pτ ũ0(·)− m̂(y(·))(·)‖L2(Rd) ≤ e−θ(τ).

Ïåðåõîäÿ çäåñü ê âåðõíåé ãðàíè ïî âñåì ũ0(·) ∈ L2(Rd) è y(·) =
(y1(·), . . . , yn(·)) ∈ (L2(Rd))n òàêèì, ÷òî ‖Ptj ũ0(·) − yj(·)‖L2(Rd) ≤ δj,

1 ≤ j ≤ n, ïîëó÷àåì, ÷òî e(τ, δ, m̂) ≤ e−θ(τ). Îòñþäà, âìåñòå ñ
äîêàçàííîé îöåíêîé ñíèçó, ñëåäóåò, ÷òî

e−θ(τ) ≤ E(τ, δ) ≤ e(τ, δ, m̂) ≤ e−θ(τ),

ò. å. E(τ, δ) = e−θ(τ) è m̂ � îïòèìàëüíûé ìåòîä.
Èòàê, äëÿ ñëó÷àÿ, êîãäà τ ∈ [tsj , tsj+1

) òåîðåìà äîêàçàíà.
Ïóñòü τ ≥ tsk . Åñëè τ = tsk , òî ðàññóæäàÿ òî÷íî òàê æå êàê è äëÿ

ñëó÷àÿ τ = tsj , ïîëó÷àåì íóæíóþ îöåíêó è îïòèìàëüíûé ìåòîä.
Ïóñòü τ > tsk . Çäåñü ðàññóæäåíèÿ òàê æå àíàëîãè÷íû ïðåäûäó-

ùèì, íî íåñêîëüêî ïðîùå è ïîýòîìó áóäåì êðàòêè. Â äàííîì ñëó÷àå

λ̂sk = 1, à îñòàëüíûå ìíîæèòåëè Ëàãðàíæà ðàâíû íóëþ, ïîýòîìó
çàäà÷à (11) ïðèíèìàåò âèä

‖Ptsku0(·)− ysk(·)‖
2
L2(Rd) → min, u0(·) ∈ L2(Rd).

Åñëè y(·) = (y1(·), . . . , yn(·)) òàêîâî, ÷òî ôóíêöèè Fyj(·), 1 ≤ j ≤ n,
ôèíèòíû, òî ðåøåíèå û0(·) = û0(·, y(·)) äàííîé çàäà÷è ñóùåñòâóåò

è Fû0(ξ) = e|ξ|
2tskFysk(ξ).

Äàëåå äîñëîâíî ïîâòîðÿÿ ïðåäûäóùèå ðàññóæäåíèÿ, ïðèõîäèì ê
íåðàâåíñòâó (18).
Ìåòîä m̂ èç ôîðìóëèðîâêè òåîðåìû, ïî ñàìîìó îïðåäåëåíèþ,

åñòü ëèíåéíûé íåïðåðûâíûé îïåðàòîð èç (L2(Rd))n â L2(Rd). Åñ-

ëè y(·) = yk(·), òî ÿñíî, ÷òî Fm̂(yk(·))(ξ) = e−|ξ|
2(τ−tsk )Fysk(ξ) =

e−|ξ|
2τFû0(·, yk(·))(ξ), ò. å. m̂(yk(·))(·) = Pτ û0(·, yk(·))(·). Äàëüíåéøèå

ðàññóæäåíèÿ ðîâíî òå æå ñàìûå, ÷òî è â ïðåäûäóùåì ñëó÷àå. Òåî-
ðåìà äîêàçàíà.
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4. Îïòèìàëüíîå âîññòàíîâëåíèå ïðè íàëè÷èè

àïðèîðíîé èíôîðìàöèè

Ìû ñíîâà ðàññìàòðèâàåì çàäà÷ó (1)�(2) è ìîìåíòû âðåìåíè
0 ≤ t1 < . . . < tn. Ïóñòü A è B � ïîäìíîæåñòâà { 1, . . . , n }
(îäíî èç êîòîðûõ ìîæåò áûòü ïóñòûì) òàêèå, ÷òî A ∩ B = ∅ è
A ∪B = { 1, . . . , n }. Ïîñòàâèì ñëåäóþùóþ çàäà÷ó. Èçâåñòíà ñëåäó-
þùàÿ àïðèîðíàÿ èíôîðìàöèÿ: â ìîìåíòû âðåìåíè ti, i ∈ A, òåìïå-
ðàòóðà íå ìîæåò âûõîäèòü çà îïðåäåëåííûå ïðåäåëû, ò. å. èçâåñòíî,
÷òî ‖u(ti, ·)‖L2(Rd) ≤ δi, ãäå δi > 0, i ∈ A.
Ïóñòü B 6= ∅ è â ìîìåíòû âðåìåíè ti, i ∈ B, ïðèáëèæåííî èç-

âåñòíû ðàñïðåäåëåíèÿ òåìïåðàòóð u(ti, ·), ò. å. èçâåñòíû ôóíêöèè
yi(·) ∈ L2(Rd) òàêèå, ÷òî ‖u(ti, ·) − yi(·)‖L2(Rd) ≤ δi, ãäå δi > 0. Êàê
è ðàíüøå, ìû õîòèì êàæäîìó òàêîìó íàáîðó ôóíêöèé ñîïîñòàâèòü
ôóíêöèþ èç L2(Rd), êîòîðàÿ áû â íåêîòîðîì ñìûñëå íàèëó÷øèì
îáðàçîì àïïðîêñèìèðîâàëà èñòèííîå ðàñïðåäåëåíèå òåìïåðàòóðû
â Rd â ôèêñèðîâàííûé ìîìåíò âðåìåíè τ .
Åñëè B 6= ∅ è cardB = l, òî ñíîâà ëþáîå îòîáðàæåíèå m èç

(L2(Rd))l â L2(Rd) îáúÿâëÿåòñÿ ìåòîäîì âîññòàíîâëåíèÿ. Ïîãðåø-
íîñòüþ ýòîãî ìåòîäà íàçûâàåì âåëè÷èíó

e(τ, A,B, δ,m) = sup
u0(·), yB(·)∈(L2(Rd))l
‖u(ti,·)‖L2(Rd)

≤δi, i∈A
‖u(ti,·)−yi(·)‖L2(Rd)

≤δi, i∈B

‖u(τ, ·)−m(yB(·))(·)‖L2(Rd),

ãäå yB(·) = {yi(·)}i∈B è δ = (δ1, . . . , δn).
Íàñ èíòåðåñóåò âåëè÷èíà

E(τ, A,B, δ) = inf
m : (L2(Rd))l→L2(Rd)

e(τ, δ,m),

êîòîðóþ òàêæå íàçîâåì ïîãðåøíîñòüþ îïòèìàëüíîãî âîññòàíîâ-

ëåíèÿ è ìåòîä m̂, íà êîòîðîì íèæíÿÿ ãðàíü äîñòèãàåòñÿ, ò. å. äëÿ
êîòîðîãî

E(τ, A,B, δ) = e(τ, A,B, δ, m̂),

íàçûâàåìûé îïòèìàëüíûì ìåòîäîì âîññòàíîâëåíèÿ (òåìïåðàòó-
ðû â Rd â ìîìåíò âðåìåíè τ ïî äàííîé èíôîðìàöèè).
Îòìåòèì, ÷òî åñëè A = ∅, òî ìû ïðèõîäèì ê ïðåæíåé ïîñòà-

íîâêå. Åñëè B = ∅, òî íèêàêèõ èçìåðåíèé íå ïðîèçâîäèòñÿ è òåì
ñàìûì íåò ñìûñëà ãîâîðèòü î êàêîì-ëèáî ìåòîäå âîññòàíîâëåíèÿ.
Íî ìîæíî ãîâîðèòü îá îöåíêå òåìïåðàòóðû â ìîìåíò âðåìåíè τ ,
ò. å. îá îïðåäåëåíèè òåõ ãðàíèö, çà êîòîðûå òåìïåðàòóðà çàâåäîìî
íå ìîæåò âûéòè ïðè äàííîé àïðèîðíîé èíôîðìàöèè. Â êà÷åñòâå
òàêîé îöåíêè åñòåñòâåííî âçÿòü ÷åáûøåâñêèé ðàäèóñ ìíîæåñòâà
{u(τ, ·)(·) ∈ L2(Rd) | ‖u(ti, ·)‖L2(Rd) ≤ δi, 1 ≤ i ≤ n }, ò. å. ìèíè-
ìàëüíûé èç ðàäèóñîâ øàðîâ, ñîäåðæàùèõ äàííîå ìíîæåñòâî. Ïî-
ñêîëüêó ìíîæåñòâî öåíòðàëüíî ñèììåòðè÷íî, òî ëåãêî óáåäèòüñÿ,
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÷òî ýòà âåëè÷èíà òàêîâà

E(τ, A, ∅, δ) = sup
u0(·)∈L2(Rd)

‖u(ti,·)‖L2(Rd)
≤δi, i=1,...,n

‖u(τ, ·)(·)‖L2(Rd).

Ïðèâåäåííàÿ ïîñòàíîâêà, êàê óæå îòìå÷åíî, îáîáùàåò èñõîäíóþ
çàäà÷ó è ìîæíî áûëî áû ñ ñàìîãî íà÷àëà ðàññìàòðèâàòü èìåííî çà-
äà÷ó ñ àïðèîðíîé èíôîðìàöèåé. Íî ìû õîòåëè ñîõðàíèòü ïðîñòîòó
èñõîäíîé ïîñòàíîâêè, òåì áîëåå, ÷òî äîêàçàòåëüñòâî áîëåå îáùåãî
ðåçóëüòàòà ïî-ñóùåñòâó òàêîå æå è ìû òîëüêî óêàæåì òå èçìåíå-
íèÿ, êîòîðûå íàäëåæèò ñäåëàòü â ïðåäûäóùèõ ðàññóæäåíèÿõ.

Òåîðåìà 2. Äëÿ ëþáûõ A è B è ëþáîãî τ ≥ 0 ñïðàâåäëèâî ðàâåí-

ñòâî

E(τ, A,B, δ) = e−θ(τ).

Ïóñòü B 6= ∅. Òîãäà
(1) åñëè t1 > 0, 0 ≤ τ < t1, òî ëþáîé ìåòîä ÿâëÿåòñÿ îïòè-

ìàëüíûì;

(2) åñëè τ = tsj , 1 ≤ j ≤ k, è sj ∈ B, òî ìåòîä m̂, îïðåäåëåííûé
ðàâåíñòâîì m̂(y(·))(·) = ysj(·), ÿâëÿåòñÿ îïòèìàëüíûì, à

åñëè sj /∈ B, òî íóëåâîå îòîáðàæåíèå � îïòèìàëüíûé ìå-

òîä;

(3) åñëè k ≥ 2, τ ∈ (tsj , tsj+1
), 1 ≤ j ≤ k − 1, è sj, sj+1 ∈ B, òî

ìåòîä m̂, îïðåäåëåííûé â ïóíêòå (3) òåîðåìû 1, ÿâëÿåò-
ñÿ îïòèìàëüíûì; åñëè sj ∈ B, à sj+1 /∈ B, òî m̂(y(·))(·) =
(Ksj ∗ ysj)(·) � îïòèìàëüíûé ìåòîä (Ksj(·) èç òåîðåìû 1);
åñëè sj /∈ B, à sj+1 ∈ B, òî îïòèìàëüíûì ÿâëÿåòñÿ ìå-

òîä m̂(y(·))(·) = (Ksj+1
∗ ysj+1

)(·) (Ksj+1
(·) èç òåîðåìû 1);

åñëè, íàêîíåö, sj, sj+1 /∈ B, òî íóëåâîå îòîáðàæåíèå � îï-

òèìàëüíûé ìåòîä;

(4) åñëè τ > tsk è sk ∈ B, òî ìåòîä m̂, îïðåäåëåííûé â ïóíêòå

(4) òåîðåìû 1, ÿâëÿåòñÿ îïòèìàëüíûì, åñëè sk /∈ B, òî
íóëåâîå îòîáðàæåíèå � îïòèìàëüíûé ìåòîä.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïóñòü B = ∅. Òîãäà E(τ, A, ∅, δ) ñîâïàäàåò ñî çíà-
÷åíèåì çàäà÷è (4) (êîòîðîå, êàê äîêàçàíî, ðàâíî e−θ(τ) äëÿ âñåõ
τ ≥ 0) è çíà÷èò, E(τ, A, ∅, δ) = e−θ(τ).
Ïóñòü B 6= ∅. Òîãäà äîñëîâíî ïîâòîðÿÿ ðàññóæäåíèÿ èç íà÷à-

ëà äîêàçàòåëüñòâà òåîðåìû 1, ïîëó÷àåì, ÷òî E(τ, A,B, δ) íå ìåíü-
øå çíà÷åíèÿ çàäà÷è (4) è òåì ñàìûì ñïðàâåäëèâà îöåíêà ñíèçó
E(τ, A,B, δ) ≥ e−θ(τ) äëÿ ëþáûõ ìíîæåñòâ A è B è âñåõ τ ≥ 0.
Ïåðåéäåì ê äîêàçàòåëüñòâó îöåíêè ñâåðõó è ïðåäúÿâëåíèþ ñîîò-

âåòñòâóþùèõ îïòèìàëüíûõ ìåòîäîâ. Çäåñü ìû áóäåì îïèðàòüñÿ íà
ñëåäóþùåå óòâåðæäåíèå, êîòîðîå ôîðìàëüíî îáîáùàåò ëåììó 1, íî
äîêàçûâàåòñÿ òî÷íî òàê æå.
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Ëåììà 2. Ïóñòü ôóíêöèÿ yB(·) = {yj(·)}j∈B òàêîâà, ÷òî ñóùå-

ñòâóåò ðåøåíèå û0(·) = û0(·, yB(·)) çàäà÷è∑
j∈A

λ̂j‖Ptju0(·)‖2L2(Rd) +
∑
j∈B

λ̂j‖Ptju0(·)− yj(·)‖2L2(Rd) → min,

u0(·) ∈ L2(Rd).

Òîãäà äëÿ ëþáûõ γj > 0, 1 ≤ j ≤ n, çíà÷åíèå çàäà÷è

‖Pτu0(·)− Pτ û0(·)‖L2(Rd) → max, ‖Ptju0(·)‖L2(Rd) ≤ γj, j ∈ A,
‖Ptju0(·)− yj(·)‖L2(Rd) ≤ γj, j ∈ B, u0(·) ∈ L2(Rd),

íå áîëüøå çíà÷åíèÿ çàäà÷è

‖Pτu0(·)‖L2(Rd) → max,
n∑
j=1

λ̂j‖Ptju0(·)‖2L2(Rd) ≤
n∑
j=1

λ̂jγ
2
j ,

u0(·) ∈ L2(Rd).

Ïóñòü τ ∈ [tsj , tsj+1
). Åñëè sj, sj+1 ∈ B, òî ðîâíî òå æå ðàññóæ-

äåíèÿ, ÷òî è â òåîðåìå 1 äîêàçûâàþò îïòèìàëüíîñòü ñîîòâåòñòâó-
þùèõ ìåòîäîâ.
Ïóñòü sj ∈ B è sj+1 /∈ B. Â ýòîì ñëó÷àå àíàëîã çàäà÷è (11)

ñîãëàñíî ëåììå 2 èìååò âèä

λ̂sj‖Ptsju0(·)− ysj(·)‖
2
L2(Rd) + λ̂sj+1

‖Ptsj+1
u0(·)‖2L2(Rd) → min,

u0(·) ∈ L2(Rd).

Ñíîâà, òå æå ðàññóæäåíèÿ, ÷òî è â òåîðåìå 1 (ñ ysj+1
(·) = 0) ïðèâî-

äÿò ê äîêàçàòåëüñòâó îïòèìàëüíîñòè ñîîòâåòñòâóþùèõ ìåòîäîâ.
Åñëè sj /∈ B è sj+1 /∈ B, òî àíàëîã çàäà÷è (11) èìååò âèä

λ̂sj‖Ptsju0(·)‖
2
L2(Rd) + λ̂sj+1

‖Ptsj+1
u0(·)‖2L2(Rd) → min,

u0(·) ∈ L2(Rd)

è ðåøåíèåì çäåñü ÿâëÿåòñÿ, î÷åâèäíî, íóëåâàÿ ôóíêöèÿ. Îïòèìàëü-
íîñòü íóëåâîãî ìåòîäà ñëåäóåò íåïîñðåäñòâåííî èç ëåììû 2.
Îñòàëüíûå ñëó÷àè ðàçáèðàþòñÿ àíàëîãè÷íî. �

5. Êîììåíòàðèè

Ðåøåííûå â ýòîé ðàáîòå çàäà÷è îïòèìàëüíîãî âîññòàíîâëåíèÿ
óêëàäûâàþòñÿ â ñëåäóþùóþ îáùóþ ñõåìó. Ïóñòü X � âåêòîðíîå
ïðîñòðàíñòâî,W � ïîäìíîæåñòâî (êëàññ) âX, Y1, . . . , Yr è Z � íîð-
ìèðîâàííûå ïðîñòðàíñòâà, Ii : X → Yi, 1 ≤ i ≤ r, � ëèíåéíûå îïå-
ðàòîðû. Ñòàâèòñÿ çàäà÷à îá îïòèìàëüíîì âîññòàíîâëåíèè ëèíåéíî-
ãî îïåðàòîðà Λ: X → Z íà êëàññå W ïî ñëåäóþùåé èíôîðìàöèè
îá ýëåìåíòàõ èç ýòîãî êëàññà: ïðî êàæäûé ýëåìåíò x ∈ W èçâåñòåí
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âåêòîð y = (y1, . . . , yr) ∈ Y1 × . . . × Yr òàêîé, ÷òî ‖Iix − yi‖Yi ≤ δi,
δi ≥ 0, 1 ≤ i ≤ r.
Ïîä îïòèìàëüíûì âîññòàíîâëåíèåì Λ íà W ïî äàííîé èíôîðìà-

öèè ïîíèìàåòñÿ ñëåäóþùåå. Ëþáîå îòîáðàæåíèå m èç Y1 × . . .× Yr
â Z îáúÿâëÿåòñÿ ìåòîäîì âîññòàíîâëåíèÿ (Λ íà W ïî äàííîé èí-
ôîðìàöèè). Ïîãðåøíîñòüþ ýòîãî ìåòîäà íàçûâàåì âåëè÷èíó

e(Λ,W, I, δ,m) = sup
x∈W, y∈Y1×...×Yr

‖Iix−yi‖Yi≤δi, i=1,...,r

‖Λx−m(y)‖Z ,

ãäå I = (I1, . . . , Ir) è δ = (δ1, . . . , δr).
Âåëè÷èíó

E(Λ,W, I, δ) = inf
m : Y1×...×Yr→Z

e(Λ,W, I, δ,m),

íàçîâåì ïîãðåøíîñòüþ îïòèìàëüíîãî âîññòàíîâëåíèÿ, à ìåòîä m̂,
íà êîòîðîì íèæíÿÿ ãðàíü äîñòèãàåòñÿ, ò. å. äëÿ êîòîðîãî

E(Λ,W, I, δ) = e(Λ,W, I, δ, m̂),

îïòèìàëüíûì ìåòîäîì âîññòàíîâëåíèÿ (Λ íà W ïî äàííîé èí-
ôîðìàöèè).
Â ñîîòâåòñòâèè ñ ýòèìè îáîçíà÷åíèÿìè, íàïðèìåð, â çàäà÷å ñ

àïðèîðíîé èíôîðìàöèåé è êîãäà B 6= ∅ (cardB = l) èìååì: r = l,
X = Y1 = . . . = Yl = Z = L2(Rd),

W = {u0(·) ∈ L2(Rd) | ‖Ptiu0(·)‖L2(Rd) ≤ δi, i ∈ A }

(åñëè A = ∅, òî ïîëàãàåì W = X = L2(Rd)), Ii = Pti , i ∈ B, Λ = Pτ .
Óêàçàííûé ïîäõîä ê îïðåäåëåíèþ îïòèìàëüíîãî ìåòîäà (â àá-

ñòðàêòíîé çàäà÷å) èäåîëîãè÷åñêè âîñõîäèò ê ðàáîòàì À. Í. Êîëìî-
ãîðîâà òðèäöàòûõ ãîäîâ ïðîøëîãî âåêà, ïîñâÿùåííûõ íàõîæäåíèþ
íàèëó÷øåãî ñðåäñòâà ïðèáëèæåíèÿ ñðàçó äëÿ âñåõ ôóíêöèé èç äàí-
íîãî êëàññà. Ïðèâåäåííàÿ çäåñü ïîñòàíîâêà äëÿ ñëó÷àÿ, êîãäà r = 1,
X è Y � êîíå÷íîìåðíûå ïðîñòðàíñòâà, Z = R (çàäà÷à î âîññòà-
íîâëåíèè ëèíåéíîãî ôóíêöèîíàëà) è δ1 = 0 (èíôîðìàöèÿ çàäàíà
òî÷íî) âïåðâûå áûëà ðàññìîòðåíà Ñ. À. Ñìîëÿêîì [2]. Îí äîêà-
çàë, ÷òî åñëèW � âûïóêëîå öåíòðàëüíî ñèììåòðè÷íîå ìíîæåñòâî,
òî ñðåäè îïòèìàëüíûõ ìåòîäîâ åñòü ëèíåéíûé. Ðàñïðîñòðàíåíèþ
ýòîãî ôàêòà íà áîëåå îáùèå ñèòóàöèè ïîñâÿùåíî äîñòàòî÷íî ìíî-
ãî ðàáîò (ñì. [3]�[7]), íî îêîí÷àòåëüíûé, â îïðåäåëåííîì ñìûñëå,
ðåçóëüòàò â ýòîì íàïðàâëåíèè, à èìåííî, íåîáõîäèìûå è äîñòàòî÷-
íûå óñëîâèÿ ñóùåñòâîâàíèÿ îïòèìàëüíîãî ëèíåéíîãî ìåòîäà, áûë
ïîëó÷åí â ðàáîòå àâòîðîâ [8]. Çàäà÷àì îïòèìàëüíîãî âîññòàíîâëå-
íèÿ ëèíåéíûõ ôóíêöèîíàëîâ ïîñâÿùåíà äîâîëüíî îáøèðíàÿ ëèòå-
ðàòóðà. Åäèíûé ïîäõîä ê ðåøåíèþ ïîäîáíûõ çàäà÷, îñíîâàííûé íà
ñòàíäàðòíûõ ìåòîäàõ òåîðèè ýêñòðåìóìà, èçëîæåí â [9]. Â ìîíîãðà-
ôèÿõ [10]�[14] ìîæíî íàéòè ìíîæåñòâî êîíêðåòíûõ ðåçóëüòàòîâ è
äîïîëíèòåëüíûå ññûëêè.
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Îáùèé ðåçóëüòàò, êàñàþùèéñÿ ñóùåñòâîâàíèÿ ëèíåéíîãî ìåòî-
äà äëÿ îïåðàòîðîâ (Z � ãèëüáåðòîâî ïðîñòðàíñòâî) áûë äîêàçàí
â ðàáîòå [15] è òàì æå ïîëó÷åíû ïåðâûå êîíêðåòíûå ðåçóëüòàòû
î âîññòàíîâëåíèè ëèíåéíûõ îïåðàòîðîâ. Äàëüíåéøåå ðàçâèòèå ýòà
òåìàòèêà ïîëó÷èëà â ðàáîòàõ àâòîðîâ [16]�[18], ãäå èñïîëüçóþòñÿ
èíûå ïîäõîäû, îñíîâàííûå íà îáùèõ ïðèíöèïàõ òåîðèè ýêñòðåìó-
ìà.
Ïðèìåíåíèå òåîðèè îïòèìàëüíîãî âîññòàíîâëåíèÿ ëèíåéíûõ îïå-

ðàòîðîâ ê çàäà÷àì ìàòåìàòè÷åñêîé ôèçèêè ìîæíî íàéòè â ðàáîòàõ
[19]�[23].
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