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Àííîòàöèÿ. Â ðàáîòå ðàññìàòðèâàåòñÿ çàäà÷à îïòèìàëüíî-
ãî âîññòàíîâëåíèÿ ðåøåíèÿ óðàâíåíèÿ òåïëîïðîâîäíîñòè íà
ìíîãîîáðàçèè, ïðåäñòàâëÿþùèì ñîáîé ïðîèçâåäåíèå ïðÿìîé è
îêðóæíîñòè, â äàííûé ìîìåíò âðåìåíè ïî íåòî÷íûì èçìåðå-
íèÿì ýòîãî ðåøåíèÿ â äðóãèå ìîìåíòû âðåìåíè. Ïîñòðîåíî ñå-
ìåéñòâî îïòèìàëüíûõ ìåòîäîâ âîññòàíîâëåíèÿ.

Ââåäåíèå

Ðàáîòà ïîñâÿùåíà çàäà÷å íàèëó÷øåãî âîññòàíîâëåíèÿ ðåøåíèÿ
óðàâíåíèÿ òåïëîïðîâîäíîñòè íà ìíîãîîáðàçèè R× T (T � åäèíè÷-
íàÿ îêðóæíîñòü) â äàííûé ìîìåíò âðåìåíè ïî ïðèáëèæåííûì èç-
ìåðåíèÿì ýòîãî ðåøåíèÿ â äðóãèå ìîìåíòû âðåìåíè. Ìíîãîîáðà-
çèå R × T ìîäåëèðóåò òðóáó, è â ýòîì ñìûñëå çàäà÷à ñîñòîèò â
òîì, ÷òîáû íàèëó÷øèì îáðàçîì âîññòàíîâèòü òåìïåðàòóðó òðóáû
â ìîìåíò âðåìåíè τ ïî ïðèáëèæåííûì åå èçìåðåíèÿì â ìîìåíòû
ti, i = 1, . . . , n. Â ðàáîòå íàéäåíî ñåìåéñòâî ëèíåéíûõ îïòèìàëü-
íûõ ìåòîäîâ âîññòàíîâëåíèÿ òåìïåðàòóðû òðóáû, è ïðè ýòîì êàæ-
äûé ìåòîä èñïîëüçóåò íå áîëåå äâóõ èçìåðåíèé. Ñëåäóåò ñêàçàòü,
÷òî ðåçóëüòàòû ðàáîòû ïåðåíîñÿòñÿ íà ñëó÷àé ìíîãîîáðàçèé âèäà
Rn × Tm. Íî ÷òîáû íå çàãðîìîæäàòü èçëîæåíèå, ìû îãðàíè÷èëèñü
ñëó÷àåì, êîãäà n = m = 1. Ñòàòüÿ ïðèìûêàåò ê êðóãó ïðîáëåì, ñâÿ-
çàííûõ ñ çàäà÷àìè îïòèìàëüíîãî âîññòàíîâëåíèÿ çíà÷åíèé ëèíåé-
íûõ îïåðàòîðîâ íà êëàññàõ ìíîæåñòâ, ýëåìåíòû êîòîðûõ èçâåñòíû
ïðèáëèæåííî. Ñàìà òåìàòèêà âîçíèêëà â 60-å ãîäû, è íà÷àëî åå
áûëî ïîëîæåíî â ðàáîòàõ[1]�[3]. Âïîñëåäñòâèè îñíîâíîå âíèìàíèå
óäåëÿëîñü çàäà÷àì âîññòàíîâëåíèÿ ôóíêöèé è èõ ïðîèçâîäíûõ ïî
íåòî÷íî çàäàííîìó ñïåêòðó è çàäà÷àì îïòèìàëüíîãî âîññòàíîâëå-
íèÿ ðåøåíèé óðàâíåíèé ìàòåìàòè÷åñêîé ôèçèêè (ñì., íàïðèìåð,
[4]�[11]). Íàñòîÿùàÿ ðàáîòà îòíîñèòñÿ êî âòîðîìó öèêëó çàäà÷.
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Ïîñòàíîâêà çàäà÷è è ôîðìóëèðîâêà îñíîâíîãî

ðåçóëüòàòà

Ðàñïðîñòðàíåíèå òåïëà íà ìíîãîîáðàçèèM = R×T îïèñûâàåòñÿ
óðàâíåíèåì òåïëîïðîâîäíîñòè

∂u(x, y, t)

∂t
=
∂2u(x, y, t)

∂x2
+
∂2u(x, y, t)

∂y2
, (1)

ãäå x ∈ R, y ∈ T è t ≥ 0, ñ íà÷àëüíîé ôóíêöèåé f(·) ïåðåìåííûõ
(x, y).
Ìû ïðåäïîëàãàåì, ÷òî f(·) ïðèíàäëåæèò L2(M). Â ýòîì ñëó÷àå

äëÿ êàæäîãî t > 0 ñóùåñòâóåò åäèíñòâåííîå ðåøåíèå u(·, t) óðàâ-
íåíèÿ (1), ïðèíàäëåæàùåå L2(M) è ñõîäÿùååñÿ ê f(·) â ìåòðèêå
L2(M) ïðè t→ 0.
Ñòàâèòñÿ ñëåäóþùàÿ çàäà÷à. Ïóñòü â ìîìåíòû âðåìåíè 0 ≤ t1 <

. . . < tn ìû èìååì âîçìîæíîñòü ïîìåðèòü ñ èçâåñòíîé ïîãðåøíî-
ñòüþ òåìïåðàòóðó òðóáû. Êàê ïî ýòîé èíôîðìàöèè âîññòàíîâèòü
òåìïåðàòóðó òðóáû â ìîìåíò âðåìåíè τ 6= ti, i = 1, . . . , n?
Òî÷íàÿ ïîñòàíîâêà òàêîâà. Ïóñòü èçâåñòíû ôóíêöèè gi(·) ∈

L2(M) è ÷èñëà δi > 0, i = 1, . . . , n, òàêèå, ÷òî

‖u(·, ti)− gi(·)‖L2(M) ≤ δi, i = 1, . . . , n.

Ïîä çàäà÷åé îïòèìàëüíîãî âîññòàíîâëåíèÿ ôóíêöèè u(·, τ) ïî äàí-
íîé èíôîðìàöèè ïîíèìàåòñÿ ñëåäóþùåå. Âñÿêèé ìåòîä âîññòàíîâ-
ëåíèÿ ÿâëÿåòñÿ îòîáðàæåíèåì ϕ : (L2(M))n → L2(M). Ïîãðåøíî-
ñòüþ ìåòîäà ϕ íàçûâàåòñÿ âåëè÷èíà

eτ (g(·), δ, ϕ) = sup
f(·)∈L2(M), gi(·)∈L2(M), i=1,...,n
‖u(·, ti)−gi(·)‖L2(M)≤δi, i=1,...,n

‖u(·, τ)− ϕ(g(·))‖L2(M),

ãäå g = (g1(·), . . . , gn(·)) è δ = (δ1, . . . , δn).
Íàñ èíòåðåñóåò âåëè÷èíà

Eτ (g(·), δ ) = inf
ϕ
eτ (g(·), δ, ϕ),

ãäå íèæíÿÿ ãðàíü áåðåòñÿ ïî âñåì îòîáðàæåíèÿì ϕ : (L2(M))n →
L2(M), êîòîðàÿ íàçûâàåòñÿ ïîãðåøíîñòüþ îïòèìàëüíîãî âîññòà-

íîâëåíèÿ è ìåòîäû ϕ̂, íà êîòîðûõ íèæíÿÿ ãðàíü äîñòèãàåòñÿ, íà-
çûâàåìûå îïòèìàëüíûìè ìåòîäàìè âîññòàíîâëåíèÿ, ò. å. òàêèå
ìåòîäû, ÷òî

Eτ (g(·), δ ) = eτ (g(·), δ, ϕ̂).
Àíàëîãè÷íàÿ çàäà÷à íà ïðÿìîé áûëà ðàññìîòðåíà â ðàáîòå [9],

è îáùàÿ ñõåìà äîêàçàòåëüñòâà âî ìíîãîì ïîõîæà íà èñïîëüçóåìóþ
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çäåñü. Îäíàêî íàëè÷èå ïåðèîäè÷åñêîé ñîñòàâëÿþùåé ñóùåñòâåííî
ìåíÿåò îòäåëüíûå ýòàïû ðàññóæäåíèé.
Äëÿ ôîðìóëèðîâêè òåîðåìû ïîíàäîáÿòñÿ íåêîòîðûå îïðåäåëå-

íèÿ. Íàïîìíèì, ÷òî ïðåîáðàçîâàíèå Ôóðüå F â L2(M) ïåðåâîäèò

ôóíêöèè èç L2(M) â ôóíêöèè èç L2(M̂ ), ãäå M̂ = R×Z, è ÿâëÿåòñÿ
èçîìåòðè÷åñêèì èçîìîðôèçìîì ýòèõ ïðîñòðàíñòâ. Êâàäðàò íîðìû

ôóíêöèè a(·) ∈ L2(M̂ ) îïðåäåëÿåòñÿ ïî ôîðìóëå

1

(2π)2

∫
M̂

|a(ξ, k)|2 dξdk =
1

(2π)2

∑
k∈Z

∫
R
|a(ξ, k)|2 dξ.

Åñëè g(·) ∈ L2(M), òî F [g](·) îáîçíà÷àåò ïðåîáðàçîâàíèå Ôóðüå
ôóíêöèè g(·).
Äàëåå, íà äâóìåðíîé ïëîñêîñòè (t, x) ðàññìîòðèì âûïóêëîå ìíî-

æåñòâî

A = conv { (ti, ln(1/δi)), 1 ≤ i ≤ n }+ { (t, 0) : t ≥ 0 },
êîòîðîå ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé àëãåáðàè÷åñêóþ ñóììó âûïóêëîé îáî-
ëî÷êè êîíå÷íîãî ÷èñëà òî÷åê (ti, ln(1/δi)), i = 1, . . . , n, è ïîëîæè-
òåëüíîé ïîëóïðÿìîé.
Îïðåäåëèì ôóíêöèþ θ(·) íà [0,∞) ðàâåíñòâîì: θ(t) = max{x :

(t, x) ∈ A }, ïðè÷åì θ(t) = −∞, åñëè (t, x) /∈ A íè äëÿ êàêîãî x. ßñ-
íî, ÷òî θ(·) � âîãíóòàÿ íåóáûâàþùàÿ ëîìàíàÿ íà [t1,∞). Îáîçíà-
÷èì ÷åðåç ts1 < . . . < tsk åå òî÷êè èçëîìà (ñ÷èòàÿ t1 òàêæå òî÷êîé
èçëîìà, ò. å. ts1 = t1). Ïîíÿòíî, ÷òî åñëè k > 1, òî íà [ts1 , tsk ] ôóíê-
öèÿ θ(·) âîçðàñòàåò, à íà [tsk ,∞) � îíà êîíñòàíòà, ðàâíàÿ ln(1/δsk).
Åñëè τ ∈ (tsi , tsi+1

), 1 ≤ i ≤ k − 1, òî ïîëîæèì

λ̂si = λ̂si(τ) =
tsi+1
− τ

tsi+1
− tsi

(
δsi
δsi+1

)−2(τ−tsi )
tsi+1−tsi

,

λ̂si+1
= λ̂si+1

(τ) =
τ − tsi
tsi+1
− tsi

(
δsi
δsi+1

) 2(tsi+1−τ)
tsi+1−tsi

.

Ëåãêî âèäåòü, ÷òî ýòî ïîëîæèòåëüíûå ÷èñëà, ïðè÷åì λ̂si < 1.
Äëÿ äàííîãî τ îïðåäåëèì åùå ïîëîæèòåëüíîå ÷èñëî

ri = ri(τ) = −
ln λ̂si
τ − ysi

è îáîçíà÷èì B(ri) = { (ξ, k) ∈ R× Z : ξ2 + k2 ≤ ri }.

Òåîðåìà. Äëÿ ëþáîãî τ > 0 ñïðàâåäëèâî ðàâåíñòâî

Eτ (g(·), δ ) = e−θ(τ).
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Åñëè τ ∈ (tsi , tsi+1
), 1 ≤ i ≤ k − 1, òî ìíîæåñòâî ôóíêöèé a(·)

íà R× Z, èçìåðèìûõ äëÿ êàæäîãî k ∈ Z, è òàêèõ, ÷òî

|b(ξ, k)|2

λ̂si
+
|a(ξ, k)|2

λ̂si+1

≤ 1, (2)

ãäå b(ξ, k) = e−(ξ
2+k2)(τ−ysi ) − a(ξ, k)e−(ξ

2+k2)(tsi+1−tsi ), åñëè (ξ, k) ∈
B(ri) è ðàâíûõ íóëþ âíå B(ri), íå ïóñòî. Äëÿ êàæäîé òàêîé ôóíê-

öèè a(·) ìåòîä ϕ̂a, îïðåäåëåííûé ôîðìóëîé

ϕ̂a(g1(·), . . . , gn(·)) = (Kb ∗ gsi)(·) + (Ka ∗ gsi+1
)(·), (3)

ãäå F [Kb](ξ, k) = b(ξ, k) è F [Ka](ξ, k) = a(ξ, k), ÿâëÿåòñÿ îïòè-

ìàëüíûì.

Åñëè τ > tsk , òî ìåòîä ϕ̂, îïðåäåëåííûé ôîðìóëîé ϕ̂(g1(·), . . . ,
gn(·)) = (K ∗ gsk)(·), ãäå F [K](ξ) = e−(ξ

2+k2)tsk , îïòèìàëåí.

Çàìåòèì, ÷òî îïðåäåëåíèå îïòèìàëüíûõ ìåòîäîâ êîððåêòíî. Äåé-
ñòâèòåëüíî, ôóíêöèÿ a(·) îãðàíè÷åíà (êàê ñëåäóåò èç (2)) è îáðà-
ùàåòñÿ â íîëü çà ïðåäåëàìè íåêîòîðîãî øàðà. Ñëåäîâàòåëüíî, îíà

ïðèíàäëåæèò L2(M̂) è çíà÷èò, ÿâëÿåòñÿ îáðàçîì íåêîòîðîé ôóíê-
öèè Ka ∈ L2(M). Àíàëîãè÷íî ïîëó÷àåì, ÷òî Kb ∈ L2(M) è ïîýòîìó
ñâåðòêà èìååò ñìûñë.
Îòìåòèì, ÷òî åñëè t1 > 0 è 0 < τ < t1, òî, ïî îïðåäåëåíèþ,

θ(τ) = −∞ è òåì ñàìûì Eτ (g(·), δ ) = +∞, ò. å. �ïðîøëîå íåëüçÿ
âîññòàíîâèòü ïî íåòî÷íîìó íàñòîÿùåìó�.
Îòìåòèì åùå, ÷òî îïòèìàëüíûå ìåòîäû ëèíåéíû, �ñãëàæèâàþò�

íàáëþäåíèÿ è èñïîëüçóþò èíôîðìàöèþ î íå áîëåå ÷åì äâóõ èçìå-
ðåíèÿõ.

Äîêàçàòåëüñòâî òåîðåìû

Îáùàÿ ñõåìà äàëüíåéøèõ ðàññóæäåíèé òàêîâà. Ìû ïîëó÷èì
îöåíêó ñíèçó äëÿ âåëè÷èíû Eτ (g(·), δ) ïðè ëþáîì τ > 0, à çàòåì
ïîêàæåì, ÷òî ïîãðåøíîñòü ëþáîãî èç ìåòîäîâ (3) íå ïðåâîñõîäèò
ýòîé îöåíêè. Îòñþäà, î÷åâèäíî, áóäåò ñëåäîâàòü, ÷òî äàííûå ìåòî-
äû îïòèìàëüíû. Ïîòîì óñòàíîâèì, ÷òî ìíîæåñòâî òàêèõ ìåòîäîâ
íå ïóñòî.
Êàê óæå îòìå÷àëîñü, äëÿ êàæäîãî t > 0 ðåøåíèå óðàâíåíèÿ (1)

îäíîçíà÷íî îïðåäåëÿåòñÿ íà÷àëüíîé ôóíêöèåé f(·), ïîýòîìó äàëåå
óäîáíî ïèñàòü u(·, t, f) âìåñòî u(·, t).
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Îöåíêà ñíèçó Eτ (g(·), δ). Äëÿ ïîãðåøíîñòè îïòèìàëüíîãî âîññòà-
íîâëåíèÿ ñïðàâåäëèâà ñëåäóþùàÿ îöåíêà

Eτ (g(·), δ) ≥ sup
f(·)∈L2(M),

‖u(·, ti,f)‖L2(M)≤δi, i=1,...,n

‖u(·, τ, f)‖L2(M). (4)

Ýòî îáùèé ôàêò, âåðíûé â çíà÷èòåëüíî áîëåå îáùåé ñèòóàöèè, ÷åì
ðàññìàòðèâàåòñÿ çäåñü. Äîêàçàòåëüñòâî åãî íå ïðèâîäèì (ñì., íà-
ïðèìåð, [9]).
Íàñ èíòåðåñóåò òî÷íîå çíà÷åíèå âåëè÷èíû ñïðàâà â (4). Îíî åñòü

çíà÷åíèå ñëåäóþùåé ýêñòðåìàëüíîé çàäà÷è

‖u(·, τ, f)‖L2(M) → max, ‖u(·, ti, f)‖L2(M) ≤ δi, i = 1, . . . , n,

f(·) ∈ L2(M), (5)

ò. å. âåðõíåé ãðàíè ìàêñèìèçèðóåìîãî ôóíêöèîíàëà ïðè äàííûõ
îãðàíè÷åíèÿõ.
Åñëè èñêàòü ðåøåíèå óðàâíåíèÿ (1) ìåòîäîì Ôóðüå (ñì., íàïðè-

ìåð, [12]), òî íåòðóäíî ïðîâåðèòü, ÷òî

F [u(·, t, f)](ξ, k) = e−(ξ
2+k2)tF [f ](ξ, k)

äëÿ ëþáîãî t > 0, ï. â. ξ ∈ R è âñåõ k ∈ Z.
Òîãäà ñîãëàñíî òåîðåìå Ïëàíøåðåëÿ∫

M

|u(x, y, t, f)|2 dxdy =
1

(2π)2

∑
k∈Z

∫
R
e−2(ξ

2+k2)t|F [f ](ξ, k)|2 dξ.

Îòñþäà ñëåäóåò, ÷òî â îáðàçàõ Ôóðüå êâàäðàò çíà÷åíèÿ çàäà÷è (5)
ðàâåí çíà÷åíèþ òàêîé çàäà÷è:

1

(2π)2

∑
k∈Z

∫
R
e−2(ξ

2+k2)τ |F [f ](ξ, k)|2 dξ → max,

1

(2π)2

∑
k∈Z

∫
R
e−2(ξ

2+k2)ti |F [f ](ξ, k)|2 dξ ≤ δ2i , i = 1, . . . , n,

f(·) ∈ L2(M). (6)

Ïðè êàæäîì k ∈ Z èíòåãðàëû ìîæíî ðàññìàòðèâàòü êàê èíòåãðè-
ðîâàíèå ïî ïîëîæèòåëüíûì ìåðàì dµk(ξ) = (2π)−2|F [f ](ξ, k)|2dξ íà
R, ïîðîæäåííûì ôóíêöèÿìè f(·) ∈ L2(M). Äëÿ íàõîæäåíèÿ çíà-
÷åíèÿ äàííîé çàäà÷è óäîáíî ðàññìîòðåòü áîëåå îáùóþ ïîñòàíîâêó,
à èìåííî, çàäà÷ó íà ìíîæåñòâå âñåõ ïîëîæèòåëüíûõ áîðåëåâñêèõ
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ìåð íà R:∑
k∈Z

∫
R
e−2(ξ

2+k2)τ dµk(ξ)→ max,

∑
k∈Z

∫
R
e−2(ξ

2+k2)ti dµk(ξ) ≤ δ2i , i = 1, . . . , n, dµk ≥ 0, k ∈ Z. (7)

Ìû íàéäåì çíà÷åíèå ýòîé çàäà÷è, êîòîðîå, î÷åâèäíî, íå ìåíüøå
çíà÷åíèÿ çàäà÷è (6), à ïîòîì ïîêàæåì, ÷òî, íà ñàìîì äåëå, çíà÷åíèÿ
ýòèõ çàäà÷ ñîâïàäàþò.
Çàäà÷à (7) îòíîñèòåëüíî ïåðåìåííîé {dµk}k∈Z ïðåäñòàâëÿåò ñî-

áîé çàäà÷ó ìàêñèìèçàöèè ëèíåéíîãî ôóíêöèîíàëà íà âûïóêëîì
ìíîæåñòâå. Äëÿ íàõîæäåíèÿ åå ðåøåíèÿ âîñïîëüçóåìñÿ ñòàíäàðò-
íûìè ïðèåìàìè.
Ñîïîñòàâèì ýòîé çàäà÷å ñëåäóþùóþ ôóíêöèþ Ëàãðàíæà

L({dµk}k∈Z, λ) = −
∑
k∈Z

∫
R
e−2(ξ

2+k2)τ dµk(ξ)

+
n∑
i=1

λi

(∑
k∈Z

∫
R
e−2(ξ

2+k2)ti dµk(ξ)− δ2i

)
,

êîòîðàÿ îïðåäåëåíà íà âñåõ íàáîðàõ {dµk}k∈Z, ãäå dµk � áîðå-
ëåâñêèå ìåðû íà R, ïðèíèìàþùèå çíà÷åíèÿ â R è âñåõ íàáîðàõ
λ = (λ1, λ2, . . . , λn) ∈ Rn, íàçûâàåìûõ ìíîæèòåëÿìè Ëàãðàíæà.
Ñîãëàñíî äîñòàòî÷íûì óñëîâèÿì â òåîðåìå Êàðóøà�Êóíà�Òàê-

êåðà (ñì., íàïðèìåð, [13]), åñëè ñóùåñòâóåò äîïóñòèìûé â çàäà÷å (7)

íàáîð {dµ̂k}k∈Z è íàáîð ìíîæèòåëåé Ëàãðàíæà λ̂ = (λ̂1, λ̂2, . . . , λ̂n)
òàêèå, ÷òî âûïîëíÿþòñÿ óñëîâèÿ

(a) min
{dµk≥0}k∈Z

L({dµk}k∈Z, λ̂ ) = L({dµ̂k}k∈Z, λ̂ );

(b) λ̂i ≥ 0, 1 ≤ i ≤ n;

(c) λ̂i

(∑
k∈Z

∫
R e
−2(ξ2+k2)ti dµ̂k(ξ)− δ2i

)
= 0, i = 1, . . . , n,

òî {dµ̂k}k∈Z � ðåøåíèå çàäà÷è (7).
Àíàëèçèðóÿ óñëîâèÿ (a), (b) è (c), ìîæíî ïîíÿòü êàêèå äîëæíû

áûòü {dµ̂k}k∈Z è λ̂. Íî, íå ïðîâîäÿ çäåñü ýòîãî àíàëèçà, ïðåäúÿâèì
ñðàçó äîïóñòèìûé íàáîð {dµ̂k}k∈Z è íàáîð ìíîæèòåëåé Ëàãðàíæà

λ̂ = (λ̂1, λ̂2, . . . , λ̂n), óäîâëåòâîðÿþùèõ óñëîâèÿì (a), (b) è (c).
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Ïóñòü τ > 0 è τ 6= ti, i = 1, . . . , n. Òîãäà ëèáî τ ∈ (tsi , tsi+1
) äëÿ

íåêîòîðîãî 1 ≤ i ≤ k − 1, ëèáî τ > tsk , ëèáî τ < t1, åñëè t1 > 0.
Ðàññìîòðèì ïåðâûé ñëó÷àé.

Ïóñòü τ ∈ (tsi , tsi+1
), 1 ≤ i ≤ k − 1. Îïðåäåëèì âåêòîð λ̂ =

(λ̂1, . . . , λ̂n) òàê, ÷òî λ̂si è λ̂si+1
� ïîëîæèòåëüíûå ÷èñëà, îïðåäåëåí-

íûå ïåðåä ôîðìóëèðîâêîé òåîðåìû è λ̂j = 0, åñëè j 6= si, si+1,
Íàáîð ìåð {dµ̂k}k∈Z îïðåäåëèì ñëåäóþùèì îáðàçîì: dµ̂k = 0,

åñëè k 6= 0 è dµ̂0 = Aδξ0 , ãäå δξ0 � ìåðà Äèðàêà â òî÷êå ξ0 òàêîé,
÷òî

ξ20 =
ln(1/δsi+1

)− ln(1/δsi)

tsi+1
− tsi

, (8)

à

A = δ

2tsi+1
tsi+1−tsi
si δ

− 2tsi
tsi+1−tsi

si+1 . (9)

Òàê êàê ôóíêöèÿ θ(·), îïðåäåëåííàÿ âûøå, âîçðàñòàåò íà [ts1 , tsk ],
òî ÷èñëèòåëü â ôîðìóëå (8) ïîëîæèòåëåí.

Íåòðóäíî óáåäèòüñÿ, ÷òî ñ òàêèìè {dµ̂k}k∈Z è λ̂ âûïîëíåíî óñëî-
âèå (c), êîòîðîå â äàííîì ñëó÷àå èìååò âèä∫

R
e−2ξ

2tj dµ̂0(ξ) = Ae−2ξ
2
0tj = δ2j , j = si, si+1. (10)

Ïðîâåðèì, ÷òî íàáîð {dµ̂k}k∈Z äîïóñòèì â çàäà÷å (7). Äåéñòâè-
òåëüíî, òî÷êè (ti, ln 1/δi), i = 1, . . . , n ëåæàò íå âûøå ãðàôèêà θ(·), à
òàê êàê ýòà âîãíóòàÿ ôóíêöèÿ, òî åå ãðàôèê ëåæèò íå âûøå ïðÿìîé

p(t) =
ln 1/δsi+1

− ln 1/δsi
tsi+1
− tsi

(t− tsi) + ln
1

δsi
= ln δ

−
tsi+1−t
tsi+1−tsi

si δ
− t−tsi
tsi+1−tsi

si+1 ,

ñîåäèíÿþùåé òî÷êè (tsi , ln 1/δsi) è (tsi+1
, ln 1/δsi+1

). Òîãäà, ó÷èòûâàÿ
âûðàæåíèÿ äëÿ ξ20 è A, áóäåì èìåòü

∫
R
e−2ξ

2ti dµ̂0(ξ) = Ae−2ξ
2
0ti = δ

2
tsi+1−ti
tsi+1−tsi

si δ
2

ti−tsi
tsi+1−tsi

si+1 =

= e−2p(ti) ≤ e
−2 ln 1

δi = δ2i , i = 1, . . . , n,

ò. å. íàáîð {dµ̂k}k∈Z äîïóñòèì â çàäà÷å (7).
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Îñòàëîñü ïðîâåðèòü óñëîâèå (a), ò. å. ïðîâåðèòü, ÷òî

L({dµk}k∈Z, λ̂ ) =
∑
k∈Z

∫
R
e−2(ξ

2+k2)τ
(
−1 + λ̂sie

−2(ξ2+k2)(tsi−τ)

+ λ̂si+1
e−2(ξ

2+k2)(tsi+1−τ)
)
dµk(ξ)− λ̂siδ2si − λ̂si+1

δ2si+1
≥ L({dµ̂k}k∈Z, λ̂ )

=

∫
R
e−2ξ

2τ
(
−1 + λ̂sie

−2ξ2(tsi−τ) + λ̂si+1
e−2ξ

2(tsi+1−τ)
)
dµ0(ξ)

− λ̂siδ2si − λ̂si+1
δ2si+1

(11)

äëÿ âñåõ íàáîðîâ ïîëîæèòåëüíûõ ìåð {dµk}k∈Z.
Ìíîæèòåëè Ëàãðàíæà λ̂si è λ̂si+1

âûáðàíû òàê (è â ýòîì íåòðóä-

íî óáåäèòüñÿ), ÷òî âûïóêëàÿ ôóíêöèÿ ω 7→ −1 + λ̂sie
−2ω(tsi−τ) +

λ̂si+1
e−2ω(tsi+1−τ) íà ïðÿìîé îáðàùàåòñÿ â íîëü âìåñòå ñî ñâîåé ïðî-

èçâîäíîé â òî÷êå ω0 = ξ20 . Ýòî îçíà÷àåò, ÷òî äàííàÿ ôóíêöèÿ âñþäó

íåîòðèöàòåëüíà è òåì ñàìûì L({dµk}k∈Z, λ̂ ) ≥ −λ̂siδ2si − λ̂si+1
δ2si+1

.
Òàê êàê dµ0 � ìåðà Äèðàêà â òî÷êå ξ0, òî èíòåãðàë ñïðàâà â (11)

ðàâåí íóëþ è çíà÷èò, L({dµ̂k}k∈Z, λ̂ ) = −λ̂siδ2si − λ̂si+1
δ2si+1

. Ýòèì
äîêàçàíî óñëîâèå (a).
Èòàê, {dµ̂k}k∈Z � ðåøåíèå çàäà÷è (7). Ïîäñòàâëÿÿ {dµ̂k}k∈Z â

ìàêñèìèçèðóåìûé ôóíêöèîíàë, ïîëó÷àåì çíà÷åíèå ýòîé çàäà÷è∫
R
e−2ξ

2τ dµ̂0(ξ)=Ae
−2ξ20τ = δ

2
tsi+1−τ
tsi+1−tsi

si δ
2

τ−tsi
tsi+1−tsi

si+1 = e−2p(τ)= e−2θ(τ).

Ñ äðóãîé ñòîðîíû, ÿñíî, ÷òî âåëè÷èíà L({dµ̂k}k∈Z, λ̂ ) (â ñèëó óñëî-
âèÿ (c)) ðàâíà −

∫
R e
−2ξ2τ dµ̂0(ξ) è ïîýòîìó∫

R
e−2ξ

2τ dµ̂0(ξ) = e−2θ(τ) = λ̂siδ
2
si
+ λ̂si+1

δ2si+1
. (12)

Ðàññìîòðèì òåïåðü ïîñëåäîâàòåëüíîñòü ôóíêöèé ϕm(·) ∈ L2(M),
m ∈ N, ïðåîáðàçîâàíèå Ôóðüå êîòîðûõ èìååò âèä

F [ϕm](ξ, k)=


√
2πmδ

tsi+1
tsi+1−tsi
si δ

−tsi
tsi+1−tsi
si+1 , ξ ∈ [ξ0, ξ0 + 1/m], k = 0;

0, â ïðîòèâíîì ñëó÷àå.

Íåïîñðåäñòâåííûé ïîäñ÷åò ïîêàçûâàåò, ÷òî ýòè ôóíêöèè äîïóñòè-
ìû â çàäà÷å (6), à ìàêñèìèçèðóåìûé ôóíêöèîíàë íà íèõ ñõîäèòñÿ
ê e−2θ(τ) ïðè m→∞.
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Èòàê, çíà÷åíèÿ çàäà÷ (6) è (7) ñîâïàäàþò. Òîãäà èç ôîðìóëû (12)
è îöåíêè (4) ïîëó÷àåì, ÷òî

Eτ (g(·), δ) ≥ e−θ(τ) =
√
λ̂siδ

2
si
+ λ̂si+1

δ2si+1
. (13)

Îöåíêà ñâåðõó Eτ (g(·), δ) è îïòèìàëüíûå ìåòîäû. Ïóñòü ϕ̂a �
ìåòîä âèäà (3). Îöåíèì åãî ïîãðåøíîñòü, êîòîðàÿ, ïî îïðåäåëåíèþ,
åñòü çíà÷åíèå ñëåäóþùåé çàäà÷è

‖u(·, τ, f)− (Kb ∗ gsi)(·)− (Ka ∗ gsi+1
)(·)‖L2(M) → max,

‖u(·, tsj , f)− gsj(·)‖L2(M) ≤ δsj , zsj(·) ∈ L2(M), j = i, i+ 1,

f(·) ∈ L2(M). (14)

Ïî òåîðåìå Ïëàíøåðåëÿ êâàäðàò ìàêñèìèçèðóåìîãî ôóíêöèîíàë â
ýòîé çàäà÷å ðàâåí òàêîé âåëè÷èíå

1

(2π)2

∑
k∈Z

∫
R
|e−(ξ2+k2)τF [f ](ξ, k)− b(ξ, k)F [gsi ](ξ, k)

− a(ξ, k)F [gsi+1
](ξ, k)|2 dξ

=
1

(2π)2

∑
k∈Z

∫
R
|b(ξ, k)zi(ξ, k) + a(ξ, k)zi+1(ξ, k)|2, (15)

ãäå zj(ξ, k) = e−(ξ
2+k2)tsjF [f ](ξ, k)− F [gsj ](ξ, k), j = i, i+ 1.

Âûðàæåíèå ïîä çíàêîì èíòåãðàëà ñïðàâà â (15) îöåíèì ïî íåðà-

âåíñòâó Êîøè�Áóíÿêîâñêîãî (λ̂si è λ̂si+1
� ìíîæèòåëè Ëàãðàíæà,

îïðåäåëåííûå âûøå).∣∣∣∣b(ξ, k)√
λ̂si

√
λ̂si zi(ξ, k) +

a(ξ, k)√
λ̂si+1

√
λ̂si+1

zi+1(ξ, k)

∣∣∣∣2

≤
(
|b(ξ, k)|2

λ̂si
+
|a(ξ, k)|2

λ̂si+1

)
(λ̂si |zi(ξ, k)|2 + λ̂si+1

|zi+1(ξ, k)|2).

Ïåðâûé ñîìíîæèòåëü ñïðàâà íå ïðåâîñõîäèò åäèíèöû äëÿ ï. â. ξ ∈
R è âñåõ k ∈ Z. Äåéñòâèòåëüíî, åñëè (ξ, k) ∈ B(ri), òî ýòî âåðíî ïî
óñëîâèþ (ñì. (2)). Åñëè (ξ, k) /∈ B(ri), òî, ñíîâà ïî óñëîâèþ, a(·) = 0

è ýòîò ñîìíîæèòåëü ðàâåí c(ξ, k) = e−(ξ
2+k2)(τ−tsi )/λ̂si . Íî òî, ÷òî

(ξ, k) /∈ B(ri) ðàâíîñèëüíî, ñîãëàñíî îïðåäåëåíèþ ri, íåðàâåíñòâó
c(ξ, k) ≤ 1.
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Èòàê, ïîëó÷àåì, ÷òî âûðàæåíèå ñïðàâà â (15) íå ïðåâîñõîäèò
âåëè÷èíû

λ̂si
1

(2π)2

∑
k∈Z

∫
R
|zi(ξ, k)|2 dξ + λ̂si+1

1

(2π)2

∑
k∈Z

∫
R
|zi+1(ξ, k)|2 dξ.

Ôóíêöèÿ zj(·) åñòü ïðåîáðàçîâàíèå Ôóðüå ôóíêöèè u(·, tsj , f) −
gsj(·), íîðìà êîòîðîé â L2(M) íå ïðåâîñõîäèò δj, j = i, i+1 ñîãëàñ-
íî (14). Ñëåäîâàòåëüíî, ïî òåîðåìå Ïëàíøåðåëÿ, íîðìà ïîñëåäíåãî

âûðàæåíèÿ íå ïðåâîñõîäèò λ̂siδ
2
si
+ λ̂si+1

δ2si+1
.

Òàêèì îáðàçîì, ïîãðåøíîñòü ëþáîãî ìåòîäà âèäà (3) íå ïðåâîñ-

õîäèò âåëè÷èíû
√
λ̂siδ

2
si
+ λ̂si+1

δ2si+1
. Âìåñòå ñ îöåíêîé (13) ýòî îçíà-

÷àåò, ÷òî âñå òàêèå ìåòîäû îïòèìàëüíû è Eτ (g(·), δ) = e−θ(τ).
Íåòðóäíî ïîêàçàòü, âûäåëÿÿ ïîëíûé êâàäðàò, ÷òî íåðàâåíñòâî

(2) ðàâíîñèëüíî òàêîìó íåðàâåíñòâó∣∣∣∣∣a(ξ, k)− λ̂si+1
e−(ξ

2+k2)(τ−tsi )

λ̂sie
(ξ2+k2)(tsi+1−tsi ) + λ̂si+1

e−(ξ
2+k2)(tsi+1−tsi )

∣∣∣∣∣
≤

√
λ̂siλ̂si+1

e(ξ
2+k2)tsi+1

λ̂sie
(ξ2+k2)(tsi+1−tsi ) + λ̂si+1

e−(ξ
2+k2)(tsi+1−tsi )

√
h(ξ, k) ,

ãäå h(ξ, k) = −e−2(ξ2+k2)τ + λ̂sie
−2(ξ2+k2)tsi + λ̂si+1

e−2(ξ
2+k2)tsi+1 , è ýòà

ôóíêöèÿ íåîòðèöàòåëüíà, êàê áûëî óñòàíîâëåíî âûøå.
Èç ïîëó÷åííîãî íåðàâåíñòâà, î÷åâèäíî, ñëåäóåò, ÷òî ìíîæåñòâî

ôóíêöèé a(·), óäîâëåòâîðÿþùèõ óñëîâèþ òåîðåìû, íå ïóñòî, è òåì
ñàìûì òåîðåìà äîêàçàíà äëÿ ñëó÷àÿ, êîãäà τ ∈ (t1, tsk). Ñèòóàöèè
0 < τ < t1 èëè τ > tsk ðàññìàòðèâàþòñÿ àíàëîãè÷íî, íî òåõíè÷åñêè
çíà÷èòåëüíî ïðîùå, è ïîýòîìó îñòàíàâëèâàòüñÿ çäåñü íà ýòîì íå
áóäåì.
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