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ÃËÀÂÀ 4

Óðàâíåíèÿ ïàðàáîëè÷åñêîãî òèïà

Óðàâíåíèÿ ñ ÷àñòíûìè ïðîèçâîäíûìè âòîðîãî ïîðÿäêà ïàðàáî-
ëè÷åñêîãî òèïà âñòðå÷àþòñÿ âî ìíîãèõ ôèçè÷åñêèõ çàäà÷àõ, êàñà-
þùèõñÿ ïðîöåññîâ ðàñïðîñòðàíåíèÿ òåïëà, ýëåêòðè÷åñêîãî çàðÿäà,
äèôôóçèè è äð. Ïðîñòåéøåå óðàâíåíèå ïàðàáîëè÷åñêîãî òèïà

ut = uxx

îáû÷íî íàçûâàåòñÿ (îäíîìåðíûì) óðàâíåíèåì òåïëîïðîâîäíîñòè.

� 20. Óðàâíåíèå ðàñïðîñòðàíåíèÿ òåïëà â ñòåðæíå

Ðàññìîòðèì ñòåðæåíü äëèíû l, ðàñïîëîæåííûé âäîëü îñè OX.
Áóäåì ïðåäïîëàãàòü, ÷òî âûïîëíåíû ñëåäóþùèå óñëîâèÿ:

1. Ñòåðæåíü ÿâëÿåòñÿ òîíêèì. Òî÷íåå, åñëè u(x, t) � òåìïåðà-
òóðà òî÷åê ñòåðæíÿ â ñå÷åíèè ñ àáñöèññîé x â ìîìåíò âðåìåíè t, òî
áóäåì ïðåäïîëàãàòü, ÷òî â ïðåäåëàõ ýòîãî ñå÷åíèÿ òåìïåðàòóðà âî
âñåõ òî÷êàõ îäèíàêîâà (ýòî âûïîëíåíî, íàïðèìåð, äëÿ äîñòàòî÷íî
òîíêîãî ñòåðæíÿ).

2. Áîêîâàÿ ïîâåðõíîñòü ñòåðæíÿ òåïëîèçîëèðîâàíà (ê òîðöàì
ýòî, âîîáùå ãîâîðÿ, íå îòíîñèòñÿ).

3. Ñòåðæåíü îäíîðîäíûé. Â ÷àñòíîñòè, îí èìååò ïîñòîÿííóþ
ëèíåéíóþ ïëîòíîñòü ρ, ïîñòîÿííûå êîýôôèöèåíòû òåïëîåìêîñòè c
è òåïëîïðîâîäíîñòè k.

4. Âíóòðè ñòåðæíÿ îòñóòñòâóþò èñòî÷íèêè (èëè ïîãëîòèòåëè)
òåïëà.

Ïðè âûâîäå óðàâíåíèÿ, îïèñûâàþùåãî ðàñïðåäåëåíèå òåïëà â
ñòåðæíå, áóäóò èñïîëüçîâàíû ñëåäóþùèå çàêîíû:

Çàêîí Íüþòîíà: êîëè÷åñòâî òåïëà ∆Q, íåîáõîäèìîå, ÷òîáû èç-
ìåíèòü íà ∆u òåìïåðàòóðó ó÷àñòêà ñòåðæíÿ îáúåìà V , ðàâíî

∆Q = cρV∆u (20.1)

Çàêîí Ôóðüå: êîëè÷åñòâî òåïëà, ïðîõîäÿùåå ÷åðåç ñå÷åíèå
ñòåðæíÿ ñ àáñöèññîé x çà âðåìÿ ∆t, ðàâíî

Q(x) = −kSux∆t, (20.2)

ãäå S � ïëîùàäü ñå÷åíèÿ. Çíàê ìèíóñ ââåäåí ïîòîìó, ÷òî ïðè âîç-
ðàñòàíèè òåìïåðàòóðû ñòåðæíÿ ñ óâåëè÷åíèåì x (ò.å. ïðè ux > 0)
ïîòîê òåïëà äîëæåí áûòü íàïðàâëåí â ñòîðîíó óìåíüøåíèÿ òåìïå-
ðàòóðû (ò.å. â îòðèöàòåëüíîì íàïðàâëåíèè).

1



Âûäåëèì òåïåðü ó÷àñòîê ñòåðæíÿ [x, x + ∆x] (ñì. ðèñ. 9) è ñî-
ñòàâèì äëÿ íåãî óðàâíåíèå òåïëîâîãî áàëàíñà.

-
x x+ ∆x0 l

- -

S

ðèñ. 9

Òàê êàê âíóòðè ñòåðæíÿ èñòî÷íèêè (è ïîãëîòèòåëè) òåïëà îò-
ñóòñòâóþò, òî ÿñíî, ÷òî

∆Q = Q(x)−Q(x+ ∆x), (20.3)

ò.ê. Q(x) − Q(x + ∆x) ðàâíî ïîòîêó òåïëà ÷åðåç âñþ ïîâåðõíîñòü
ñòåðæíÿ (íàïîìíèì, ÷òî áîêîâàÿ ïîâåðõíîñòü òåïëîèçîëèðîâàíà).

Èìååì â ñèëó (20.2)

Q(x)−Q(x+ ∆x) = kS(ux(x+ ∆x, t)− ux(x, t))∆t,
îòêóäà ïî òåîðåìå Ëàãðàíæà ïîëó÷àåì

Q(x)−Q(x+ ∆x) = kSuxx(x+ θ∆x, t)∆x∆t,

ãäå 0 < θ < 1.
Îòñþäà ñ ïîìîùüþ (20.1) è (20.3) ïîëó÷àåì ñîîòíîøåíèå

cρS∆x∆u = kSuxx(x+ θ∆x, t)∆x∆t, (20.4)

ãäå âìåñòî V ïîäñòàâëåíî âûðàæåíèå S∆x. Ïîäåëèâ îáå ÷àñòè ñî-
îòíîøåíèÿ (20.4) íà cρS∆x∆t, ïîëó÷èì

∆u

∆t
=

k

cρ
uxx(x+ θ∆x, t).

Ïåðåõîäÿ ê ïðåäåëó ïðè ∆t→ 0 è ∆x→ 0, ïîëó÷èì óðàâíåíèå

ut =
k

cρ
uxx.

Îáîçíà÷èâ a2 =
k

cρ
, îêîí÷àòåëüíî ïîëó÷èì óðàâíåíèå

ut = a2uxx, (20.5)

îïèñûâàþùåå ðàñïðîñòðàíåíèå òåïëà â ñòåðæíå. Êîýôôèöèåíò a2

èíîãäà íàçûâàþò êîýôôèöèåíòîì òåìïåðàòóðîïðîâîäíîñòè.
Óðàâíåíèå (20.5) áûëî âûâåäåíî â ïðåäïîëîæåíèè, ÷òî â

ñòåðæíå îòñóòñòâóþò âíóòðåííèå èñòî÷íèêè òåïëà. Ðàññìîòðèì òå-
ïåðü îáùèé ñëó÷àé. Ïóñòü âíóòðè ñòåðæíÿ íà ó÷àñòêå äëèíîé ∆x
çà âðåìÿ ∆t âûäåëÿåòñÿ êîëè÷åñòâî òåïëà, ðàâíîå

Q∗ = g(x, t)∆x∆t, (20.6)
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ãäå ôóíêöèÿ g(x, t) õàðàêòåðèçóåò ìîùíîñòü èñòî÷íèêà òåïëà; åå
íàçûâàþò ïëîòíîñòüþ òåïëîâîãî èñòî÷íèêà. Äîáàâèâ Q∗ â óðàâíå-
íèå òåïëîâîãî áàëàíñà, ïîëó÷èì

cρS∆x∆u = kSuxx(x+ θ∆x, t)∆x∆t+ g(x, t)∆x∆t.

Ðàçäåëèâ ýòî ñîîòíîøåíèå íà cρS∆x∆tS è ïåðåõîäÿ ê ïðåäåëó ïðè
∆t→ 0, ∆x→ 0, ïîëó÷èì

ut = a2uxx + f(x, t), (20.7)

ãäå a2 =
k

cρ
, f(x, t) =

1

cρS
g(x, t).

Ïîëó÷åííîå óðàâíåíèå íàçûâàþò îäíîìåðíûì óðàâíåíèåì òåï-
ëîïðîâîäíîñòè, îíî ÿâëÿåòñÿ ëèíåéíûì óðàâíåíèåì â ÷àñòíûõ ïðî-
èçâîäíûõ âòîðîãî ïîðÿäêà. Åñëè f(x, t) = 0 (ò.å. âíóòðè ñòåðæíÿ
îòñóòñòâóþò èñòî÷íèêè èëè ïîãëîòèòåëè òåïëà), òî ïðèõîäèì ê îä-
íîðîäíîìó óðàâíåíèþ (20.5).

Ìîæíî îòêàçàòüñÿ è îò òðåáîâàíèÿ îäíîðîäíîñòè ñòåðæíÿ, ò.å.
ïðåäïîëîæèòü, ÷òî âåëè÷èíû p, c, k ìîãóò çàâèñåòü îò x. Â ýòîì
ñëó÷àå ïîëó÷àåòñÿ ñëåäóþùåå óðàâíåíèå òåïëîïðîâîäíîñòè:

cρut = (kux)x + f(x, t).

Ýòî îáùåå óðàâíåíèå (à òàêæå åãî ÷àñòíûå ñëó÷àè � óðàâíåíèÿ
(20.5) è (20.7)) ÿâëÿåòñÿ ëèíåéíûì óðàâíåíèåì ïàðàáîëè÷åñêîãî
òèïà. Ýòî ñëåäóåò èç òîãî, ÷òî â îáîçíà÷åíèÿõ èç � 7 èìååì a11 = k,
a12 = a22 = 0, à ïîòîìó a2

12 − a11a22 = 0.

� 21. Íà÷àëüíûå è ãðàíè÷íûå óñëîâèÿ. Êðàåâûå çàäà÷è

×òîáû ñðåäè âñåõ ðåøåíèé óðàâíåíèÿ òåïëîïðîâîäíîñòè (20.7)
âûäåëèòü îäíî, íóæíî, êàê è äëÿ äðóãèõ óðàâíåíèé ñ ÷àñòíû-
ìè ïðîèçâîäíûìè, äîïîëíèòåëüíî çàäàòü íà÷àëüíûå è ãðàíè÷íûå
óñëîâèÿ.

Ïî ïåðåìåííîé t óðàâíåíèå (20.7) èìååò ïåðâûé ïîðÿäîê. Â ñî-
îòâåòñòâèè ñ ýòèì çàäàåòñÿ òîëüêî îäíî íà÷àëüíîå óñëîâèå:

u(x, t0) = ϕ(x), (21.1)

ò.å. çàäàåòñÿ òåìïåðàòóðà òî÷åê ñòåðæíÿ â íà÷àëüíûé ìîìåíò âðå-
ìåíè t0 (îáû÷íî áåðóò t0 = 0).

Ïðîöåññ ðàñïðîñòðàíåíèÿ òåïëà â ñòåðæíå çàâèñèò òàêæå è îò
òåïëîâûõ ïðîöåññîâ, ïðîèñõîäÿùèõ íà òîðöàõ ñòåðæíÿ. Äðóãèìè
ñëîâàìè, äëÿ îäíîçíà÷íîãî îïðåäåëåíèÿ ðåøåíèÿ óðàâíåíèÿ òåï-
ëîïðîâîäíîñòè íóæíî çàäàòü è ãðàíè÷íûå óñëîâèÿ. Òèïû òàêèõ
óñëîâèé äîñòàòî÷íî ðàçíîîáðàçíû, ðàññìîòðèì íåêîòîðûå èç íèõ.

1. Ãðàíè÷íûå óñëîâèÿ I ðîäà. Çäåñü çàäàåòñÿ çàêîí èçìåíåíèÿ
òåìïåðàòóðû íà òîðöå ñòåðæíÿ (íà îäíîì èëè íà îáîèõ), íàïðèìåð

u(0, t) = µ(t). (21.2)

3



Ïðè µ(t) = 0 ïîëó÷àåì îäíîðîäíîå ãðàíè÷íîå óñëîâèå

u(0, t) = 0, (21.3)

ïîêàçûâàþùåå, ÷òî íà òîðöå ñòåðæíÿ (â äàííîì ñëó÷àå � íà ëåâîì)
ïîääåðæèâàåòñÿ ïîñòîÿííàÿ íóëåâàÿ òåìïåðàòóðà.

2. Ãðàíè÷íûå óñëîâèÿ II ðîäà. Ïóñòü çàäàí òåïëîâîé ïîòîê ÷åðåç
îäèí èç òîðöîâ ñòåðæíÿ (íàïðèìåð, ëåâûé). Òàê êàê â ñèëó çàêîíà
Ôóðüå ýòîò òåïëîâîé ïîòîê ïðîïîðöèîíàëåí ux(0, t), òî ïîëó÷àåì
ãðàíè÷íîå óñëîâèå âèäà

ux(0, t) = α(t), (21.4)

íàçûâàåìîå ãðàíè÷íûì óñëîâèåì II ðîäà. Ïðè α(t) = 0 ïîëó÷àåì
îäíîðîäíîå ãðàíè÷íîå óñëîâèå II ðîäà

ux(0, t) = 0, (21.5)

îçíà÷àþùåå, ÷òî ëåâûé òîðåö ñòåðæíÿ òåïëîèçîëèðîâàí (òåïëîâîé
ïîòîê ÷åðåç íåãî îòñóòñòâóåò).

3. Ãðàíè÷íûå óñëîâèÿ III ðîäà. Ïóñòü çàäàí çàêîí òåïëîîáìåíà
ìåæäó òîðöîì ñòåðæíÿ (íàïðèìåð, ëåâûì) è îêðóæàþùåé ñðåäîé.
Åñëè ýòîò òåïëîîáìåí ïðîèñõîäèò ïî çàêîíó Íüþòîíà, òî ïîëó÷àåì
ãðàíè÷íîå óñëîâèå

ux(0, t) = h(u0 − u(0, t), (21.6)

íàçûâàåìîå ãðàíè÷íûì óñëîâèåì III ðîäà. Çäåñü u0 � ýòî òåìïåðà-
òóðà îêðóæàþùåé ñðåäû, à h � êîýôôèöèåíò òåïëîïåðåäà÷è.

4. Åùå îäíèì òèïîì ãðàíè÷íîãî óñëîâèÿ ÿâëÿåòñÿ ïîíÿòèå
íåîãðàíè÷åííîãî òåëà. Ðàçìåðû ðåàëüíûõ òåë îãðàíè÷åíû, íî èíî-
ãäà îêàçûâàåòñÿ, ÷òî òåïëîâûå ïðîöåññû íà òîðöå ñòåðæíÿ íå
îêàçûâàþò ñóùåñòâåííîãî âëèÿíèÿ íà ðàñïðåäåëåíèå òåìïåðàòó-
ðû â ðàññìàòðèâàåìîé ÷àñòè ñòåðæíÿ. Â ýòîì ñëó÷àå ãîâîðÿò îá
îòñóòñòâèè ãðàíèöû (ò.å. íåîãðàíè÷åííîñòè) èëè î áåñêîíå÷íîñòè
ñòåðæíÿ. Ïðè ýòîì íà ïîâåäåíèå ôóíêöèè u(x, t) ïðè x → ∞
èíîãäà íàêëàäûâàþò íåêîòîðûå îãðàíè÷åíèÿ, íàïðèìåð, ïîëàãà-
þò ux(∞, t) = 0 èëè òðåáóþò îãðàíè÷åííîñòè âåëè÷èíû u(x, t) ïðè
x→∞

Êàæäîìó òèïó ãðàíè÷íûõ óñëîâèé ñîîòâåòñòâóåò êðàåâàÿ çàäà-
÷à äëÿ óðàâíåíèÿ òåïëîïðîâîäíîñòè. Ñôîðìóëèðóåì, íàïðèìåð, I
êðàåâóþ çàäà÷ó.

Òðåáóåòñÿ íàéòè ôóíêöèþ u(x, t), óäîâëåòâîðÿþùóþ ïðè 0 ≤
x ≤ l è t > 0 óðàâíåíèþ

ut = a2uxx + f(x, t),

à òàêæå íà÷àëüíîìó óñëîâèþ

u(x, 0) = ϕ(x) (21.7)
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è ãðàíè÷íûì óñëîâèÿì I ðîäà{
u(0, t) = µ1(t),

u(l, t) = µ2(t).
(21.8)

Åñëè âìåñòî ãðàíè÷íûõ óñëîâèé I ðîäà ðàññìàòðèâàþòñÿ ãðà-
íè÷íûå óñëîâèÿ II èëè III ðîäà, òî ïîëó÷àåì êðàåâóþ çàäà÷ó ñîîò-
âåòñòâåííî II èëè III ðîäà. Ìîæíî ðàññìàòðèâàòü òàêæå êðàåâûå
çàäà÷è äëÿ áåñêîíå÷íîãî (−∞ < x < +∞) è ïîëóáåñêîíå÷íîãî
ñòåðæíÿ (0 ≤ x < +∞). Åñëè íà ðàçíûõ êîíöàõ ñòåðæíÿ ãðàíè÷-
íûå óñëîâèÿ ðàçíîãî òèïà, òî ñîîòâåòñòâóþùóþ êðàåâóþ çàäà÷ó
íàçûâàþò ñìåøàííîé.

Êàê è êðàåâûå çàäà÷è äëÿ óðàâíåíèÿ êîëåáàíèé ñòðóíû (ñì.
� 10), êðàåâûå çàäà÷è I, II è III ðîäà äëÿ óðàâíåíèÿ òåïëîïðîâîäíî-
ñòè èìåþò ðåøåíèå, ïðè÷åì åäèíñòâåííîå. Òî÷íåå, ñóùåñòâîâàíèå è
åäèíñòâåííîñòü ðåøåíèÿ èìåþò ìåñòî, åñëè íà ôóíêöèè, âõîäÿùèå
â óñëîâèÿ çàäà÷è, íàëîæèòü íåêîòîðûå äîïîëíèòåëüíûå îãðàíè÷å-
íèÿ òèïà äèôôåðåíöèðóåìîñòè è ñîãëàñîâàííîñòè. Ñòðîãî ôîðìó-
ëèðîâàòü çäåñü ýòè óñëîâèÿ ìû íå áóäåì (îíè áëèçêè ê óñëîâèÿì,
óêàçàííûì â òåîðåìå 10.1 è äðóãèõ óòâåðæäåíèÿõ èç ãë. 3). Ñôîð-
ìóëèðóåì â ÿâíîì âèäå çäåñü ëèøü òåîðåìó åäèíñòâåííîñòè äëÿ I
êðàåâîé çàäà÷è.

-

6

x

t

0 l

- �

Γ1

Γ2 Γ3

D

q (x, t)

ðèñ. 10

Ðàññìîòðèì ïëîñêîñòü ïåðåìåííûõ x, t è áåñêîíå÷íûé ïðÿìî-
óãîëüíèê D, èçîáðàæåííûé íà ðèñ. 10. Ãðàíèöà Γ îáëàñòè D ñî-
ñòîèò èç òðåõ îòðåçêîâ: Γ1 (0 ≤ x ≤ l, t = 0), Γ2 (x = 0, t ≥ 0)
è Γ3 (x = l, t ≥ 0). Íà÷àëüíîå çíà÷åíèå (21.7) çàäàåò çíà÷åíèÿ
ôóíêöèè u(x, t) íà îòðåçêå Γ1. Ãðàíè÷íûå óñëîâèÿ (21.8) îïðåäå-
ëÿþò çíà÷åíèÿ ôóíêöèè u(x, t) íà Γ2 è Γ3. Â ðåçóëüòàòå ïîëó÷àåì,
÷òî íà÷àëüíîå è ãðàíè÷íûå óñëîâèÿ I êðàåâîé çàäà÷è çàäàþò çíà-
÷åíèÿ ôóíêöèè u(x, t) íà âñåé ãðàíèöå Γ áåñêîíå÷íîé îáëàñòè D.
Äëÿ ðåøåíèÿ êðàåâîé çàäà÷è îñòàåòñÿ ëèøü íàéòè çíà÷åíèÿ ýòîé
ôóíêöèè âî âíóòðåííèõ òî÷êàõ (x, t) ýòîé îáëàñòè.
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Òåîðåìà åäèíñòâåííîñòè äëÿ I êðàåâîé çàäà÷è ôîðìóëèðóåò-
ñÿ òåïåðü ñëåäóþùèì îáðàçîì. Ïóñòü ôóíêöèè f(x, t), ϕ(x), µ1(t),
µ2(t) íåïðåðûâíû, à ϕ(0) = µ1(0), ϕ(l) = µ2(0) (ýòè ïîñëåäíèå óñëî-
âèÿ îáåñïå÷èâàþò ñîãëàñîâàííîñòü íà÷àëüíîãî è ãðàíè÷íûõ óñëî-
âèé â âåðøèíàõ (0, 0) è (l, 0) îáëàñòè D). Òîãäà I êðàåâàÿ çàäà÷à
(21.7), (21.8) äëÿ óðàâíåíèÿ òåïëîïðîâîäíîñòè (20.7) èìååò íå áîëåå
îäíîãî ðåøåíèÿ u(x, t), íåïðåðûâíîãî â îáëàñòè D.

Óòâåðæäåíèå æå î ñóùåñòâîâàíèè ðåøåíèÿ I êðàåâîé çàäà÷è
òðåáóåò íàëîæåíèÿ íà âõîäÿùèå â íåå ôóíêöèè áîëåå ñèëüíûõ îãðà-
íè÷åíèé, ïîäðîáíåå ñì. �� 24, 25.

� 22. Òðåõìåðíîå óðàâíåíèå òåïëîïðîâîäíîñòè

Ðàññìîòðèì ïðîöåññ ðàñïðîñòðàíåíèÿ òåïëà â íåêîòîðîì ïðî-
ñòðàíñòâåííîì òåëå V . Åñëè u(x, y, z, t) � òåìïåðàòóðà â òî÷êå
(x, y, z, t) ∈ V â ìîìåíò âðåìåíè t, òî ïî àíàëîãèè ñî ñëó÷àåì
ñòåðæíÿ (ñì. � 20) âûâîäèòñÿ ñëåäóþùåå óðàâíåíèå äëÿ u (òåëî
V ïðåäïîëàãàÿ îäíîðîäíûì):

ut = a2∆u+ f(x, y, z, t), (22.1)

ãäå ∆u = uxx+uyy+uzz, a
2 =

k

cρ
(çäåñü ρ � ýòî îáúåìíàÿ ïëîòíîñòü

òåëà V ). Ôóíêöèÿ f(x, y, z, t) õàðàêòåðèçóåò ìîùíîñòü âíóòðåííèõ
èñòî÷íèêîâ òåïëà, ïðè èõ îòñóòñòâèè èìååì f(x, y, z, t) = 0 è óðàâ-
íåíèå (22.1) ïðèíèìàåò âèä

ut = a2(uxx + uyy + uzz). (22.2)

Óðàâíåíèå (22.1) íàçûâàåòñÿ òðåõìåðíûì óðàâíåíèåì òåïëî-
ïðîâîäíîñòè, à (22.2) � ýòî ñîîòâåòñòâóþùåå îäíîðîäíîå óðàâíå-
íèå. Óðàâíåíèå (22.1) âûâîäèòñÿ ïðèìåðíî òàê æå, êàê îäíîìåðíîå
óðàâíåíèå òåïëîïðîâîäíîñòè â � 20. Ïðè ýòîì èñïîëüçóåòñÿ ñëåäó-
þùàÿ îáùàÿ ôîðìà çàêîíà Ôóðüå:

Q = −kS ∂u
∂n

∆t, (22.3)

ãäå Q îáîçíà÷àåò êîëè÷åñòâî òåïëà, ïðîòåêàþùåå çà âðåìÿ ∆t ÷åðåç
ó÷àñòîê ïîâåðõíîñòè, ïëîùàäü êîòîðîãî ðàâíà S. Çäåñü k � êîýô-

ôèöèåíò òåïëîïðîâîäíîñòè, à
∂u

∂n
� ýòî ïðîèçâîäíàÿ ôóíêöèè u ïî

íàïðàâëåíèþ íîðìàëè n ê ðàññìàòðèâàåìîìó ó÷àñòêó ïîâåðõíîñòè
(ñì. ðèñ. 11).

Íà÷àëüíîå óñëîâèå äëÿ óðàâíåíèÿ (22.1) èìååò âèä

u(x, y, z, 0) = ϕ(x, y, z). (22.4)

Îíî çàäàåò òåìïåðàòóðó òî÷åê òåëà â íà÷àëüíûé ìîìåíò âðåìå-
íè t0 = 0. Óêàæåì, êàê âûãëÿäÿò çäåñü ãðàíè÷íûå óñëîâèÿ.
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Ãðàíè÷íîå óñëîâèå I ðîäà èìååò âèä

u
∣∣
Σ

= µ(x, y, z, t). (22.5)

Îíî çàäàåò çàêîí èçìåíåíèÿ òåìïåðàòóðû â òî÷êàõ (x, y, z), ïðè-
íàäëåæàùèõ ãðàíèöå Σ ðàññìàòðèâàåìîãî òåëà V .

Ãðàíè÷íîå óñëîâèå II ðîäà

∂u

∂n

∣∣∣∣
Σ

= α(x, y, z, t) (22.6)

îïðåäåëÿåò, êàê âèäíî èç çàêîíà Ôóðüå (22.3), ïîòîê òåïëà ÷åðåç
ãðàíèöó Σ òåëà V . Ïðè α(x, y, z, t) ≡ 0 ïðèõîäèì ê ñëó÷àþ, êîãäà
ïîâåðõíîñòü òåïëîèçîëèðîâàíà.

È, íàêîíåö, ãðàíè÷íîå óñëîâèå III ðîäà èìååò âèä

∂u

∂n

∣∣∣∣
Σ

= h
(
u0 − u

∣∣
Σ

)
,

çäåñü çàäàåòñÿ òåïëîîáìåí ñ îêðóæàþùåé ñðåäîé (h � êîýôôèöè-
åíò òåïëîïåðåäà÷è, à u0 = u0(x, y, z, t) � òåìïåðàòóðà îêðóæàþùåé
ñðåäû). Êàæäîìó òèïó ãðàíè÷íûõ óñëîâèé ñîîòâåòñòâóåò ñâîÿ êðà-
åâàÿ çàäà÷à äëÿ óðàâíåíèÿ (22.1).

Åñëè íå òðåáîâàòü îäíîðîäíîñòè òåëà V (ò.å. äîïóñòèòü çàâèñè-
ìîñòü êîýôôèöèåíòîâ ρ, c è k îò òî÷êè (x, y, z, t) ∈ V , òî ïîëó÷èì
ñëåäóþùåå îáùåå óðàâíåíèå òåïëîïðîâîäíîñòè

cρut = (kux)x + (kuy)y + (kuz)z + f(x, y, z, t).

Â íåêîòîðûõ ñëó÷àÿõ òðåõìåðíîå óðàâíåíèå òåïëîïðîâîäíîñòè
(22.1) ìîæåò áûòü ñâåäåíî ê äâóìåðíîìó èëè äàæå îäíîìåðíîìó.
Íàïðèìåð, ïóñòü èç ôèçè÷åñêîãî ñìûñëà çàäà÷è âèäíî, ÷òî òåìïå-
ðàòóðà u(x, y, z, t) òî÷åê òåëà íå çàâèñèò îò ïåðåìåííîé z è òî æå
êàñàåòñÿ ôóíêöèè f(x, y, z, t), íà÷àëüíîãî è ãðàíè÷íûõ óñëîâèé. Òî-
ãäà óðàâíåíèå (22.1) ïðèíèìàåò âèä

ut = a2(uxx + uyy) + f(x, y, t). (22.7)
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Ýòî óðàâíåíèå íàçûâàåòñÿ äâóìåðíûì óðàâíåíèåì òåïëîïðî-
âîäíîñòè. Åãî ìîæíî ðàññìàòðèâàòü êàê óðàâíåíèå îïèñûâàþùåå
ðàñïðåäåëåíèå òåïëà â íåêîòîðîé ïëîñêîé ïëàñòèíå D (òîëùèíîé
êîòîðîé ìû ìîæåì ïðåíåáðå÷ü).

-

6y

x

SSw

�	

n

D

Γ

ðèñ. 12

Ãðàíè÷íûå óñëîâèÿ â ýòîì ñëó÷àå çàäàþòñÿ íà êðèâîé Γ � ãðà-
íèöå îáëàñòè D. Íàïðèìåð, II êðàåâàÿ çàäà÷à èìååò âèä:

ut = a2(uxx + uyy) + f(x, y, t),

u(x, y.0) = ϕ(x, y),
∂u

∂n

∣∣∣∣
Γ

= α(x, y, t),

(22.8)

ãäå n � íîðìàëü ê êðèâîé Γ (ñì. ðèñ. 12).
Äàëåå, ìîæåò îêàçàòüñÿ, ÷òî òåìïåðàòóðà è âñå äàííûå çàäà÷è

çàâèñÿò ëèøü îò îäíîé èç òðåõ êîîðäèíàò x, y, z, ñêàæåì îò x. Òîãäà
óðàâíåíèå (22.1) ïðèíèìàåò âèä

ut = a2uxx + f(x, t),

ãäå u = u(x, t), ò.å. ìû ïðèõîäèì ê îäíîìåðíîìó óðàâíåíèþ òåïëî-
ïðîâîäíîñòè (20.7). Ñëåäîâàòåëüíî, ýòî óðàâíåíèå ìîæåò áûòü èñ-
ïîëüçîâàíî íå òîëüêî äëÿ èçó÷åíèÿ ðàñïðåäåëåíèÿ òåïëà â ñòåðæíå,
íî â íåêîòîðûõ ñëó÷àÿõ è äëÿ îïèñàíèÿ òåìïåðàòóðû ïðîñòðàí-
ñòâåííûõ òåë. Íàïðèìåð, ïóñòü èìååòñÿ ïëàñòèíà òîëùèíîé l, ïðè-
÷åì â äâóõ äðóãèõ èçìåðåíèÿõ ïëàñòèíó ìîæíî ñ÷èòàòü áåñêîíå÷-
íîé.

Ïðåäïîëîæèì, ÷òî âíóòðåííèå èñòî÷íèêè òåïëà îòñóòñòâóþò, à
íà÷àëüíîå è ãðàíè÷íîå óñëîâèÿ íå çàâèñÿò îò y. Òîãäà ðàñïðåäåëå-
íèå òåïëà â ïëàñòèíå îïèñûâàåòñÿ óðàâíåíèåì (20.5), à íà÷àëüíîå
è ãðàíè÷íûå óñëîâèÿ çàäà÷è îïðåäåëÿþò êðàåâóþ çàäà÷ó äëÿ ýòîãî
óðàâíåíèÿ.
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� 23. Óðàâíåíèå äèôôóçèè. Ìåòîä ìàòåìàòè÷åñêîãî
ìîäåëèðîâàíèÿ

Êðîìå ïðîöåññà ðàñïðîñòðàíåíèÿ òåïëà, åùå ìíîãèå äðóãèå ôè-
çè÷åñêèå ïðîöåññû îïèñûâàþòñÿ óðàâíåíèÿìè ïàðàáîëè÷åñêîãî òè-
ïà. Ðàññìîòðèì, íàïðèìåð, ïðîöåññ äèôôóçèè â íåêîòîðîì òåëå
V . ×åðåç C(x, y, z, t) îáîçíà÷èì êîíöåíòðàöèþ äèôôóíäèðóþùåãî
âåùåñòâà â òî÷êå (x, y, z) ∈ V â ìîìåíò âðåìåíè t. Èìååò ìåñòî
ñëåäóþùèé çàêîí Ôèêà: êîëè÷åñòâî âåùåñòâà, äèôôóíäèðóþùåãî
÷åðåç ïîâåðõíîñòü ïëîùàäüþ S çà âðåìÿ ∆t, ðàâíî

Φ = −DS∂C
∂n

∆t, (23.1)

çäåñü
∂C

∂n
� ïðîèçâîäíàÿ ïî íàïðàâëåíèþ íîðìàëè n ê ðàññìàòðè-

âàåìîìó ó÷àñòêó ïîâåðõíîñòè, D � êîýôôèöèåíò äèôôóçèè. Ïî
ôîðìå çàêîí Ôèêà ñîâåðøåííî àíàëîãè÷åí çàêîíó Ôóðüå (22.3).
Ïîýòîìó íåóäèâèòåëüíî, ÷òî óðàâíåíèå äèôôóçèè, ïîëó÷åííîå ñ
ïîìîùüþ (23.1), èìååò âèä

Ct = a2∆C + f(x, y, z, t), (23.2)

àíàëîãè÷íûé âèäó óðàâíåíèÿ òåïëîïðîâîäíîñòè (22.1). Íà÷àëüíîå
óñëîâèå äëÿ óðàâíåíèÿ (23.2) èìååò âèä

C(x, y, z, 0) = ϕ(x, y, z).

Îíî çàäàåò êîíöåíòðàöèþ äèôôóíäèðóþùåãî âåùåñòâà â íà-
÷àëüíûé ìîìåíò âðåìåíè, Êðàåâûå çàäà÷è äëÿ óðàâíåíèÿ äèôôó-
çèè àíàëîãè÷íû êðàåâûì çàäà÷àì äëÿ óðàâíåíèÿ òåïëîïðîâîäíîñòè
(ñì. � 22). Íàïðèìåð, â I êðàåâîé çàäà÷å çàäàåòñÿ êîíöåíòðàöèÿ
äèôôóíäèðóþùåãî âåùåñòâà íà ãðàíèöå Σ òåëà V :

C
∣∣
Σ

= µ(x, y, z, t).

Äëÿ ñëó÷àÿ II êðàåâîé çàäà÷è îäíîðîäíîå ãðàíè÷íîå óñëîâèå

∂C

∂n

∣∣
Σ

= 0
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îçíà÷àåò, ÷òî äèôôóçèÿ ÷åðåç ãðàíè÷íóþ ïîâåðõíîñòü Σ îòñóòñòâó-
åò.

Åùå îäíèì ôèçè÷åñêèì ïðîöåññîì, îïèñûâàþùèìñÿ óðàâíåíè-
åì ïàðàáîëè÷åñêîãî òèïà, ÿâëÿåòñÿ ïðîöåññ ðàñïðîñòðàíåíèÿ ýëåê-
òðè÷åñêîãî çàðÿäà. Äåëî â òîì, ÷òî îñíîâíîé çàêîí äëÿ ýòîãî ïðî-
öåññà � çàêîí Îìà � èìååò âèä

j = −λS∂ϕ
∂n

∆t,

ãäå j � ïîòîê ýëåêòðè÷åñêîãî çàðÿäà ÷åðåç ïîâåðõíîñòü ïëîùàäüþ
S çà âðåìÿ ∆t, ϕ � ýëåêòðè÷åñêèé ïîòåíöèàë, à λ � êîýôôèöè-
åíò ýëåêòðîïðîâîäíîñòè. Ïî ñâîåé ôîðìå çàêîí Îìà ñîâïàäàåò ñ
çàêîíàìè Ôóðüå è Ôèêà, ïîýòîìó è óðàâíåíèå äëÿ ϕ ïîëó÷àåòñÿ
àíàëîãè÷íîå (22.1) è (23.2):

ϕt = a2∆ϕ. (23.3)

Ìû âèäèì, ÷òî ðàçëè÷íûå ôèçè÷åñêèå ïðîöåññû îïèñûâàþòñÿ
ôàêòè÷åñêè îäíèì è òåì æå óðàâíåíèåì. Ãîâîðÿò, ÷òî òàêèå ôèçè-
÷åñêèå ïðîöåññû ìàòåìàòè÷åñêè ïîäîáíû. Ìàòåìàòè÷åñêè ïîäîáíû
ïðîöåññû ðàñïðîñòðàíåíèÿ òåïëà, çàðÿäà è äèôôóçèè. Ïðîöåññ êî-
ëåáàíèé ñòðóíû, êàê ìîæíî ïîêàçàòü, ìàòåìàòè÷åñêè ïîäîáåí ïðî-
öåññó ýëåêòðîìàãíèòíûõ êîëåáàíèé â òåëåãðàôíîé ëèíèè è ò.ä.

Íà ÿâëåíèè ìàòåìàòè÷åñêîãî ïîäîáèÿ îñíîâàí ìåòîä ìàòåìàòè-
÷åñêîãî ìîäåëèðîâàíèÿ. Ñ ïîìîùüþ ýòîãî ìåòîäà îäíè ôèçè÷åñêèå
ïðîöåññû ìîäåëèðóþò ñ ïîìîùüþ äðóãèõ, èì ìàòåìàòè÷åñêè ïîäîá-
íûæ. Äëÿ ýòîãî óðàâíåíèÿ, îïèñûâàþùèå ýòè ïðîöåññû, çàïèñûâà-
þò â ôîðìå, ñîäåðæàùåé òîëüêî áåçðàçìåðíûå âåëè÷èíû. Íàïðè-
ìåð, â îäíîìåðíîì óðàâíåíèè òåïëîïðîâîäíîñòè ïåðåõîäÿò ê ïåðå-

ìåííûì X =
x

l
(îòíîñèòåëüíàÿ êîîðäèíàòà), F =

a2t

l2
(�áåçðàçìåð-

íîå âðåìÿ�), èñêîìóþ ôóíêöèþ u çàìåíÿþò îòíîñèòåëüíîé òåìïå-
ðàòóðîé. Ïîëó÷åííûå áåçðàçìåðíûå âåëè÷èíû íàçûâàþò îáîáùåí-
íûìè ïàðàìåòðàìè, à óðàâíåíèå, èõ ñâÿçûâàþùåå ìàòåìàòè÷åñêîé
ìîäåëüþ. Ìàòåìàòè÷åñêàÿ ìîäåëü ÿâëÿåòñÿ îáùåé äëÿ âñåõ ìàòå-
ìàòè÷åñêè ïîäîáíûõ ïðîöåññîâ. Ïîäáèðàÿ äâà ôèçè÷åñêèõ ïðîöåñ-
ñà òàê, ÷òîáû èõ ìàòåìàòè÷åñêèå ìîäåëè ñîâïàäàëè (ò.å. ñîâïàäà-
ëè âñå âõîäÿùèå â óðàâíåíèÿ êîýôôèöèåíòû), ìû ìîæåì èçó÷àòü
îäèí èç ïðîöåññîâ, à ïîëó÷åííûå ðåçóëüòàòû ïåðåíîñèòü è íà äðó-
ãîé. Íàïðèìåð, ÷àñòî ïðèìåíÿåòñÿ ýëåêòðè÷åñêîå ìîäåëèðîâàíèå
òåïëîâûõ ïðîöåññîâ.
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� 24. Îäíîìåðíîå îäíîðîäíîå óðàâíåíèå
òåïëîïðîâîäíîñòè. Ìåòîä Ôóðüå

Ìåòîä Ôóðüå (ìåòîä ðàçäåëåíèÿ ïåðåìåííûõ) óæå ïðèìåíÿëñÿ
â � 13 äëÿ ðåøåíèÿ óðàâíåíèÿ êîëåáàíèé ñòðóíû. Ýòîò ìåòîä ÿâ-
ëÿåòñÿ âåñüìà îáùèì, îí ïðèìåíèì, â ÷àñòíîñòè, è äëÿ ðåøåíèÿ
óðàâíåíèÿ òåïëîïðîâîäíîñòè.

Âíà÷àëå ðàññìîòðèì I êðàåâóþ çàäà÷ó äëÿ îäíîðîäíîãî îäíî-
ìåðíîãî óðàâíåíèÿ òåïëîïðîâîäíîñòè. À èìåííî, áóäåì èñêàòü ðå-
øåíèå óðàâíåíèÿ

ut = a2uxx, (24.1)

óäîâëåòâîðÿþùåå íà÷àëüíîìó óñëîâèþ

u(x, 0) = ϕ(x) (24.2)

è ãðàíè÷íûì óñëîâèÿì I ðîäà{
u(0, t) = µ1(t),

u(l, t) = µ2(t).
(24.3)

Êàê è â ñëó÷àå óðàâíåíèÿ êîëåáàíèé ñòðóíû (ñì. � 13), íà÷íåì
ñ íàõîæäåíèÿ ðåøåíèÿ ïðè îäíîðîäíûõ (ò.å. íóëåâûõ) ãðàíè÷íûõ
óñëîâèÿõ {

u(0, t) = 0,

u(l, t) = 0.
(24.4)

Õîä ïîñòðîåíèÿ ðåøåíèÿ âî ìíîãîì àíàëîãè÷åí ïðèâåäåííîìó
â � 13 äëÿ ãèïåðáîëè÷åñêîãî óðàâíåíèÿ, ïîýòîìó çäåñü ìû áóäåì
ïðîïóñêàòü íåêîòîðûå äåòàëè (ññûëàÿñü íà � 13).

Ðåøåíèå óðàâíåíèÿ (23.1) áóäåì èñêàòü â âèäå

u(x, t) = X(x)T (t). (24.5)

Ïîäñòàâèâ ýòî âûðàæåíèå â (24.1) è ïðåîáðàçîâàâ, ïîëó÷èì

1

a2

T ′(t)

T (t)
=
X ′′(x)

X(x)
= −λ.

Òàê æå, êàê â � 13, óáåæäàåìñÿ, ÷òî âåëè÷èíà λ íå çàâèñèò îò
x, t, ò.å. ÿâëÿåòñÿ ïîñòîÿííîé. Äëÿ X(x) è T (t) ïîëó÷àåì îáûê-
íîâåííûå ëèíåéíûå äèôôåðåíöèàëüíûå óðàâíåíèÿ ñ ïîñòîÿííûìè
êîýôôèöèåíòàìè:

X ′′ + λX = 0, (24.6)

T ′ + λa2T = 0. (24.7)

Èç íóëåâûõ ãðàíè÷íûõ óñëîâèé (24.4) ïîëó÷àåì (òàê æå, êàê â
� 13) ñëåäóþùèå ãðàíè÷íûå óñëîâèÿ äëÿ X(x):

X(0) = X(l) = 0. (24.8)
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Â ðåçóëüòàòå ïðèõîäèì ê ñëåäóþùåé êðàåâîé çàäà÷å äëÿ X(x){
X ′′ + λX = 0,

X(0) = X(l) = 0.
(24.9)

Ýòà çàäà÷à óæå ðàññìàòðèâàëàñü â � 13 (ñì. (13.9)), ãäå ïîêàçà-
íî, ÷òî åå ðåøåíèÿ èìåþò âèä

Xn(x) = sin
πn

l
x, n = 1, 2, . . . . (24.10)

Ýòè ôóíêöèè ÿâëÿþòñÿ ñîáñòâåííûìè äëÿ óðàâíåíèÿ (24.6), ñî-
îòâåòñòâóþùèìè ñîáñòâåííûì çíà÷åíèÿì

λn =
(πn
l

)2

, n = 1, 2, . . . .

Ðåøàÿ äëÿ ýòèõ λ = λn óðàâíåíèå (24.7), ïîëó÷èì

Tn(t) = Bne
−
(
πan
l

)2
t, (24.11)

ãäå Bn � ïðîèçâîëüíûå ïîñòîÿííûå. Â ðåçóëüòàòå ïîëó÷àåì ôóíê-
öèè

un(x, t) = Xn(x)Tn(t) = Bne
−
(
πan
l

)2
t sin

πn

l
x, (24.12)

êîòîðûå óäîâëåòâîðÿþò óðàâíåíèþ (24.1) è íóëåâûì ãðàíè÷íûì
óñëîâèÿì (24.4), n = 1, 2, . . .. Äëÿ òîãî, ÷òîáû íàéòè ðåøåíèå, óäî-
âëåòâîðÿþùåå è íà÷àëüíîìó óñëîâèþ (24.2), ðàññìîòðèì ñëåäóþ-
ùèé ðÿä

u(x, t) =
∞∑
n=1

un(x, t) =
∞∑
n=1

Bne
−
(
πan
l

)2
t sin

πn

l
x. (24.13)

Ïðåäïîëîæèì, ÷òî ýòîò ðÿä ñõîäèòñÿ è äîïóñêàåò ïîäñòàíîâêó
â (24.1), ò.å. âîçìîæíî åãî äèôôåðåíöèðîâàíèå ïî t è äâóêðàòíîå
äèôôåðåíöèðîâàíèå ïî x. Òîãäà â ñèëó ëèíåéíîñòè è îäíîðîäíî-
ñòè óðàâíåíèÿ (24.1) ïîëó÷àåì, ÷òî u(x, t) áóäåò ðåøåíèåì ýòîãî
óðàâíåíèÿ, ïðè÷åì óäîâëåòâîðÿþùèì ãðàíè÷íûì óñëîâèÿì (24.4).
Êîýôôèöèåíòû Bn ïîäáåðåì òàê, ÷òîáû óäîâëåòâîðÿëîñü è íà÷àëü-
íîå óñëîâèå (24.1):

u(x, 0) =
∞∑
n=1

Bn sin
πn

l
x = ϕ(x). (24.14)

Åñëè ôóíêöèÿ ϕ(x) äîïóñêàåò ðàçëîæåíèå â ðÿä Ôóðüå ïî ñè-
íóñàì íà îòðåçêå [0, l], òî èç (24.14) âèäíî, ÷òî êîýôôèöèåíòû Bn

áóäóò êîýôôèöèåíòàìè Ôóðüå ýòîãî ðàçëîæåíèÿ, ò.å.

Bn =
2

l

∫ l

0

ϕ(x) sin
πn

l
x dx. (24.15)
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Äëÿ îáîñíîâàíèÿ çàêîííîñòè ïðîâåäåííûõ îïåðàöèé (ïîäñòà-
íîâêè ðÿäà (24.13) â óðàâíåíèå (24.1), ðàçëîæåíèÿ ϕ(x) â ðÿä Ôó-
ðüå) íóæíî íà ôóíêöèþ ϕ(x) íàëîæèòü äîïîëíèòåëüíûå óñëîâèÿ.
Îíè ñîâïàäàþò ñ óñëîâèÿìè, íàëîæåííûìè íà ôóíêöèþ ϕ(x) â � 13,
ïîâòîðÿòü èõ çäåñü ìû íå áóäåì. Åñëè ýòè óñëîâèÿ âûïîëíåíû, òî
ïîäñòàâëÿÿ êîýôôèöèåíòû Bn èç (24.15) â ðÿä (24.13), ìû ïîëó÷èì
ðåøåíèå ïîñòàâëåííîé êðàåâîé çàäà÷è. Åñëè æå íå âñå èç óïîìÿíó-
òûõ âûøå óñëîâèé íà ϕ(x) âûïîëíåíû, òî êàê è â ñëó÷àå óðàâíåíèÿ
êîëåáàíèé ñòðóíû, ìîæåò ïîëó÷èòüñÿ ôóíêöèÿ u(x, t), ÿâëÿþùàÿñÿ
�ðåøåíèåì� íàøåé êðàåâîé çàäà÷è â íåêîòîðîì îáîáùåííîì ñìûñ-
ëå.

Ïåðåéäåì òåïåðü ê ðåøåíèþ îáùåé I êðàåâîé çàäà÷è äëÿ îäíî-
ðîäíîãî óðàâíåíèÿ òåïëîïðîâîäíîñòè (24.1). Çäåñü ìû áóäåì äåé-
ñòâîâàòü ïî àíàëîãèè ñ ìåòîäîì, èñïîëüçîâàííûì â � ïðè ðåøåíèè
óðàâíåíèÿ êîëåáàíèé ñòðóíû. À èìåííî, ðåøåíèå u(x, t) áóäåì èñ-
êàòü â âèäå

u(x, t) = v(x, t) + V (x, t). (24.16)

Ôóíêöèÿ V (x, t) ïîäáèðàåòñÿ òàê, ÷òîáû îíà óäîâëåòâîðÿëà ãðà-
íè÷íûì óñëîâèÿì (24.3). Ìîæíî âçÿòü V (x, t), ëèíåéíî çàâèñÿùåé
îò x, òîãäà ïîëó÷èì (ñð. ñ � 16):

V (x, t) = µ1(t) +
x

l
(µ2(t)− µ1(t)). (24.17)

ßñíî, ÷òî V (0, t) = µ1(t), V (l, t) = µ2(t). ×òî êàñàåòñÿ ôóíê-
öèè v(x, t), òî îíà äîëæíà óäîâëåòâîðÿòü ñëåäóþùåìó óðàâíåíèþ
(ïîëó÷àåìîìó ïîäñòàíîâêîé u = v + V â (24.1)):

vt = a2vxx − Vt (24.18)

è íóëåâûì íà÷àëüíûì óñëîâèÿì

v(0, t) = v(l, t) = 0. (24.19)

Íà÷àëüíîå óñëîâèå äëÿ ôóíêöèè v(x, t) èìååò âèä

v(x, 0) = u(x, 0)− V (x, 0) = ϕ̃(x), (24.20)

ãäå ϕ̃(x) = ϕ(x)− µ1(0)− x

l
(µ2(0)− µ1(0)).

Ñëåäîâàòåëüíî, äëÿ ôóíêöèè v(x, t) ïîëó÷àåì I êðàåâóþ çàäà÷ó
ñ íóëåâûìè ãðàíè÷íûìè óñëîâèÿìè. Îäíàêî óðàâíåíèå äëÿ v(x, t) â
îáùåì ñëó÷àå îêàçûâàåòñÿ íåîäíîðîäíûì. Ðåøåíèå íåîäíîðîäíîãî
óðàâíåíèÿ òåïëîïðîâîäíîñòè áóäåò ðàññìîòðåíî â � 25. Çäåñü æå
ðàññìîòðèì îäèí âàæíûé ÷àñòíûé ñëó÷àé îáùåé I êðàåâîé çàäà-
÷è äëÿ óðàâíåíèÿ (24.1), â êîòîðîì óðàâíåíèå (24.18) îêàçûâàåòñÿ
îäíîðîäíûì. À èìåííî, ðàññìîòðèì ñëåäóþùèå ãðàíè÷íûå óñëîâèÿ{

u(0, t) = µ1,

u(l, t) = µ2,
(24.21)
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ãäå µ1, µ2 � íåêîòîðûå ïîñòîÿííûå. Òàêèå êðàåâûå óñëîâèÿ ÷àñòî
âñòðå÷àþòñÿ â ïðèêëàäíûõ çàäà÷àõ. Â ýòîì ÷àñòíîì ñëó÷àå ôóíê-
öèÿ V (x, t) íå çàâèñèò îò t, ïîýòîìó óðàâíåíèå äëÿ v(x, t) ïðèìåò
âèä

vt = a2vxx, (24.22)

ò.å. ïî ôîðìå îíî áóäåò ñîâïàäàòü ñ (24.1). Ðåøåíèå v(x, t) äîëæíî
óäîâëåòâîðÿòü íóëåâûì ãðàíè÷íûì óñëîâèÿì (24.19), à íà÷àëüíîå
óñëîâèå äëÿ íåãî òàêîâî:

v(x, 0) = ϕ(x)− µ1 −
x

l
(µ2 − µ1).

Ïîëó÷àåì êðàåâóþ çàäà÷ó äëÿ v(x, t), ñïîñîá ðåøåíèÿ êîòîðîé
áûë óæå óêàçàí âûøå. Íàéäÿ ôóíêöèþ v(x, t), ðåøåíèå èñõîäíîé
êðàåâîé çàäà÷è (ñ ïîñòîÿííûìè ãðàíè÷íûìè óñëîâèÿìè (24.21)) ïî-
ëó÷èì â âèäå

u(x, t) = v(x, t) + µ1 +
x

l
(µ2 − µ1). (24.23)

Ïðèìåð 24.1. Ïóñòü èìååòñÿ áåñêîíå÷íàÿ ïëàñòèíà òîëùèíû
l. Ïðåäïîëîæèì, ÷òî â íà÷àëüíûé ìîìåíò âðåìåíè t0 = 0 ïëàñòè-
íà èìåëà òåìïåðàòóðó T0. Â ýòîò ìîìåíò ãðàíè÷íûå ïîâåðõíîñòè
ïëàñòèíû (ñîîòâåòñòâóþùèå x = 0 è x = l, ñì. ðèñ. 14 ìãíîâåííî
íàãðåâàþòñÿ (èëè îõëàæäàþòñÿ) äî òåìïåðàòóðû T1. Íóæíî íàé-
òè ðàñïðåäåëåíèå òåìïåðàòóðû u(x, y, z, t) â òî÷êàõ ïëàñòèíû ïðè
t > 0. Èç óñëîâèÿ çàäà÷è âèäíî, ÷òî ôóíêöèÿ u(x, y, z, t) íà ñà-
ìîì äåëå íå çàâèñèò îò y, z, ò.å. u = u(x, t) è îíà óäîâëåòâîðÿåò
îäíîìåðíîìó óðàâíåíèþ òåïëîïðîâîäíîñòè ut = a2uxx.

-
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ðèñ. 14

Íà÷àëüíîå óñëîâèå â ðàññìàòðèâàåìîé çàäà÷å èìååò âèä

u(x, 0) = T0,

à ãðàíè÷íûå óñëîâèÿ òàêîâû:

u(0, t) = u(l, t) = T1.
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Èñïîëüçóÿ èçëîæåííûé âûøå ìåòîä ðåøåíèÿ, ïîëó÷èì

u(x, t) = v(x, t) + T1,

ãäå ôóíêöèÿ v(x, t) ÿâëÿåòñÿ ðåøåíèåì ñëåäóþùåé êðàåâîé çàäà÷è
vt = a2vxx,

v(x, 0) = T0 − T1,

v(0, t) = v(l, t) = 0.

Â ñèëó (24.13) èìååì

v(x, t) =
∞∑
n=1

Bne
−
(
πn
l

)2
t sin

πn

l
x,

Bn =
2

l

∫ l

0

(T0 − T1) sin
πn

l
x dx =

2(T0 − T1)

πn
(1− cosπn).

Ñëåäîâàòåëüíî, B2n = 0, à B2n−1 =
4(T0 − T1)

π(2n− 1)
. Â ðåçóëüòàòå ïî-

ëó÷àåì ðåøåíèå ïîñòàâëåííîé çàäà÷è î çàêîíå ðàñïðåäåëåíèÿ òåì-
ïåðàòóðû â ïëàñòèíå

u(x, t) = T0 +
4(T0 − T1)

π

∞∑
n=1

1

2n− 1
e
−
(
πa(2n−1)

l

)2

t
sin

π(2n− 1)

l
x.

Çàìåòèì, ÷òî èç-çà ìíîæèòåëÿ e
−
(
πa(2n−1)

l

)2

t
ýòîò ðÿä (êàê è îáùèé

ðÿä (24.13) ñõîäèòñÿ äîâîëüíî áûñòðî, ò.å. ïðè áîëüøèõ n è t åãî
÷ëåíû âåñüìà ìàëû è ìîãóò áûòü îòáðîøåíû.

Çàäà÷à 24.1. (äëÿ ñàìîñòîÿòåëüíîãî ðåøåíèÿ). Ðåøèòü ñëåäó-
þùóþ êðàåâóþ çàäà÷ó

ut = uxx,

u(x, 0) =
x

π
+ sinx,

u(0, t) = 0,

u(l, t) = 1.

� 25. Îäíîìåðíîå óðàâíåíèå òåïëîïðîâîäíîñòè (îáùèé
ñëó÷àé)

Ïåðåéäåì ê ðåøåíèþ I êðàåâîé çàäà÷è äëÿ íåîäíîðîäíîãî óðàâ-
íåíèÿ òåïëîïðîâîäíîñòè. Íóæíî íàéòè ôóíêöèþ u(x, t), óäîâëåòâî-
ðÿþùóþ óðàâíåíèþ

ut = a2uxx + f(x, t), (25.1)

íà÷àëüíîìó óñëîâèþ

u(x, 0) = ϕ(x) (25.2)
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è ãðàíè÷íûì óñëîâèÿì I ðîäà{
u(0, t) = µ1(t),

u(l, t) = µ2(t).
(25.3)

Ïðåæäå âñåãî ñâåäåì ýòó çàäà÷ó ê çàäà÷å ñ íóëåâûìè ãðàíè÷-
íûìè óñëîâèÿìè. Äëÿ ýòîãî, êàê è â � 24, ïîëîæèì

u(x, t) = v(x, t) + V (x, t),

ãäå V (x, t) = µ1(t) +
x

l
(µ2(t) − µ1(t)), a v(x, t) ÿâëÿåòñÿ ðåøåíèåì

ñëåäóþùåé êðàåâîé çàäà÷è:
vt = a2vxx + f̃(x, t),

v(x, 0) = ϕ̃(x),

v(0, t) = v(l, t) = 0,

(25.4)

ãäå f̃(x, t) = f(x, t)− Vt,

ϕ̃(x) = ϕ(x)− V (0, t) = ϕ(x)− µ1(0)− x

l
(µ2(0)− µ1(0)).

Îñòàåòñÿ íàéòè ôóíêöèþ v(x, t). Äëÿ ýòîãî ïðèìåíèì ìåòîä,
óæå èñïîëüçîâàííûé â � 15 (ïðè ðåøåíèè óðàâíåíèÿ êîëåáàíèé
ñòðóíû). À èìåííî, ôóíêöèþ v(x, t) áóäåì èñêàòü â âèäå

v(x, t) = v∗(x, t) + w(x, t). (25.5)

Â êà÷åñòâå ôóíêöèè w(x, t) âîçüìåì ðåøåíèå îäíîðîäíîãî óðàâ-
íåíèÿ (ñîîòâåòñòâóþùåãî íåîäíîðîäíîìó óðàâíåíèþ (25.1)):

wt = a2wxx,

ïðè÷åì íà÷àëüíîå è ãðàíè÷íûå óñëîâèÿ äëÿ w(x, t) ïóñòü áóäóò òå
æå, ÷òî è äëÿ v(x, t), ò.å.{

w(x, 0) = ϕ̃(x),

w(0, t) = w(l, t) = 0.

Ñïîñîá ðåøåíèÿ ïîëó÷åííîé êðàåâîé çàäà÷è äëÿ w(x, t) áûë
óæå óêàçàí â � 24. Ïåðåéäåì ê íàõîæäåíèþ ôóíêöèè v∗(x, t). Òàê
v∗(x, t) = v(x, t) − w(x, t), òî ëåãêî óáåäèòüñÿ, ÷òî v∗(x, t) äîëæ-
íà óäîâëåòâîðÿòü óðàâíåíèþ (25.1) (èáî w(x, t) � ðåøåíèå ñîîò-
âåòñòâóþùåãî îäíîðîäíîãî óðàâíåíèÿ) è ñëåäóþùèì íà÷àëüíîìó è
ãðàíè÷íûì óñëîâèÿì:

v∗(x, t) = v(x, 0)− w(x, 0) = ϕ̃(x)− ϕ̃(x) = 0, (25.6)
v∗(0, t) = v(0, t)− w(0, t) = 0, àíàëîãè÷íî

v∗(0, t) = 0.
(25.7)
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Êàê è ïðè ðåøåíèè íåîäíîðîäíîãî óðàâíåíèÿ êîëåáàíèé ñòðó-
íû, ôóíêöèþ v∗(x, t) áóäåì èñêàòü â âèäå ðÿäà

v∗(x, t) =
∞∑
n=1

cn(t) sin
πn

l
x. (25.8)

Ôóíêöèþ f̃(x, t) ðàçëîæèì â ðÿä Ôóðüå íà îòðåçêå [0, l] ïî ñè-
íóñàì (ïî ïåðåìåííîé x, ðàññìàòðèâàÿ t êàê ïàðàìåòð)

f̃(x, t) =
∞∑
n=1

f̃n(t) sin
πn

l
x, (25.9)

ãäå f̃n(t) =
2

l

∫ l

0

f̃(x, t) sin
πn

l
x dx � êîýôôèöèåíòû Ôóðüå.

Ïîäñòàâèì ðÿäû (25.8) è (25.9) â óðàâíåíèå (25.1) (ìû íå áó-
äåì îñòàíàâëèâàòüñÿ íà óñëîâèÿõ, ïðè êîòîðûõ äîïóñòèìî ïî÷ëåí-
íîå äèôôåðåíöèðîâàíèå ðÿäà (25.9) è äðóãèå îïåðàöèè íàä ðÿäàìè
Ôóðüå). Ïîëó÷èì (ñð. ñ � 15)

∞∑
n=1

[
c′n(t) +

(πan
l

)2

cn(t)− f̃n(t)

]
sin

πn

l
x = 0.

Â ñèëó åäèíñòâåííîñòè ðàçëîæåíèÿ ôóíêöèè â ðÿä Ôóðüå ïîëó-
÷èì

c′n(t) +
(πan

l

)2

cn(t) = f̃n(t), n = 1, 2, . . . . (25.10)

Â ðåçóëüòàòå äëÿ îïðåäåëåíèÿ êàæäîé èç ôóíêöèé cn(t) ïîëó-
÷àåì îáûêíîâåííîå äèôôåðåíöèàëüíîå óðàâíåíèå (ïðè÷åì ïåðâîãî
ïîðÿäêà è ëèíåéíîå). Îáùåå ðåøåíèå òàêîãî óðàâíåíèÿ ìîæíî óêà-
çàòü â ÿâíîì âèäå

cn(t) = e−
(
πan
l

)2
t
[∫ l

0

e

(
πan
l

)2
τ f̃n(τ) dτ + Cn

]
, (25.11)

ãäå Cn � ïðîèçâîëüíûå ïîñòîÿííûå, n = 1, 2, . . .. Èç íóëåâîãî íà-
÷àëüíîãî óñëîâèÿ (25.6) âûòåêàåò (àíàëîãè÷íî ñëó÷àþ óðàâíåíèÿ
êîëåáàíèé ñòðóíû � ñì. � 15), ÷òî

cn(0) = 0. (25.12)

Ëåãêî âèäåòü, ÷òî îáùåå ðåøåíèå (25.11) óäîâëåòâîðÿåò óñëîâèþ
(25.12) ïðè Cn = 0, ïîýòîìó ïîëó÷àåì îêîí÷àòåëüíîå âûðàæåíèå
äëÿ cn(t)

cn(t) = e−
(
πan
l

)2
t
∫ l

0

e

(
πan
l

)2
τ f̃n(τ) dτ. (25.13)

Ïîäñòàâëÿÿ (25.13) â (25.8), ïîëó÷èì èñêîìóþ ôóíêöèþ v∗(x, t),
a ñ íåþ è ðåøåíèå èñõîäíîé êðàåâîé çàäà÷è

u(x, t) = v∗(x, t) + w(x, t) + V (x, t),

17



ãäå ñïîñîá íàõîæäåíèÿ ôóíêöèè w(x, t) è ÿâíîå âûðàæåíèå V (x, t)
áûëè óêàçàíû âûøå.

Ïðèìåð 25.1. Ðåøèòü ñëåäóþùóþ êðàåâóþ çàäà÷ó
ut = uxx + sinx,

u(x, 0) = 0,

u(0, t) = u(π, t) = u0.

Èìååì çäåñü V (x, t) = u0, ïîýòîìó u(x, t) = v(x, t) + u0, ãäå
ôóíêöèÿ v(x, t) óäîâëåòâîðÿåò òîìó æå óðàâíåíèþ, ÷òî è u(x, t),
íî ñ íóëåâûìè ãðàíè÷íûìè óñëîâèÿìè. Ïîýòîìó ôóíêöèþ w(x, t)
çäåñü ââîäèòü íå íàäî. Ôóíêöèþ æå v(x, t) áóäåì èñêàòü â âèäå ðÿäà

∞∑
n=1

cn(t) sinnx.

Ðàçëîæåíèå ôóíêöèè f(x, t) = sinx â ðÿä Ôóðüå ïî ñèíóñàì íà
îòðåçêå [0, π] èìååò âèä

sinx = 1 · sinx+ 0 · sin 2x+ . . . =
∞∑
n=1

fn sinnx,

äðóãèìè ñëîâàìè, f1(t) = 1, a fn = 0 ïðè n ≥ 2.
Ïðè n ≥ 2 äëÿ ôóíêöèè cn(t) ïîëó÷àåì çàäà÷ó Êîøè{

c′n + n2cn = 0,

cn(0) = 0.

Î÷åâèäíî, ÷òî ðåøåíèåì òàêîé çàäà÷è Êîøè ÿâëÿåòñÿ cn(t) = 0.
Îñòàåòñÿ íàéòè c1(t). Èìååì çàäà÷ó Êîøè{

c′1 + c1 = 0,

c1(0) = 0.

Ýòó çàäà÷ó Êîøè ëåãêî ðåøèòü, ïîëó÷àåì

c1(t) = e−t + 1.

Ñëåäîâàòåëüíî,

v(x, t) = c1(t) sinx = (e−t + 1) sinx.

Ðåøåíèå ïîñòàâëåííîé êðàåâîé çàäà÷è èìååò âèä

u(x, t) = u0 + (1 + e−t) sinx.

Çàäà÷à 25.1. (äëÿ ñàìîñòîÿòåëüíîãî ðåøåíèÿ). Ðåøèòü êðàå-
âóþ çàäà÷ó 

ut = uxx − b
(

1− x

π

)
sin t,

u(x, 0) = 0,

u(0, t) = b cos t,

u(π, t) = 0.
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Ïîêàæåì òåïåðü, êàê ñ ïîìîùüþ ìåòîäà Ôóðüå ðåøàþòñÿ II è
III êðàåâûå çàäà÷è äëÿ îäíîìåðíîãî óðàâíåíèÿ òåïëîïðîâîäíîñòè.
Íà÷íåì ñ ðàññìîòðåíèÿ II êðàåâîé çàäà÷è. Äëÿ ïðîñòîòû ðàññìîò-
ðèì òîëüêî ñëó÷àé îäíîðîäíîãî óðàâíåíèÿ ñ íóëåâûìè ãðàíè÷íûìè
óñëîâèÿìè. Èòàê, áóäåì èñêàòü ðåøåíèå óðàâíåíèÿ

ut = a2uxx, (25.14)

óäîâëåòâîðÿþùåå íà÷àëüíîìó óñëîâèþ

u(x, 0) = ϕ(x) (25.15)

è ãðàíè÷íûì óñëîâèÿì II ðîäà (ñîîòâåòñòâóþùèì ñëó÷àþ òåïëî-
èçîëèðîâàííûõ êîíöîâ ñòåðæíÿ, ñì. � 21):

ux(0, t) = ux(l, t) = 0. (25.16)

Äëÿ íàõîæäåíèÿ ðåøåíèÿ ïðèìåíèì ñíîâà ìåòîä Ôóðüå. Ôóíê-
öèþ u(x, t) áóäåì èñêàòü â âèäå ðÿäà

u(x, t) =
∞∑
n=0

Tn(t)X̂n(x),

ïðè÷åì êàæäîå ñëàãàåìîå un(x, t) = Tn(t)X̂n(x) äîëæíî áóäåò óäî-
âëåòâîðÿòü óðàâíåíèþ (25.14) è óñëîâèÿì (25.16). Ïîäñòàâëÿÿ ýòè
âûðàæåíèÿ äëÿ un â (25.14) è ïðîâîäÿ ðàññóæäåíèÿ òàê æå, êàê â
� 24, ïîëó÷èì ñëåäóþùèå îáûêíîâåííûå äèôôåðåíöèàëüíûå óðàâ-
íåíèÿ

T ′n + λa2Tn = 0, (25.17)

X̂ ′′n + λX̂n = 0. (25.18)

Èç ãðàíè÷íûõ óñëîâèé (25.16) âûòåêàåò, ÷òî

(X̂n)x(0) = (X̂n)x(l) = 0. (25.19)

Ðåøàÿ êðàåâóþ çàäà÷ó (25.18), (25.19) ïî òîé æå ñõåìå, ÷òî è
êðàåâóþ çàäà÷ó (13.9), ïîëó÷èì

X̂n(x) = cos
πn

l
x.

Ýòè ðåøåíèÿ ñîîòâåòñòâóþò ñîáñòâåííûì çíà÷åíèÿì λn =(πn
l

)2

, n = 1, 2, . . .. Óðàâíåíèå (25.17) ñîâïàäàåò ñ óðàâíåíèåì

(24.7). Â ðåçóëüòàòå ïðèõîäèì ê ñëåäóþùåìó âûðàæåíèþ äëÿ ðå-
øåíèÿ ðàññìàòðèâàåìîé II êðàåâîé çàäà÷è

u(x, t) =
A0

2
+
∞∑
n=1

Ane
−
(
πan
l

)2
t cos

πn

l
x, (25.20)
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ãäå An � ïðîèçâîëüíûå ïîñòîÿííûå. Ïîëó÷åííàÿ ôóíêöèÿ óäîâëå-
òâîðÿåò (25.14) è (25.16). Ïðè t = 0 ïîëó÷àåì

u(x, 0) =
A0

2
+
∞∑
n=1

An cos
πn

l
x = ϕ(x),

îòêóäà íàõîäèì êîýôôèöèåíòû An (êîýôôèöèåíòû Ôóðüå äëÿ
ϕ(x)):

An =
2

l

∫ l

0

ϕ(x) cos
πn

l
x dx. (25.21)

Ïîäñòàâèâ (25.21) â (25.20), ïîëó÷èì ðåøåíèå ïîñòàâëåííîé êðà-
åâîé çàäà÷è. Îòìåòèì, ÷òî õîä ðåøåíèÿ II êðàåâîé çàäà÷è àíàëî-
ãè÷åí õîäó ðåøåíèÿ I êðàåâîé çàäà÷è â � 24, íóæíî ëèøü çàìå-

íÿòü ôóíêöèè sin
πn

l
x íà cos

πn

l
x. Ðåøåíèå II êðàåâîé çàäà÷è äëÿ

íåîäíîðîäíîãî óðàâíåíèÿ è ïðîèçâîëüíûõ ãðàíè÷íûõ óñëîâèé òîæå
àíàëîãè÷íî ðåøåíèþ I êðàåâîé çàäà÷è è òîæå â îñíîâíîì ñâîäèò-
ñÿ ê çàìåíå ñèíóñîâ íà êîñèíóñû (åùå íóæíî èçìåíèòü ôóíêöèþ
V (x, t)).

Çàäà÷à 25.2. (äëÿ ñàìîñòîÿòåëüíîãî ðåøåíèÿ). Äîêàçàòü, ÷òî
ðåøåíèå ñìåøàííîé êðàåâîé çàäà÷è

ut = a2uxx,

u(x, 0) = ϕ(x),

u(0, t) = ux(l, t) = 0

èìååò âèä

u(x, t) =
∞∑
n=0

Cne
−
(
πan
2l

)2
t sin

πn

2l
x,

ãäå

Cn =
2

l

∫ l

0

ϕ(x) sin
πn

2l
x dx.

Ïåðåéäåì ê ðàññìîòðåíèþ III êðàåâîé çàäà÷è. Îáû÷íî îíà
âñòðå÷àåòñÿ â âèäå ñìåøàííîé çàäà÷è, íàïðèìåð, ñ òàêèìè ãðàíè÷-
íûìè óñëîâèÿìè {

ux(0, t) = 0,

ux(l, t) = h(u0 − u(l, t)).
(25.22)

Ïîëàãàÿ u = v + u0, ìîæíî ñâåñòè óñëîâèÿ (25.22) ê ñëó÷àþ,
êîãäà u0 = 0. Ïîýòîìó ðàññìîòðèì ñëåäóþùóþ êðàåâóþ çàäà÷ó

ut = a2uxx,

u(x, 0) = ϕ(x),

ux(0, t) = 0,

ux(l, t) = −hu(l, t).
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Çàäà÷à ýòà òîæå ìîæåò áûòü ðåøåíà ìåòîäîì Ôóðüå. Îáùåå ðå-
øåíèå óðàâíåíèÿ (24.6) äëÿ X(x) (êîòîðîå ñîõðàíÿåò ñèëó è çäåñü)
èìååò âèä

Xn(x) = c1,n cosλnx+ c2,n sinλnx,

ãäå λn � ñîáñòâåííûå çíà÷åíèÿ (ïîêà íåèçâåñòíûå), à c1,n, c2,n- ïðî-
èçâîëüíûå ïîñòîÿííûå. Ãðàíè÷íîå óñëîâèå ux(0, t) = 0 äàåò

c2,n = 0

(ñì. � 15). Óñëîâèå æå ux(l, t) = −hu(l, t) ïðèâîäèò ê ñîîòíîøåíèþ

λ sinλl = h cosλl.

Îáîçíà÷èâ p = λl, α =
1

hl
, ïîëó÷àåì óðàâíåíèå

ctg p = αp. (25.23)

Ýòî óðàâíåíèå èìååò áåñêîíå÷íîå ìíîæåñòâî âåùåñòâåííûõ êîð-
íåé pn (ñì. ðèñ. 15)
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ðèñ. 15

Ñóùåñòâóþò òàáëèöû, äàþùèå ïðèáëèæåííûå çíà÷åíèÿ äëÿ
êîðíåé pn. Êàæäîìó pn ñîîòâåòñòâóåò ñîáñòâåííîå çíà÷åíèå λn =
pn
l
. Åñëè λn < 0, òî ñîîòâåòñòâóþùåå ðåøåíèå un(x, t) = Tn(t)X̂n(x)

áóäåò íåîãðàíè÷åííî ðàñòè ïðè t → ∞. Â ôèçè÷åñêèõ çàäà÷àõ òà-
êàÿ ñèòóàöèÿ íåâîçìîæíà, ïîýòîìó ñëåäóåò ðàññìàòðèâàòü òîëüêî
ïîëîæèòåëüíûå ñðåäè ÷èñåë λn. Ïîýòîìó â äàëüíåéøåì áóäåì ñ÷è-
òàòü, ÷òî λn > 0, n = 1, 2, . . ..

Â ðåçóëüòàòå ïîëó÷àåì íàáîð ñîáñòâåííûõ çíà÷åíèé λn è ñîîò-
âåòñòâóþùèå ñîáñòâåííûå ôóíêöèè

X̂n(x) = cosλnx.
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Äëÿ Tn(t) èìååì óðàâíåíèå, ñîâïàäàþùåå ñ (24.7) ïðè λ = λn,
ïîýòîìó ìåòîä Ôóðüå ïðèâîäèò ê ñëåäóþùåìó âèäó ðåøåíèÿ ðàñ-
ñìàòðèâàåìîé êðàåâîé çàäà÷è:

u(x, t) =
∞∑
n=1

dne
−(λna)2t cosλnx. (25.24)

Êîýôôèöèåíòû dn îïðåäåëÿþòñÿ ñ ïîìîùüþ íà÷àëüíîãî óñëî-
âèÿ

u(x, 0) =
∞∑
n=1

dn cosλnx = ϕ(x). (25.25)

Ìîæíî äîêàçàòü, ÷òî ôóíêöèè cosλnx, n = 1, 2, . . ., íà îòðåçêå
[0, l] îáðàçóþò ïîëíóþ îðòîãîíàëüíóþ ñèñòåìó. Ïîýòîìó ôóíêöèþ
ϕ(x) ìîæíî ðàçëîæèòü â ðÿä ïî ýòîé ñèñòåìå (êàê è âûøå, äëÿ îáåñ-
ïå÷åíèÿ çàêîííîñòè âñåõ îïåðàöèé, ïðîèçâîäèìûõ ïðè ïðèìåíåíèè
ìåòîäà Ôóðüå, íà ôóíêöèþ ϕ(x) íóæíî íàëîæèòü äîïîëíèòåëüíûå
îãðàíè÷åíèÿ òèïà ãëàäêîñòè). Êîýôôèöèåíòû dn íàõîäÿòñÿ ïî îá-
ùèì ôîðìóëàì Ôóðüå äëÿ ïðîèçâîëüíûõ îðòîãîíàëüíûõ ñèñòåì

dn =

∫ l

0

ϕ(x) cosλnx dx∫ l

0

cos2 λnx dx

. (25.26)

Ïîäñòàâèâ (25.26) â (25.24), ïîëó÷èì ðåøåíèå ïîñòàâëåííîé êðà-
åâîé çàäà÷è. Àíàëîãè÷íî ðåøàþòñÿ è äðóãèå êðàåâûå çàäà÷è, âêëþ-
÷àþùèå ãðàíè÷íûå óñëîâèÿ III ðîäà.
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