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ÃËÀÂÀ 4

Óðàâíåíèÿ ïàðàáîëè÷åñêîãî òèïà (ïðîäîëæåíèå)

� 26. Ðåøåíèå óðàâíåíèÿ òåïëîïðîâîäíîñòè äëÿ

ïîëóáåñêîíå÷íîãî ñòåðæíÿ

Ïîíÿòèå ïîëóáåñêîíå÷íîãî ñòåðæíÿ âîçíèêàåò, êîãäà âëèÿíèåì
òåïëîâûõ ïðîöåññîâ íà îäíîì èç êîíöîâ ñòåðæíÿ íà ðàñïðîñòðà-
íåíèå òåïëà â èçó÷àåìîì ó÷àñòêå ñòåðæíÿ ìîæíî ïðåíåáðå÷ü. Íà-
ïðèìåð, ïóñòü èçó÷àåòñÿ ðàñïðîñòðàíåíèå òåïëà â öèëèíäðè÷åñêîé
îáîëî÷êå ëåòàòåëüíîãî àïïàðàòà, êîòîðàÿ ïîäâåðãëàñü êðàòêîâðå-
ìåííîìó, íî èíòåíñèâíîìó íàãðåâó íà îäíîì èç òîðöîâ. Â òå÷åíèå
íåêîòîðîãî âðåìåíè ïî âñåé îáîëî÷êå âëèÿíèå íàãðåâà ðàñïðîñòðà-
íèòüñÿ åùå íå óñïååò, ïîýòîìó åå ìîæíî áóäåò ðàññìàòðèâàòü êàê
ïîëóáåñêîíå÷íóþ.

Ðàññìîòðèì ñòåðæåíü, ðàñïîëîæåííûé âäîëü îñè Ox íà ïîëó-
áåñêîíå÷íîì ïðîìåæóòêå (0,+∞).

-
O x

ðèñ. 16

Çàäàâàÿ íà ëåâîì (�êîíå÷íîì�) êîíöå ñòåðæíÿ ðàçëè÷íûå ãðà-
íè÷íûå óñëîâèÿ, áóäåì ïîëó÷àòü (â ñî÷åòàíèè ñ íà÷àëüíûì óñëî-
âèåì) ðàçëè÷íûå êðàåâûå çàäà÷è äëÿ îäíîìåðíîãî óðàâíåíèÿ òåï-
ëîïðîâîäíîñòè, îïèñûâàþùåãî ðàñïðîñòðàíåíèå òåïëà â ïîëóáåñêî-
íå÷íîì ñòåðæíå. Ðàññìîòðèì ðåøåíèå îäíîé èç òàêèõ çàäà÷.

Ïóñòü íóæíî íàéòè ðåøåíèå îäíîðîäíîãî óðàâíåíèÿ òåïëîïðî-
âîäíîñòè äëÿ ïîëóáåñêîíå÷íîãî ñòåðæíÿ

ut = a2uxx, (26.1)

0 ≤ t <∞, 0 ≤ x <∞,
óäîâëåòâîðÿþùåå íà÷àëüíîìó óñëîâèþ

u(x, 0) = T0, 0 ≤ x <∞, (26.2)

óêàçûâàþùåìó, ÷òî â íà÷àëüíûé ìîìåíò âðåìåíè t0 = 0 âî âñåõ
òî÷êàõ ñòåðæíÿ èìååì ïîñòîÿííóþ òåìïåðàòóðó T0, è ãðàíè÷íîìó
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óñëîâèþ I ðîäà
u(0, t) = µ(t). (26.3)

Ïðåíåáðåãàÿ òåïëîâûìè ïðîöåññàìè â ïðàâîì, �áåñêîíå÷íî óäà-
ëåííîì� êîíöå ñòåðæíÿ (ò.å. ïðè x→ +∞), ìû ìîæåì ñ÷èòàòü, ÷òî
ýòîò êîíåö òåïëîèçîëèðîâàí, ÷òî ïðèâîäèò ê åùå îäíîìó ãðàíè÷-
íîìó óñëîâèþ

ux(∞, t) = 0, (26.4)

êîòîðîå îçíà÷àåò, ÷òî lim
x→∞

ux(x, t) = 0.

Äëÿ ðåøåíèÿ ïîñòàâëåííîé êðàåâîé çàäà÷è ïðèìåíèì ìåòîä
îïåðàöèîííîãî èñ÷èñëåíèÿ, îñíîâàííûé íà ïðåîáðàçîâàíèè Ëàïëà-
ñà. Íàïîìíèì, ÷òî ïðåîáðàçîâàíèå Ëàïëàñà äëÿ ôóíêöèè f(t),
îïðåäåëåííîé ïðè t ≥ 0, çàäàåòñÿ ñëåäóþùèì îáðàçîì:

L(f(t)) = F (p) =

∫ ∞
0

e−ptf(t) dt, (26.5)

çäåñü p � êîìïëåêñíàÿ ïåðåìåííàÿ. Íåñîáñòâåííûé èíòåãðàë â
(26.5) ñõîäèòñÿ, åñëè ôóíêöèÿ f(t) êóñî÷íî-íåïðåðûâíà è óäîâëå-
òâîðÿåò íåêîòîðîìó óñëîâèþ íà ðîñò åå ìîäóëÿ ïðè t → ∞ (òà-
êèå ôóíêöèè f(t) íàçûâàþò îðèãèíàëàìè, à F (p) íàçûâàåòñÿ îá-
ðàçîì èëè èçîáðàæåíèåì äëÿ f(t)). Ìû áóäåì èñïîëüçîâàòü çäåñü
îáû÷íûå ñâîéñòâà ïðåîáðàçîâàíèÿ Ëàïëàñà (ëèíåéíîñòü, òåîðåìó î
ñâåðòêå, ôîðìóëó äëÿ èçîáðàæåíèÿ ïðîèçâîäíîé è ò.ï.).

Ïðåæäå âñåãî çàìåòèì, ÷òî çàìåíÿÿ u(x, t) íà v(x, t) = u(x, t)−
T0, ìû ñâîäèì çàäà÷ó ê ñëó÷àþ íóëåâîãî íà÷àëüíîãî óñëîâèÿ. Ïî-
ýòîìó ïðîñòî áóäåì òåïåðü ïðåäïîëàãàòü, ÷òî T0 = 0, ò.å. âìåñòî
(26.2) ðàññìîòðèì ñëåäóþùåå íà÷àëüíîå óñëîâèå:

u(x, 0) = 0. (26.6)

Îáîçíà÷èì ÷åðåç U(x, p) ðåçóëüòàò ïðèìåíåíèÿ ïðåîáðàçîâàíèÿ
Ëàïëàñà ê u(x, t), ðàññìàòðèâàåìîé êàê ôóíêöèÿ îäíîé òîëüêî ïå-
ðåìåííîé t (ïåðåìåííàÿ x ïðè ýòîì ðàññìàòðèâàåòñÿ êàê ïàðàìåòð).
Ìû áóäåì ïðåäïîëàãàòü, ÷òî u(x, t) óäîâëåòâîðÿåò âñåì óñëîâèÿì,
íàêëàäûâàåìûì íà ôóíêöèè-îðèãèíàëû. Ïðèìåíèì òåïåðü ïðåîá-
ðàçîâàíèå Ëàïëàñà ê óðàâíåíèþ (26.1).

Èñïîëüçóÿ ôîðìóëó äëÿ îáðàçà ïðîèçâîäíîé, ïîëó÷èì ñëåäóþ-
ùåå âûðàæåíèå äëÿ îáðàçà ôóíêöèè ut ïðè ïðåîáðàçîâàíèè Ëàïëà-
ñà:

L(ut) = p · U(x, p)− u(x, 0) = p · U(x, p). (26.7)

Îáðàçîì ôóíêöèè uxx ïðè ïðåîáðàçîâàíèè Ëàïëàñà áóäåò Uxx,
ïîýòîìó óðàâíåíèå (26.1) ïðåîáðàçóåòñÿ â ñëåäóþùåå:

p · U(x, p) = a2Uxx(x, p). (26.8)

Îòíîñèòåëüíî ïåðåìåííîé x óðàâíåíèå (26.8) ÿâëÿåòñÿ îäíî-
ðîäíûì îáûêíîâåííûì äèôôåðåíöèàëüíûì ëèíåéíûì óðàâíåíè-
åì, ïðè÷åì 2-ãî ïîðÿäêà è ñ ïîñòîÿííûìè êîýôôèöèåíòàìè. Îáùåå
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ðåøåíèå ýòîãî óðàâíåíèÿ èìååò âèä

U(x, p) = C1e

√
p

a
x + C2e

−
√
p

a
x, (26.9)

ãäå C1, C2 � ïðîèçâîëüíûå ïîñòîÿííûå. Ïðè ïðåîáðàçîâàíèè Ëà-
ïëàñà êîìïëåêñíàÿ ïåðåìåííàÿ p âûáèðàåòñÿ òàê, ÷òîáû s = Re p
� åå âåùåñòâåííàÿ ÷àñòü � áûëà ïîëîæèòåëüíà. Â âûðàæåíèè

√
p

ïîëàãàåì, ÷òî Re
√
p > 0, à äëÿ −√p ñ÷èòàåì, ÷òî Re(−√p) < 0.

Äëÿ îïðåäåëåíèÿ C1 è C2 èñïîëüçóåì ãðàíè÷íûå óñëîâèÿ.
Ïðèìåíÿÿ ïðåîáðàçîâàíèå Ëàïëàñà ê (26.4), ïîëó÷èì

Ux(∞, p) = 0, (26.10)

ãäå Ux(∞, p) = lim
x→∞

Ux(x, p) (ìû íå áóäåì îñòàíàâëèâàòüñÿ íà îáîñ-
íîâàíèè çàêîííîñòè ñîâåðøàåìûõ ïðåäåëüíûõ ïåðåõîäîâ è äðóãèõ
îïåðàöèé íàä íåñîáñòâåííûìè èíòåãðàëàìè, ñâÿçàííûìè ñ ïðåîá-
ðàçîâàíèåì Ëàïëàñà). Èìååì èç (26.9)

Ux(x, p) = C1

√
p

a
e

√
p

a
x + C2

(
−
√
p

a

)
e−
√
p

a
x.

Òàê êàê Re
√
p > 0, òî ÿñíî, ÷òî ðàâåíñòâî lim

x→∞
Ux(x, p) = 0

âîçìîæíî òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà C1 = 0. Äðóãèìè ñëîâàìè,
ãðàíè÷íîå óñëîâèå (26.10) äàåò

C1 = 0.

Ïðèìåíèì òåïåðü ïðåîáðàçîâàíèå Ëàïëàñà ê (26.3). Îáîçíà÷èì
÷åðåç M(p) îáðàç µ(t) ïðè ïðåîáðàçîâàíèè Ëàïëàñà, òîãäà èç ãðà-
íè÷íîãî óñëîâèÿ (26.3) ïîëó÷èì ñëåäóþùåå óñëîâèå:

U(0, p) = M(p).

Ïîëàãàÿ x = 0 â (26.9), ïðèõîäèì ê ñîîòíîøåíèþ

C2 = M(p).

Â ðåçóëüòàòå ïîëó÷àåì òàêîå âûðàæåíèå äëÿ U(x, p):

U(x, p) = M(p)e−
√
p

a
x. (26.11)

Ìû ïîëó÷èëè ÿâíîå âûðàæåíèå äëÿ ôóíêöèè,ÿâëÿþùåéñÿ îá-
ðàçîì ðåøåíèÿ u(x, t). Äëÿ íàõîæäåíèÿ u(x, t) ïðèìåíèì îáðàòíîå
ïðåîáðàçîâàíèå Ëàïëàñà.

Ñ ïîìîùüþ òàáëèöû èçîáðàæåíèé è òåîðåìû ïîäîáèÿ áåç òðóäà

óñòàíàâëèâàåòñÿ, ÷òî ïðîîáðàçîì ôóíêöèè e−
√
p

a
x ÿâëÿåòñÿ ôóíê-

öèÿ

L−1

(
e−
√
p

a
x

)
=

x

2a
√
πt3/2

e−
x2

4a2t . (26.12)

Ïðàâàÿ ÷àñòü ðàâåíñòâà (26.11) ïðåäñòàâëåíà â âèäå ïðîèçâåäå-
íèÿ äâóõ ôóíêöèé, ïðîîáðàçû êîòîðûõ èçâåñòíû (äëÿ M(p) ýòî,
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êîíå÷íî, µ(t)). Â ñèëó òåîðåìû î ñâåðòêå ïðîîáðàçîì èõ ïðîèçâå-
äåíèÿ ñëóæèò ñâåðòêà èõ ïðîîáðàçîâ. Ïîýòîìó ïîëó÷àåì:

u(x, t) =
x

2a
√
π

∫ t

0

µ(τ)

(t− τ)3/2
e
− x2

4a2(t−τ) dτ. (26.13)

Èíîãäà óäîáíà è äðóãàÿ ôîðìà çàïèñè ýòîãî ðåøåíèÿ:

u(x, t) =
x

2a
√
π

∫ t

0

µ(t− τ)

τ 3/2
e−

x2

4a2τ dτ.

Ïîêàæåì òåïåðü, êàê ðåøèòü ðàññìàòðèâàåìóþ êðàåâóþ çàäà÷ó
è ïðè ãðàíè÷íîì óñëîâèè (26.2), ò.å. íå ïðåäïîëàãàÿ, ÷òî T0 = 0.
Äëÿ ýòîãî, êàê óæå îòìå÷àëîñü âûøå íóæíî ââåñòè íîâóþ ôóíêöèþ

v(x, t) = u(x, t)− T0.

Ôóíêöèÿ v(x, t) òîæå óäîâëåòâîðÿåò óðàâíåíèþ (26.1), íî äëÿ
íåå íà÷àëüíîå óñëîâèå áóäåò íóëåâûì:

u(x, 0) = 0,

à ãðàíè÷íûå óñëîâèÿ áóäóò èìåòü âèä{
v(0, t) = µ(t)− T0,

vx(∞, 0) = 0.

Ïðèìåíÿÿ ê ýòîé êðàåâîé çàäà÷å äëÿ v(x, t) ïðîöåññ ðåøåíèÿ,
îïèñàííûé âûøå, ïîëó÷èì ñëåäóþùåå âûðàæåíèå äëÿ ôóíêöèè
V (x, p), ÿâëÿþùåéñÿ ðåçóëüòàòîì ïðèìåíåíèÿ ê v(x, t) ïðåîáðàçî-
âàíèÿ Ëàïëàñà ïî ïåðåìåííîé t:

V (x, p) =

(
M(p)− T0

p

)
e−
√
p

a
x. (26.14)

Èç òàáëèöû èçîáðàæåíèé è òåîðåìû ïîäîáèÿ ñëåäóåò, ÷òî ôóíêöèÿ
1

p
e−
√
p

a
x ÿâëÿåòñÿ èçîáðàæåíèåì ôóíêöèè

L−1

(
1

p
e−
√
p

a
x

)
= 1− 2√

π

∫ x
2a
√
t

0

e−τ
2

dτ = Erf

(
x

2a
√
t

)
, (26.15)

ãäå

Erf(t) = 1− 2√
π

∫ t

0

e−τ
2

dτ

ÿâëÿåòñÿ ôóíêöèåé îøèáîê (òàêîå íàçâàíèå ñâÿçàíî ñ åå èñïîëüçî-
âàíèåì â òåîðèè âåðîÿòíîñòåé).

Ñ ïîìîùüþ (26.12) è (26.15) èç (26.14) ïîëó÷àåì, ÷òî

v(x, t) =
x

2a
√
π

∫ t

0

µ(τ)

(t− τ)3/2
e
− x2

4a2(t−τ) dτ

− T0

(
1− 2√

π

∫ x
2a
√
t

0

e−τ
2

dτ

)
.

4



Â ðåçóëüòàòå äëÿ ðåøåíèÿ u(x, t) = v(x, t) + T0 ïîñòàâëåííîé
êðàåâîé çàäà÷è ïîëó÷àåì:

u(x, t) =
x

2a
√
π

∫ t

0

µ(τ)

(t− τ)3/2
e
− x2

4a2(t−τ) dτ +
2T0√
π

∫ x
2a
√
t

0

e−τ
2

dτ.

(26.16)
Ïðèìåð 26.1. Íàéòè ðåøåíèå ñëåäóþùåé êðàåâîé çàäà÷è äëÿ

ïîëóáåñêîíå÷íîãî ñòåðæíÿ:
ut = a2uxx,

u(x, 0) = T0,

u(0, t) = T1.

Çäåñü T0 è T1 � çàäàííûå ïîñòîÿííûå âåëè÷èíû. Êàê îáû÷íî,
äîáàâëÿåòñÿ ãðàíè÷íîå óñëîâèå

ux(∞, t) = 0.

ßâíîå âûðàæåíèå äëÿ ðåøåíèÿ ýòîé çàäà÷è ìîæíî ïîëó÷èòü èç
(26.16), ïîäñòàâèâ µ(t) = T1. Îäíàêî ïîëó÷åííîå âûðàæåíèå áóäåò
äîâîëüíî ãðîìîçäêèì è íåóäîáíûì äëÿ ïðàêòè÷åñêèõ ïðèëîæåíèé.
Ïîýòîìó ìû èñïîëüçóåì âûðàæåíèå (26.14), ïîëó÷èâøååñÿ â ïðî-

öåññå ðåøåíèÿ. Òàê êàê èçîáðàæåíèåì ôóíêöèè µ = T1 áóäåò
T1

p
,

òî â ðàññìàòðèâàåìîì íàìè ñëó÷àå ïîëó÷àåì

V (x, p) =
T1 − T0

p
e−
√
p

a
x.

Ïðèìåíÿÿ òåïåðü (26.15), ïîëó÷èì

v(x, t) = (T1 − T0) Erf

(
x

2a
√
t

)
.

Îòñþäà ïîëó÷àåì ïðîñòîå âûðàæåíèå äëÿ ðåøåíèÿ íàøåé çàäà-
÷è

u(x, t) = T0 + (T1 − T0) Erf

(
x

2a
√
t

)
.

Îòìåòèì, ÷òî ïîëó÷åííîå òàêèì ñïîñîáîì ðåøåíèå áóäåò, êîíå÷-
íî, ñîâïàäàòü (ïîñëå íåêîòîðûõ ïðåîáðàçîâàíèé) ñ ïîëó÷åííûì èç
îáùåé ôîðìóëû (26.16).

Ðàññìîòðèì òåïåðü óðàâíåíèå òåïëîïðîâîäíîñòè â ñëó÷àå áåñêî-
íå÷íîãî ñòåðæíÿ. Ê ðàññìîòðåíèþ áåñêîíå÷íîãî ñòåðæíÿ ïðèâîäÿò
çàäà÷è, â êîòîðûõ ìîæíî ïðåíåáðå÷ü âëèÿíèåì òåïëîâûõ ïðîöåññîâ
íà îáîèõ êîíöàõ ñòåðæíÿ (ò.å. íå ó÷èòûâàòü âëèÿíèå îêðóæàþùåé
ñòåðæåíü ñðåäû). Ñîîòâåòñòâóþùàÿ çàäà÷à ôîðìóëèðóåòñÿ îáû÷íî
ñëåäóþùèì îáðàçîì.

Íàéòè ðåøåíèå óðàâíåíèÿ

ut = a2uxx
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ïðè t ≥ 0, −∞ < x < +∞, óäîâëåòâîðÿþùåå íà÷àëüíîìó óñëîâèþ

u(x, 0) = ϕ(x) (−∞ < x < +∞).

Ðåøåíèå òàêîé çàäà÷è âî ìíîãîì àíàëîãè÷íî ðåøåíèþ êðàåâîé
çàäà÷è äëÿ ïîëóáåñêîíå÷íîãî ñòåðæíÿ, ïðèâåäåííîìó âûøå. Îñíîâ-
íûì îòëè÷èåì çäåñü ÿâëÿåòñÿ òî, ÷òî âìåñòî ïðåîáðàçîâàíèÿ Ëà-
ïëàñà ïî ïåðåìåííîé t â äàííîì ñëó÷àå îêàçûâàåòñÿ áîëåå óäîáíûì
ïðèìåíèòü ïðåîáðàçîâàíèå Ôóðüå ïî ïåðåìåííîé x. Ïîñëåäóþùèå
âû÷èñëåíèÿ äîâîëüíî ñõîäíû ñ ïðèâåäåííûìè âûøå. Ðåøåíèå ðàñ-
ñìàòðèâàåìîé çàäà÷è äëÿ áåñêîíå÷íîãî ñòåðæíÿ ïîëó÷àåòñÿ òàêèì:

u(x, t) =

∫ +∞

−∞
ϕ(ξ)

1

2a
√
πt
e−

(x−ξ)2
4a2t dξ.

Çàäà÷à 26.1. Ðåøèòü ñëåäóþùóþ çàäà÷ó äëÿ áåñêîíå÷íîãî
ñòåðæíÿ:

ut = a2uxx,

u(x, 0) = ϕ(x),

ãäå

ϕ(x) =


h0

ε
, ïðè 0 ≤ x ≤ ε,

0, ïðè x < 0 èëè x > ε.

Âûðàçèòü ïîëó÷åííîå ðåøåíèå ÷åðåç ôóíêöèþ Erf(z). Ýòî ðåøå-
íèå îïèñûâàåò ðàñïðåäåëåíèå òåìïåðàòóðû â ñòåðæíå ïðè íàëè÷èè
�òåïëîâîãî çàðÿäà�, ðàñïîëîæåííîãî íà ó÷àñòêå [0, ε].

� 27. Äâóìåðíîå óðàâíåíèå òåïëîïðîâîäíîñòè. Ðåøåíèå

äëÿ ñëó÷àÿ ïðÿìîóãîëüíîé îáëàñòè

Ðàññìîòðèì äâóìåðíîå óðàâíåíèå òåïëîïðîâîäíîñòè

ut = a2(uxx + uyy), (27.1)

îïèñûâàåìîå ðàñïðåäåëåíèå òåìïåðàòóðû u(x, y, t) â íåêîòîðîé
ïëîñêîé îáëàñòè D. Ê òàêîìó óðàâíåíèþ ñâîäèòñÿ óðàâíåíèå òåï-
ëîïðîâîäíîñòè â ïðîñòðàíñòâåííîì ñëó÷àå, êîãäà îêàçûâàåòñÿ, ÷òî
òåìïåðàòóðà òî÷åê ïðîñòðàíñòâåííîãî òåëà íå çàâèñèò îò îäíîé èç
äåêàðòîâûõ êîîðäèíàò (ñêàæåì, îò z). Íà÷àëüíîå óñëîâèå äëÿ óðàâ-
íåíèÿ (27.1) èìååò âèä

u(x, y, 0) = ϕ(x, y). (27.2)

Îíî çàäàåò òåìïåðàòóðó òî÷åê îáëàñòè â íà÷àëüíûé ìîìåíò âðå-
ìåíè t0. Ñðåäè ìíîæåñòâà âîçìîæíûõ ãðàíè÷íûõ óñëîâèé ìû ðàñ-
ñìîòðèì çäåñü ëèøü ãðàíè÷íîå óñëîâèå I ðîäà

u
∣∣
(x,y)∈Γ

= µ(x, y, t), (27.3)

çàäàþùåå çàêîí èçìåíåíèÿ òåìïåðàòóðû íà êðèâîé Γ, ÿâëÿþùåéñÿ
ãðàíèöåé îáëàñòè D. Â ñëó÷àå, åñëè îáëàñòü D èìååò äîñòàòî÷íî
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ïðîñòóþ ôîðìó, êðàåâóþ çàäà÷ó (27.2), (27.3) äëÿ óðàâíåíèÿ (27.1)
èíîãäà óäàåòñÿ ðåøèòü â àíàëèòè÷åñêîé ôîðìå. Ðàññìîòðèì ñëó-
÷àé, êîãäà îáëàñòü D ÿâëÿåòñÿ ïðÿìîóãîëüíèêîì ñî ñòîðîíàìè l è
m.

-

6

x

y

m

O y = 0

y = m

x = 0 D x = l

l

ðèñ. 17

Â ýòîì ñëó÷àå äëÿ ðåøåíèÿ óêàçàííîé âûøå êðàåâîé çàäà÷è ñíî-
âà ìîæíî ïðèìåíèòü ìåòîä Ôóðüå. Ñîîòâåòñòâóþùèå ðàññóæäåíèÿ
è âû÷èñëåíèÿ âî ìíîãîì àíàëîãè÷íû ïðèâåäåííûì â � 17 ïðè ðåøå-
íèè çàäà÷è î êîëåáàíèÿõ ïðÿìîóãîëüíîé ìåìáðàíû. Ïîýòîìó çäåñü
ìû áóäåì ïðîïóñêàòü íåêîòîðûå äåòàëè, îòñûëàÿ çà ïîäðîáíîñòÿìè
ê � 17.

Âìåñòå ñ óðàâíåíèåì (27.1) è íà÷àëüíûì óñëîâèåì (27.2) ðàñ-
ñìîòðèì ñëåäóþùèå (íóëåâûå) ãðàíè÷íûå óñëîâèÿ{

u(0, y, t) = u(l, y, t) = 0,

u(x, 0, t) = u(x,m, t) = 0,
(27.4)

êîòîðûå ñîîòâåòñòâóþò (27.3) ïðè µ = 0.
Êàê îáû÷íî â ìåòîäå Ôóðüå, ðåøåíèå áóäåì èñêàòü â âèäå

u(x, y, t) = X(x)Y (y)T ((t).

Ïîäñòàâëÿÿ ýòî âûðàæåíèå â (27.1) è ðàçäåëÿÿ ïåðåìåííûå, ïî-
ëó÷èì

1

a2

T ′(t)

T (t)
=
X ′′(x)

X(x)
+
Y ′′(y)

Y (y)
= ω.

Êàê è â � 17, ïîêàçûâàåòñÿ, ÷òî âåëè÷èíà ω íå çàâèñèò îò x, y,
t, ò.å. ÿâëÿåòñÿ ïîñòîÿííîé. Ïîëàãàÿ

X ′′(x)

X(x)
= λ;

Y ′′(y)

Y (y)
= µ, λ+ µ = ω (λ, µ = const),

ïîëó÷èì ñëåäóþùèå îáûêíîâåííûå äèôôåðåíöèàëüíûå óðàâíåíèÿ

T ′ + ωa2T = 0, (27.5)

X ′′ + λX = 0, (27.6)

Y ′′ + µY = 0. (27.7)
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Êàê è äëÿ ñëó÷àÿ óðàâíåíèÿ êîëåáàíèé â � 17, ãðàíè÷íûå óñëî-
âèÿ (23.4) ïðèâîäÿò ê ñëåäóþùèì ãðàíè÷íûì óñëîâèÿì äëÿ X è
Y : {

X(0) = X(l) = 0,

Y (0) = Y (m) = 0.
(27.8)

Óðàâíåíèÿ (27.6), (27.7) ñ ãðàíè÷íûìè (27.8) ïîäðîáíî ðàññìàò-
ðèâàëèñü â � 13 (ñì. òàêæå � 17). Çäåñü ïîëó÷àåì ñëåäóþùèå ðåøå-
íèÿ

Xn(x) = sin
πn

l
x, n = 1, 2. . . . , (27.9)

Yk(y) = sin
πk

m
y, k = 1, 2. . . . , (27.10)

êîòîðûå ñîîòâåòñòâóþò ñîáñòâåííûì çíà÷åíèÿì

λ = λn =
(πn
l

)2

,

µ = µk =

(
πk

m

)2

.

Ïðè ýòîì èìååì

ω = λn + µk =
(πn
l

)2

+

(
πk

m

)2

,

îáîçíà÷èì λn + µk ÷åðåç ω
2
n,k. Ïðè ω = ω2

n,k îáùåå ðåøåíèå óðàâíå-
íèÿ (27.5) èìååò âèä

Tn,k(t) = Bn,ke
−(aωn,k)2t,

ãäå Bn,k � ïðîèçâîëüíûå ïîñòîÿííûå, n, k = 1, 2, 3, . . .. Ôóíêöèÿ

un,k(x, y, t) = Xn(x)Yk(y)Tn,k(t)

óäîâëåòâîðÿåò óðàâíåíèþ (27.1) è íóëåâûì ãðàíè÷íûì óñëîâèÿì
(27.8). Ðàññìîòðèì òåïåðü ñëåäóþùèé ðÿä

u(x, y, t) =
∞∑

n,k=1

un,k(x, y, t) =
∞∑

n,k=1

Bn,ke
−(aωn,k)2t sin

πn

l
x sin

πk

m
y.

(27.11)
Ôóíêöèÿ u(x, y, t) óäîâëåòâîðÿåò óðàâíåíèþ (27.1) (ïðè íåêî-

òîðûõ îãðàíè÷åíèÿõ íà Bn,k, íà êîòîðûõ ìû îñòàíàâëèâàòüñÿ íå
áóäåì). Óäîâëåòâîðÿåò îíà è óñëîâèÿì (27.8). Ïîäáåðåì êîýôôèöè-
åíòû Bn,k òàê, ÷òîáû óäîâëåòâîðÿëîñü è íà÷àëüíîå óñëîâèå (27.2).
Ïðè t = 0 èìååì

u(x, y, 0) =
∞∑

n,k=1

Bn,k sin
πn

l
x sin

πk

m
y = ϕ(x, y). (27.12)
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Ñëåäîâàòåëüíî ÷èñëà Bn,k ÿâëÿþòñÿ êîýôôèöèåíòàìè ðàçëîæå-
íèÿ ôóíêöèè ϕ(x, y) â äâîéíîé ðÿä Ôóðüå. Ïîýòîìó

Bn,k =
4

lm

∫∫
D

ϕ(x, y) sin
πn

l
x sin

πk

m
y dxdy, (27.13)

ãäå äâîéíîé èíòåãðàë áåðåòñÿ ïî ïðÿìîóãîëüíèêó D (x ∈ [0, l], y ∈
[0,m]). Ïîäñòàâèâ âûðàæåíèÿ (27.13) äëÿ Bn,k â (27.12), ïîëó÷èì
ðåøåíèå çàäàííîé êðàåâîé çàäà÷è.

Çàäà÷à 27.1. (äëÿ ñàìîñòîÿòåëüíîãî ðåøåíèÿ). Ðåøèòü ñëåäó-
þùóþ êðàåâóþ çàäà÷ó

ut = uxx + uyy,

u(x, y, 0) = u0 = const,

u(0, y, t) = u(π, y, t) = 0,

u(x, 0, t) = u(x, π, t) = 0.

� 28. Äâóìåðíîå óðàâíåíèå òåïëîïðîâîäíîñòè. Ðåøåíèå

äëÿ ñëó÷àÿ êðóãîâîé îáëàñòè

Ðàññìîòðèì òåïåðü çàäà÷ó î ðàñïðîñòðàíåíèè òåïëà â ñëó÷àå,
êîãäà ïëîñêàÿ îáëàñòü D ÿâëÿåòñÿ êðóãîì. Ê òàêîãî ðîäà çàäà÷àì
÷àñòî ñâîäèòñÿ çàäà÷à î ðàñïðîñòðàíåíèè òåïëà â öèëèíäðè÷åñêîé
îáëàñòè ïðîñòðàíñòâà. Áóäåì èñêàòü ðåøåíèå óðàâíåíèÿ (27.1) ïðè
íà÷àëüíîì óñëîâèè u(x, y, 0) = α(x, y) è íóëåâîì ãðàíè÷íîì óñëî-
âèè

u
∣∣
Γ

= 0,

ãäå êðèâàÿ Γ � ýòî îêðóæíîñòü (ðàäèóñà r0, ñì. ðèñ. 18).

-

y

x

6

�
�

q
@
@

@
r0 r ϕ

ðèñ. 18

Ïðè ðåøåíèè óäîáíî ïåðåéòè ê ïîëÿðíîé ñèñòåìå êîîðäèíàò
(ñì. � 19, ãäåàíàëîãè÷íûì ìåòîäîì ðåøàåòñÿ çàäà÷à î êîëåáàíèè
êðóãëîé ìåìáðàíû).

9



Â ïîëÿðíîé ñèñòåìå êîîðäèíàò óðàâíåíèå (27.1) ïðèíèìàåò âèä
(ñì. � 19):

ut = a2

(
urr +

1

r
ur +

1

r2
uϕϕ

)
. (28.1)

Íà÷àëüíîå óñëîâèå ïðåîáðàçóåòñÿ òàê:

u(r, ϕ, 0) = A(r, ϕ), (28.2)

ãäå A(r, ϕ) = α(r cosϕ, r sinϕ).
Ãðàíè÷íîå óñëîâèå èìååò âèä

u(r0, ϕ, t) = 0. (28.3)

Êàê è â � 19, äëÿ ðåøåíèÿ òàêîé çàäà÷è ïðèìåíèì ìåòîä Ôóðüå.
Ðåøåíèÿ óðàâíåíèÿ (28.1), óäîâëåòâîðÿþùèå ãðàíè÷íîìó óñëîâèþ
(28.3), áóäåì èñêàòü â âèäå

u(r, ϕ, t) = R(r)Φ(ϕ)T (t).

Ïîäñòàâëÿÿ ýòî âûðàæåíèå â (28.1) è äåëÿ íà a2RΦT , ïîëó÷èì

1

a2

T ′(t)

T (t)
=
R′′(r)

R(r)
+

1

r

R′(r)

R(r)
+

1

r2

Φ′′(ϕ)

Φ(ϕ)
.

Îáîçíà÷èì

1

a2

T ′(t)

T (t)
= −λ,

Φ′′(ϕ)

Φ(ϕ)
= −µ.

Êàê è ïðè ðåøåíèè óðàâíåíèÿ êîëåáàíèé â � 19, ïîêàçûâàåòñÿ,
÷òî âåëè÷èíû λ è µ ÿâëÿþòñÿ ïîñòîÿííûìè (íå çàâèñÿò îò r, ϕ, t).
Â ðåçóëüòàòå ïîëó÷àåì ñëåäóþùèå îáûêíîâåííûå äèôôåðåíöèàëü-
íûå óðàâíåíèÿ

T ′ + λa2T = 0, (28.4)

Φ′′ + µΦ = 0, (28.5)

R′′ +
1

r
R′ + (λr2 − µ)R = 0. (28.6)

Ãðàíè÷íîå óñëîâèå (28.3) äàåò

R(r0) = 0. (28.7)

Óðàâíåíèå (28.6) ñîâïàäàåò ñ óðàâíåíèåì (19.6), à óñëîâèå (28.7) �
ñ ãðàíè÷íûì óñëîâèåì (19.9). Ïîýòîìó ìû ìîæåì âîñïîëüçîâàòüñÿ
ðåçóëüòàòîì, óæå ïîëó÷åííûì â � 19. À èìåííî, ïîëó÷àåì

R(r) = Rn,m(r) = Jn

(
µ

(n)
m

r0

r

)
. (28.8)
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Çäåñü Jn � ýòî ôóíêöèè Áåññåëÿ (n = 0, 1, . . .), à µ
(n)
m � íóëè

ýòèõ ôóíêöèé (m = 1, 2, . . .), ò.å. Jn(µ
(n)
m ) = 0. Ðåøåíèÿ Rn,m(r)

ñîîòâåòñòâóþò ñîáñòâåííûì çíà÷åíèÿì

λ = λn,m =

(
µ

(n)
m

r0

)2

. (28.9)

Ðàññìîòðèì òåïåðü óðàâíåíèå (28.4). Ïðè λ = λn,m åãî ðåøåíèÿ
èìåþò âèä

Tn,m(t) = cn,me
−
(
aµ

(n)
m

r0

)2

t

. (28.10)

Ïåðåéäåì ê óðàâíåíèþ (28.5). Òàê êàê ôóíêöèÿ Φ(ϕ) äîëæíà
áûòü ïåðèîäè÷íà ñ ïåðèîäîì 2π (ïî ñìûñëó çàäà÷è), òî, êàê ëåãêî
ïîíÿòü, äîëæíî áûòü µ = n2 ïðè íåêîòîðîì íàòóðàëüíîì n. Ïðè
òàêîì µ îáùåå ðåøåíèå óðàâíåíèÿ (28.5) áóäåò òàêîâî:

Φn(ϕ) = αn cosnϕ+ βn sinnϕ. (28.11)

Ïðèíèìàÿ âî âíèìàíèå ïîëó÷åííûå âûðàæåíèÿ äëÿ R(r) (28.8),
T (t) (28.10) è Φ(ϕ) (28.11), ðåøåíèå ïîñòàâëåííîé êðàåâîé çàäà÷è
äëÿ êðóãà áóäåì èñêàòü â âèäå ñëåäóþùåãî ðÿäà

u(r, ϕ, t) =
∞∑
n=0

∞∑
m=1

e
−
(
aµ

(n)
m

r0

)2

t

[an,m cosnϕ+ bn,m sinnϕ]Jn

(
µ

(n)
m

r0

r

)
.

(28.12)
Ôóíêöèÿ u(r, ϕ, t) óäîâëåòâîðÿåò óðàâíåíèþ (28.1) ãðàíè÷íûì

óñëîâèÿì (28.3). Íà÷àëüíîå óñëîâèå (28.2) ïðèâîäèò ê ðàâåíñòâó

∞∑
n=0

∞∑
m=1

[an,m cosnϕ+ bn,m sinnϕ]Jn

(
µ

(n)
m

r0

r

)
= A(r, ϕ).

Îòñþäà, êàê è â � 19 ïðè ðåøåíèè óðàâíåíèÿ êîëåáàíèé äëÿ
êðóãà, ïîëó÷àåì ñëåäóþùåå âûðàæåíèå äëÿ êîýôôèöèåíòîâ an,m,
bn,m (ñì. (19.13))

an,m =

∫ 2π

0

∫ r0

0

A(r, ϕ)Jn

(
µ

(n)
m

r0

r

)
cosnϕdrdϕ

πεn‖Jn‖2
,

bn,m =

∫ 2π

0

∫ r0

0

A(r, ϕ)Jn

(
µ

(n)
m

r0

r

)
sinnϕdrdϕ

πεn‖Jn‖2
.

Çäåñü

εn =

{
2, ïðè n = 0,

1, ïðè n > 0.
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×åðåç ‖Jn‖ îáîçíà÷àåòñÿ íîðìà ôóíêöèè Jn, îíà ìîæåò áûòü
âû÷èñëåíà ïî ôîðìóëå (18.6):

‖Jn‖2 =
r0

2

[
J ′n(µ(n)

m )
]2
.

Â çàêëþ÷åíèå ðàññìîòðèì îäèí ÷àñòíûé ñëó÷àé. Ïðåäïîëîæèì,
÷òî íà÷àëüíàÿ òåìïåðàòóðà A(r, ϕ) çàâèñèò òîëüêî îò r (ò.å., êàê ãî-
âîðÿò, îáëàäàåò êðóãîâîé ñèììåòðèåé). Òîãäà äâîéíîé ðÿä â (28.12)
çàìåíÿåòñÿ îäèíàðíûì è ðåøåíèå ñèëüíî óïðîùàåòñÿ:

u(r, t) =
∞∑
m=1

cmJ0

(
µ

(0)
m

r0

r

)
e
−
(
aµ

(0)
m

r0

)2

t

,

ãäå µ
(0)
m � m-é êîðåíü ôóíêöèè Áåññåëÿ J0 íóëåâîãî ïîðÿäêà. Âû-

ðàæåíèå äëÿ êîýôôèöèåíòîâ cm ïðèíèìàåò âèä

cm =

2

∫ r0

0

A(ρ)J0

(
µ

(0)
m

r0

r

)
r dr

r2
0

[
J1(µ

(0)
m )
]2 .

� 29. Î ðåøåíèè òðåõìåðíîãî óðàâíåíèÿ

òåïëîïðîâîäíîñòè

Ðàññìîòðèì çàäà÷ó ðàñïðîñòðàíåíèÿ òåïëà â ïðîñòðàíñòâå.
Òðåõìåðíîå óðàâíåíèå òåïëîïðîâîäíîñòè èìååò âèä

ut = a2∆u, (29.1)

ãäå ∆u = uxx + uyy + uzz (∆ � òðåõìåðíûé îïåðàòîð Ëàïëàñà).
Ïðåäïîëîæèì, ÷òî èçó÷àåòñÿ ðàñïðåäåëåíèå òåìïåðàòóðû

u(x, y, z, t) â òî÷êàõ íåêîòîðîãî îãðàíè÷åííîãî òåëà V . Íà÷àëüíîå
óñëîâèå îáû÷íî èìååò âèä

u(x, y, z, 0) = ϕ(x, y, z). (29.2)

Ïóñòü S � ýòî ïîâåðõíîñòü, ÿâëÿþùàÿñÿ ãðàíèöåé òåëà V . Çà-
äàâàÿ íà S ðàçëè÷íîãî ðîäà ãðàíè÷íûå óñëîâèÿ, áóäåì ïîëó÷àòü
ðàçëè÷íûå êðàåâûå çàäà÷è äëÿ óðàâíåíèÿ (29.1) (ñì. � 22).

Åñëè îáëàñòü V èìååò äîñòàòî÷íî ïðîñòóþ ôîðìó, òî èíîãäà ïî-
ñòàâëåííóþ êðàåâóþ çàäà÷ó óäàåòñÿ ðåøèòü â àíàëèòè÷åñêîé ôîð-
ìå. Íàïðèìåð, åñëè V ýòî ïðÿìîóãîëüíûé ïàðàëëåëåïèïåä, òî ìîæ-
íî òåì æå ìåòîäîì, ÷òî â � 27, ðåøèòü I êðàåâóþ çàäà÷ó. Ðåøåíèå
áóäåò ïðåäñòàâëÿòüñÿ â âèäå òðîéíîãî ðÿäà Ôóðüå, ïðè íàõîæäå-
íèè ýòîãî ðåøåíèÿ íèêàêèõ ïðèíöèïèàëüíûõ òðóäíîñòåé (ïî ñðàâ-
íåíèþ ñ � 27) íå âîçíèêàåò. Äëÿ ïàðàëëåëåïèïåäà ìîæíî ðåøèòü è
Ï êðàåâóþ çàäà÷ó, à èíîãäà è Ø êðàåâóþ çàäà÷ó (îáîáùàÿ ìåòîä,
ïðèìåíåííûé â � 25 äëÿ ðåøåíèÿ òàêîé çàäà÷è â ñëó÷àå îäíîìåð-
íîãî óðàâíåíèÿ òåïëîïðîâîäíîñòè).
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Ïóñòü òåïåðü îáëàñòü V ÿâëÿåòñÿ øàðîì. Â ýòîì ñëó÷àå I êðàå-
âàÿ çàäà÷à äëÿ (29.1) òîæå äîïóñêàåò àíàëèòè÷åñêîå ðåøåíèå. Ïðè
ýòîì îêàçûâàåòñÿ íåîáõîäèìûì èñïîëüçîâàòü òàê íàçûâàåìûå ñôå-
ðè÷åñêèå ôóíêöèè. Ýòè ôóíêöèè àíàëîãè÷íû ôóíêöèÿì Áåññå-
ëÿ (èíà÷å íàçûâàåìûì öèëèíäðè÷åñêèìè), íî îïðåäåëÿþòñÿ áîëåå
ñëîæíûì îáðàçîì. Ñóùåñòâåííûì ìîìåíòîì â ýòîì ñëó÷àå îêàçû-
âàåòñÿ ïåðåõîä ê ñôåðè÷åñêîé ñèñòåìå êîîðäèíàò. Ñôåðè÷åñêèå êî-
îðäèíàòû r, ϕ è θ (ñì. ðèñ. 19) ñâÿçàíû ñ äåêàðòîâûìè ñëåäóþùèìè
ñîîòíîøåíèÿìè 

x = r sin θ cosϕ,

y = r sin θ sinϕ,

z = r cos θ,

(29.3)

r =
√
x2 + y2 + z2.

-�
���

����

6
z

x

y
�
�
�
�

H
HHHϕ

r
θ

qM(x, y, z)

ðèñ. 19

Ïî àíàëîãèè ñ òåì, êàê ýòî áûëî ñäåëàíî â � 19 äëÿ äâóìåðíîãî
îïåðàòîðà Ëàïëàñà, ìîæíî âûðàçèòü â ñôåðè÷åñêèõ êîîðäèíàòàõ è
òðåõìåðíûé îïåðàòîð Ëàïëàñà ∆. Ïîëó÷àåòñÿ ñëåäóþùåå âûðàæå-
íèå

∆u =
1

r2

∂

∂r

(
r2∂u

∂r

)
+

1

r2 sin θ

(
sin θ

∂u

∂θ

)
θ

+
1

r2 sin2 θ

∂2u

∂ϕ2
. (29.4)

Ìû íå áóäåì ïðèâîäèòü çäåñü ðåøåíèå I êðàåâîé çàäà÷è äëÿ
øàðà â îáùåì ñëó÷àå â ñèëó åãî ãðîìîçäêîñòè. Ðàññìîòðèì òîëüêî
îäèí ÷àñòíûé ñëó÷àé (âåñüìà âàæíûé äëÿ ïðèëîæåíèé). À èìåííî,
ïóñòü ãðàíè÷íîå çíà÷åíèå èìååò âèä

u
∣∣
S

= 0,

ãäå S � ñôåðà ðàäèóñà R (ãðàíèöà øàðà V ), à â íà÷àëüíîì óñëîâèè
(29.2), ïåðåïèñàííîì â ñôåðè÷åñêîé ñèñòåìå êîîðäèíàò:

u(r, ϕ, θ, 0) = α(r, ϕ, θ)

ôóíêöèÿ α(r, ϕ, θ) íå çàâèñèò îò óãëîâ ϕ è θ, ò.å. α = α(r) ÿâëÿåòñÿ
ôóíêöèåé îäíîãî òîëüêî r. Â ýòîì ñëó÷àå ãîâîðÿò, ÷òî ôóíêöèÿõ
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îáëàäàåò ñôåðè÷åñêîé ñèììåòðèåé (â òî÷êàõ ëþáîé ñôåðû r = r0 åå
çíà÷åíèå ïîñòîÿííî). Åñëè íà÷àëüíîå ðàñïðåäåëåíèå òåìïåðàòóðû
α(r) îáëàäàåò ñôåðè÷åñêîé ñèììåòðèåé, òî î÷åâèäíî, è â ïîñëåäó-
þùèå ìîìåíòû âðåìåíè òåìïåðàòóðà u(r, ϕ, θ, t) òî÷åê øàðà òîæå
íå áóäåò çàâèñåòü îò ϕ è θ. Â ýòîì ñëó÷àå ïîëó÷àåì u = u(r, t),
óðàâíåíèå (29.1) â ñèëó âûðàæåíèÿ (29.4) ïðèíèìàåò âèä

ut =
a2

r2
(r2ur)r

èëè

ut = a2

(
urr +

2

r
ur

)
. (29.5)

Íà÷àëüíîå óñëîâèå èìååò âèä

u(r, 0) = α(r), (29.6)

à ãðàíè÷íîå:

u(R, t) = 0. (29.7)

Îòìåòèì, ÷òî áîëåå îáùåå ãðàíè÷íîå óñëîâèå

u(R, t) = u0

ìîæíî ñâåñòè ê âèäó (29.7) ââåäåíèåì íîâîé ôóíêöèè û(r, t) =
u(r, t) − u0. Ïîýòîìó ìû îãðàíè÷èìñÿ ðàññìîòðåíèåì ãðàíè÷íîãî
óñëîâèÿ (29.7). Îêàçûâàåòñÿ, ÷òî êðàåâóþ çàäà÷ó (29.6), (29.7) äëÿ
óðàâíåíèÿ (29.5) ìîæíî ðåøèòü, ñâåäÿ åå ê I êðàåâîé çàäà÷å äëÿ
îäíîìåðíîãî óðàâíåíèÿ òåïëîïðîâîäíîñòè. Äëÿ ýòîãî ââåäåì ñëå-
äóþùóþ âñïîìîãàòåëüíóþ ôóíêöèþ

v(r, t) = ru(r, t). (29.8)

ßñíî, ÷òî vt = rut. Äàëåå, èìååì

vrr = 2ur + rurr = r

(
urr +

2

r
ur

)
.

Ñðàâíèâàÿ ýòè âûðàæåíèÿ ñ ïðàâîé ÷àñòüþ óðàâíåíèÿ (29.5), ïðè-
õîäèì ê ñîîòíîøåíèþ

1

r
vt =

a2

r
vrr,

èç êîòîðîãî ïîëó÷àåì óðàâíåíèå

vt = a2vrr, (29.9)

ïî ôîðìå ñîâïàäàþùåå ñ îäíîìåðíûì óðàâíåíèåì òåïëîïðîâîäíî-
ñòè (ñì. � 20). Èç (29.8) âûòåêàåò, ÷òî äëÿ ôóíêöèè v(r, t) íà÷àëüíîå
óñëîâèå èìååò âèä

v(r, 0) = rα(r). (29.10)

Èç (29.7) ïîëó÷àåì ãðàíè÷íîå óñëîâèå

v(R, t) = 0. (29.11)
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Ïîäñòàâëÿÿ r = 0 â (29.8), ïîëó÷àåì åùå îäíî ãðàíè÷íîå óñëîâèå

v(0, t) = 0. (29.12)

Ïîëó÷àåì I êðàåâóþ çàäà÷ó (29.10), (29.11), (29.12) äëÿ óðàâ-
íåíèÿ (29.9). Ðåøåíèå òàêîé çàäà÷è áûëî ïîäðîáíî ðàññìîòðåíî â
� 24. Â ðåçóëüòàòå ïîëó÷àåì â ñèëó (24.13) è (24.15)

v(r, t) =
∞∑
n=1

Bne
−(πanR )

2
t sin

πn

R
r,

ãäå

Bn =
2

R

∫ R

0

rα(r) sin
πn

R
r dr.

Òàêèì îáðàçîì, ôóíêöèÿ

u(r, t) =
1

r
v(r, t)

ÿâëÿåòñÿ ðåøåíèåì ïîñòàâëåííîé êðàåâîé çàäà÷è äëÿ øàðà (ïðè
óñëîâèè ñôåðè÷åñêîé ñèììåòðèè íà÷àëüíîãî ðàñïðåäåëåíèÿ òåìïå-
ðàòóð).
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