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Ââåäåíèå

Ýòî ïîñîáèå îòíîñèòñÿ ê ñåðèè ìåòîäè÷åñêèõ ïîñîáèé, ïîñâÿ-
ùåííûõ èçëîæåíèþ ðàçëè÷íûõ ñïåöèàëüíûõ ðàçäåëîâ ìàòåìàòè-
êè, è ïðåäíàçíà÷åíî äëÿ ïðåïîäàâàòåëåé è ñòóäåíòîâ ÌÀÒÈ. Ïîñî-
áèå îòëè÷àåòñÿ îò èìåþùèõñÿ ó÷åáíèêîâ è äðóãèõ ïîñîáèé áîëüøåé
äîñòóïíîñòüþ èçëîæåíèÿ è ó÷åòîì ñïåöèôèêè òåõíè÷åñêîãî ÂÓÇà,
îíî ìîæåò áûòü èñïîëüçîâàíî ïðåïîäàâàòåëÿìè ïðè ïîäãîòîâêå ê
ëåêöèÿì, ïðîâåäåíèþ çàíÿòèé, à ñòóäåíòàìè � ïðè ñàìîñòîÿòåëü-
íîé ðàáîòå è ïîäãîòîâêå ê ýêçàìåíàì.

Äàííîå ìåòîäè÷åñêîå ïîñîáèå ïîñâÿùåíî èçëîæåíèþ âîïðîñîâ,
îòíîñÿùèõñÿ ê êóðñó óðàâíåíèé ñ ÷àñòíûìè ïðîèçâîäíûìè (óðàâ-
íåíèé ìàòåìàòè÷åñêîé ôèçèêè). Ðàññìàòðèâàþòñÿ îñíîâíûå ïîíÿ-
òèÿ è îïðåäåëåíèÿ, ñâÿçàííûå ñ óðàâíåíèÿìè ñ ÷àñòíûìè ïðîèç-
âîäíûìè è âîïðîñû ïðèâåäåíèÿ ê êàíîíè÷åñêîìó âèäó ëèíåéíûõ
óðàâíåíèé âòîðîãî ïîðÿäêà. Â ïîñëåäóþùèõ âûïóñêàõ ïðåäïîëà-
ãàåòñÿ èçëîæèòü âîïðîñû, îòíîñÿùèåñÿ ê àíàëèòè÷åñêèì ìåòîäàì
ðåøåíèÿ îñíîâíûõ óðàâíåíèé ìàòåìàòè÷åñêîé ôèçèêè (ãèïåðáîëè-
÷åñêèõ, ïàðàáîëè÷åñêèõ è ýëëèïòè÷åñêèõ) è ÷èñëåííûì ìåòîäàì èõ
ðåøåíèé.

Èçëîæåíèå âåäåòñÿ íà óðîâíå ìàòåìàòè÷åñêîé ñòðîãîñòè, äîñòà-
òî÷íîì äëÿ ðåøåíèÿ ïðèêëàäíûõ çàäà÷ â óäîáíîì äëÿ óñâîåíèÿ
ìàòåðèàëà áóäóùèìè èíæåíåðàìè-òåõíîëîãàìè. Èíîãäà îêàçûâà-
åòñÿ óäîáíûì íå îãîâàðèâàòü ïîäðîáíî óñëîâèÿ äèôôåðåíöèðóå-
ìîñòè, íàêëàäûâàåìûå íà èñïîëüçóåìûå ôóíêöèè. Îáû÷íî ñ÷èòà-
åòñÿ, ÷òî ôóíêöèè èìåþò ñòîëüêî ïðîèçâîäíûõ, ñêîëüêî ýòî íåîá-
õîäèìî â ðàññìàòðèâàåìîì ñëó÷àå (â íàèáîëåå âàæíûõ âîïðîñàõ
óñëîâèÿ äèôôåðåíöèðóåìîñòè âñå æå ÿâíî óêàçûâàþòñÿ). Êðîìå
òîãî, âñå ôóíêöèè ïðåäïîëàãàþòñÿ çàäàííûìè â èõ åñòåñòâåííîé
îáëàñòè îïðåäåëåíèÿ, êîòîðàÿ ÿâíî íå âñåãäà îãîâàðèâàåòñÿ.
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Ãëàâà 1

ÓÐÀÂÍÅÍÈß ÏÅÐÂÎÃÎ ÏÎÐßÄÊÀ

�1. Îáùèå ïîíÿòèÿ

Ïóñòü èìååòñÿ ôóíêöèÿ u íåçàâèñèìûõ ïåðåìåííûõ x1, x2, . . . ,
xn. Óðàâíåíèåì ñ ÷àñòíûìè ïðîèçâîäíûìè íàçûâàåòñÿ ñîîòíîøå-
íèå, ñâÿçûâàþùåå ïåðåìåííûå x1, x2, . . . , xn, ôóíêöèþ u è âñå åå
÷àñòíûå ïðîèçâîäíûå äî íåêîòîðîãî ïîðÿäêà

F (x1, . . . , xn, u, ux1 , . . . , uxn , ux1x1 , ux1x2 , . . .) = 0. (1.1)

Ïîðÿäêîì óðàâíåíèÿ íàçûâàåòñÿ ïîðÿäîê ñòàðøåé ïðîèçâîäíîé,
âõîäÿùåé â ýòî óðàâíåíèå.

Ôóíêöèÿ u = u(x1, . . . , xn) íàçûâàåòñÿ ðåøåíèåì óðàâíåíèÿ

(1.1), åñëè ïðè ïîäñòàíîâêå åå â ýòî óðàâíåíèå îíî îáðàùàåòñÿ â
òîæäåñòâî ïðè äîïóñòèìûõ çíà÷åíèÿõ àðãóìåíòîâ. Ñîâîêóïíîñòü
âñåõ ðåøåíèé óðàâíåíèÿ íàçûâàåòñÿ îáùèì ðåøåíèåì.

Ðàññìîòðèì íåêîòîðûå ïðèìåðû óðàâíåíèé ñ ÷àñòíûìè ïðîèç-
âîäíûìè äëÿ ôóíêöèè, çàâèñÿùåé îò äâóõ ïåðåìåííûõ u = u(x, y).

Ïðèìåð 1.1. Ïóñòü äàíî óðàâíåíèå ux = 0. Ýòî óðàâíåíèå ôàê-
òè÷åñêè îçíà÷àåò, ÷òî ôóíêöèÿ u(x, y) íå çàâèñèò îò x. Ñëåäîâà-
òåëüíî, ðåøåíèÿìè ÿâëÿþòñÿ, íàïðèìåð, ôóíêöèè u(x, y) = y2+2y,
u(x, y) = ey + sin y. Îáùåå ðåøåíèå: u(x, y) = C(y), ãäå C � ïðîèç-
âîëüíàÿ ôóíêöèÿ îäíîé ïåðåìåííîé y.

Ïðèìåð 1.2. Ðàññìîòðèì óðàâíåíèå ux = f(x, y). Äëÿ íàõîæ-
äåíèÿ ðåøåíèÿ ýòîãî óðàâíåíèÿ ïðîèíòåãðèðóåì åãî ïî ïåðåìåííîé
x ∫

ux dx =

∫
f(x, y) dx+ C. (1.2)

Ïðè èíòåãðèðîâàíèè ïî x ìû ñ÷èòàåì y ïîñòîÿííûì è ïîýòîìó
ïðîèçâîëüíàÿ ïîñòîÿííàÿ C â (1.2) ìîæåò çàâèñåòü îò y. Òåì ñàìûì
îáùåå ðåøåíèå èìååò âèä:

u(x, y) =

∫
f(x, y) dx+ C(y).

Ïðèìåð 1.3. Ïóñòü äàíî óðàâíåíèå uxy = 0. Èç ïðèìåðà 1.1
ñëåäóåò, ÷òî uy = C(y). Ðåøàÿ ýòî óðàâíåíèå àíàëîãè÷íî òîìó, êàê
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�2. ÇÀÄÀ×À ÊÎØÈ 4

ðåøàëîñü óðàâíåíèå â ïðèìåðå 1.2, áóäåì èìåòü

u(x, y) =

∫
C(y) dy + C1(x).

Îáîçíà÷èì C2(y) =
∫
C(y) dy. Òîãäà îáùåå ðåøåíèÿ ïðèìåò âèä

u(x, y) = C1(x) + C2(y).

Çàìåòèì, ÷òî â îòëè÷èå îò îáùåãî ðåøåíèÿ îáûêíîâåííîãî äèô-
ôåðåíöèàëüíîãî óðàâíåíèÿ, çàâèñÿùåãî îò ïðîèçâîëüíûõ ïîñòîÿí-
íûõ, îáùåå ðåøåíèå óðàâíåíèÿ ñ ÷àñòíûìè ïðîèçâîäíûìè çàâèñèò
îò ïðîèçâîëüíûõ ôóíêöèé.

�2. Çàäà÷à Êîøè

Áóäåì ðàññìàòðèâàòü ñëó÷àé, êîãäà èñêîìàÿ ôóíêöèÿ u çàâèñèò
îò äâóõ ïåðåìåííûõ x, y. Òîãäà óðàâíåíèå ïåðâîãî ïîðÿäêà áóäåò
èìåòü âèä

F (x, y, u, ux, uy) = 0. (2.1)

Âñÿêîå ðåøåíèå óðàâíåíèÿ (2.1) u = u(x, y) áóäåì íàçûâàòü èí-
òåãðàëüíîé ïîâåðõíîñòüþ (ãðàôèê ðåøåíèÿ � ïîâåðõíîñòü â ïðî-
ñòðàíñòâå ñ êîîðäèíàòàìè x, y, u).

Äëÿ òîãî, ÷òîáû èç ñîâîêóïíîñòè âñåõ ðåøåíèé óðàâíåíèé (2.1)
âûäåëèòü íåêîòîðîå ÷àñòíîå ðåøåíèå, ôîðìóëèðóåòñÿ çàäà÷à Êî-
øè: íàéòè ðåøåíèå óðàâíåíèÿ (2.1), óäîâëåòâîðÿþùåå óñëîâèþ

u(x, y)
∣∣
x=x0

= ϕ(y),

ãäå ϕ(y) � íåêîòîðàÿ çàäàííàÿ ôóíêöèÿ.
Îáîçíà÷èì ÷åðåç l êðèâóþ â ïðîñòðàíñòâå x, y, u, çàäàâàåìóþ

óðàâíåíèÿìè

x = x0, u = ϕ(y). (2.2)

Òîãäà çàäà÷à Êîøè èìååò ñëåäóþùèé ãåîìåòðè÷åñêèé ñìûñë: ñðåäè
âñåõ èíòåãðàëüíûõ ïîâåðõíîñòåé íàéòè òó, êîòîðàÿ ïðîõîäèò ÷åðåç
çàäàííóþ êðèâóþ l.

Ìîæíî ïîñòàâèòü áîëåå îáùóþ çàäà÷ó Êîøè, íå îãðàíè÷èâàÿ
êðèâóþ l âèäîì (2.2), à áåðÿ ïðîèçâîëüíóþ ïðîñòðàíñòâåííóþ êðè-
âóþ. Åñëè îáîçíà÷èòü ÷åðåç λ ïðîåêöèþ êðèâîé íà ïëîñêîñòü (x, y),
òî ýòà çàäà÷à Êîøè ìîæåò áûòü ñôîðìóëèðîâàíà ñëåäóþùèì îá-
ðàçîì: íàéòè ðåøåíèå óðàâíåíèÿ (2.1), óäîâëåòâîðÿþùåå óñëîâèþ

u(x, y)
∣∣
(x,y)∈λ = ϕ(x, y).
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�3. Ëèíåéíûå îäíîðîäíûå óðàâíåíèÿ ïåðâîãî ïîðÿäêà

Óðàâíåíèå ñ ÷àñòíûìè ïðîèçâîäíûìè íàçûâàåòñÿ ëèíåéíûì, åñ-
ëè èñêîìàÿ ôóíêöèÿ u(x, y) è åå ÷àñòíûå ïðîèçâîäíûå âõîäÿò â
óðàâíåíèå ëèíåéíî. Òàêèì îáðàçîì, ëèíåéíîå óðàâíåíèå ïåðâîãî
ïîðÿäêà èìååò âèä

A(x, y)ux +B(x, y)uy + C(x, y)u = f(x, y), (3.1)

ãäå A, B, C è f � çàäàííûå ôóíêöèè. Åñëè f(x, y) = 0, òî óðàâíåíèå
íàçûâàåòñÿ îäíîðîäíûì.

Îòìåòèì, ÷òî îñíîâíûå ñâîéñòâà ëèíåéíûõ óðàâíåíèé ñ ÷àñò-
íûìè ïðîèçâîäíûìè âî ìíîãîì àíàëîãè÷íû ñâîéñòâàì îáûêíîâåí-
íûõ ëèíåéíûõ äèôôåðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèé. Òàê, íàïðèìåð, ëè-
íåéíàÿ êîìáèíàöèÿ ðåøåíèé îäíîðîäíîãî óðàâíåíèÿ òîæå ÿâëÿåòñÿ
ðåøåíèåì ýòîãî óðàâíåíèÿ. Îáùåå ðåøåíèå íåîäíîðîäíîãî óðàâíå-
íèÿ ìîæåò áûòü ïðåäñòàâëåíî â âèäå íåêîòîðîãî ÷àñòíîãî ðåøåíèÿ
è îáùåãî ðåøåíèÿ ñîîòâåòñòâóþùåãî îäíîðîäíîãî óðàâíåíèÿ.

Áóäåì ðàññìàòðèâàòü ñíà÷àëà îäíîðîäíîå ëèíåéíîå óðàâíåíèå
âèäà

A(x, y)ux +B(x, y)uy = 0. (3.2)

Ýòîìó óðàâíåíèþ ïîñòàâèì â ñîîòâåòñòâèå ñèñòåìó îáûêíîâåííûõ
äèôôåðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèé

dx

dt
= A(x, y),

dy

dt
= B(x, y),

(3.3)

êîòîðóþ áóäåì íàçûâàòü õàðàêòåðèñòè÷åñêîé ñèñòåìîé äëÿ óðàâ-
íåíèÿ (3.2), à âñÿêîå ðåøåíèå x(t), y(t) ýòîé ñèñòåìû íàçîâåì õà-

ðàêòåðèñòèêîé.
Ôóíêöèÿ ϕ(x, y), íå ñâîäÿùàÿñÿ òîæäåñòâåííî ê ïîñòîÿííîé,

èëè ðàâåíñòâî ϕ(x, y) = C íàçûâàåòñÿ ïåðâûì èíòåãðàëîì ñèñòåìû
(3.3), åñëè ïðè ïîäñòàíîâêå â íåå ëþáîãî ðåøåíèÿ ñèñòåìû ïîëó÷à-
åòñÿ ïîñòîÿííàÿ âåëè÷èíà, çàâèñÿùàÿ ëèøü îò âûáîðà ðåøåíèÿ.

Òåîðåìà 3.1. Ïóñòü ϕ(x, y) = C åñòü ïåðâûé èíòåãðàë ñè-

ñòåìû (3.3). Òîãäà ôóíêöèÿ u = ϕ(x, y) óäîâëåòâîðÿåò óðàâíåíèþ

(3.2).

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïîäñòàâèì â ïåðâûé èíòåãðàë ñèñòåìû
(3.3) êàêîå-ëèáî ðåøåíèå x(t), y(t) ýòîé ñèñòåìû. Ïîëó÷èì

ϕ(x(t), y(t)) = C.

Âîçüìåì ïðîèçâîäíóþ ïî t îò îáåèõ ÷àñòåé ýòîãî ðàâåíñòâà

dϕ(x(t), y(t))

dt
= ϕx

dx

dt
+ ϕy

dy

dt
≡ 0.
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Ïîñêîëüêó x(t), y(t) � ðåøåíèÿ õàðàêòåðèñòè÷åñêîé ñèñòåìû (3.3),
èìååì

ϕxA(x, y) + ϕyB(x, y) = 0.

Â ñèëó òîãî, ÷òî ïîñëåäíåå ðàâåíñòâî âûïîëíåíî äëÿ ëþáîãî ðå-
øåíèÿ ñèñòåìû (3.3), îíî ñïðàâåäëèâî äëÿ ëþáûõ x, y, âõîäÿùèõ â
îáëàñòü îïðåäåëåíèÿ. Òåì ñàìûì ôóíêöèÿ ϕ óäîâëåòâîðÿåò óðàâ-
íåíèþ (3.2). Òåîðåìà äîêàçàíà. �

Ìîæíî äîêàçàòü è îáðàòíîå óòâåðæäåíèå.

Òåîðåìà 3.2. Ïóñòü ôóíêöèÿ u = ϕ(x, y) óäîâëåòâîðÿåò óðàâ-

íåíèþ (3.2). Òîãäà ϕ(x, y) = C åñòü ïåðâûé èíòåãðàë ñèñòåìû

(3.3).

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïîäñòàâèì â ôóíêöèþ ϕ(x, y) êàêîå-íèáóäü
ðåøåíèå ñèñòåìû (3.3) è âîçüìåì ïîëíóþ ïðîèçâîäíóþ ïî t

dϕ(x(t), y(t))

dt
= ϕx

dx

dt
+ ϕy

dy

dt
= ϕxA(x, y) + ϕyB(x, y).

Ïîñêîëüêó ϕ � ðåøåíèå óðàâíåíèÿ (3.2), èìååì

dϕ(x(t), y(t))

dt
= 0.

Ñëåäîâàòåëüíî,
ϕ(x(t), y(t)) = C,

à ýòî è îçíà÷àåò, ÷òî ϕ(x, y) = C åñòü ïåðâûé èíòåãðàë ñèñòåìû
ñèñòåìû (3.3). Òåîðåìà äîêàçàíà. �

Äîêàçàííûå äâå òåîðåìû óñòàíàâëèâàþò ýêâèâàëåíòíîñòü ïîíÿ-
òèé ïåðâîãî èíòåãðàëà ñèñòåìû (3.3) è ðåøåíèÿ óðàâíåíèÿ (3.2).

Åñëè ϕ(x, y) = C � ïåðâûé èíòåãðàë ñèñòåìû (3.3), òî ïðîèç-
âîëüíàÿ ôóíêöèÿ F (ϕ) ÿâëÿåòñÿ òàêæå ïåðâûì èíòåãðàëîì ýòîé
ñèñòåìû. Ñëåäîâàòåëüíî, ïî òåîðåìå 3.1 F (ϕ) óäîâëåòâîðÿåò óðàâ-
íåíèþ (3.2) ïðè ïðîèçâîëüíîé äîñòàòî÷íî ãëàäêîé ôóíêöèè F .

Ìîæíî ïîêàçàòü, ÷òî ïðè âûïîëíåíèè íåêîòîðûõ óñëîâèé âñÿ-
êîå ðåøåíèå óðàâíåíèÿ (3.2) ìîæåò áûòü ïðåäñòàâëåíî â âèäå
u = F (ϕ). Îòñþäà âûòåêàåò ñëåäóþùåå ïðàâèëî: ÷òîáû íàéòè îá-
ùåå ðåøåíèå óðàâíåíèÿ (3.2), íàäî ñîñòàâèòü õàðàêòåðèñòè÷åñêóþ
ñèñòåìó (3.3) è íàéòè ïåðâûé èíòåãðàë ýòîé ñèñòåìû. Îáùåå ðåøå-
íèå óðàâíåíèÿ (3.2) áóäåò

u = F (ϕ),

ãäå F � ïðîèçâîëüíàÿ ôóíêöèÿ.

Ïðèìåð 3.1. Ðàññìîòðèì óðàâíåíèå

xux + yuy = 0. (3.4)
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Õàðàêòåðèñòè÷åñêàÿ ñèñòåìà äëÿ ýòîãî óðàâíåíèÿ:
dx

dt
= x,

dy

dt
= y.

(3.5)

Ðåøåíèå ýòîé ñèñòåìû (õàðàêòåðèñòèêè) èìååò âèä{
x = C1e

t,

y = C2e
t.

Ïåðâûì èíòåãðàëîì ñèñòåìû (3.5) ÿâëÿåòñÿ ôóíêöèÿ ϕ(x, y) =
y

x
.

Ñëåäîâàòåëüíî, îáùåå ðåøåíèå óðàâíåíèÿ (3.4) áóäåò

u(x, y) = F
(y
x

)
,

ò.å. ïðîèçâîëüíàÿ îäíîðîäíàÿ ôóíêöèÿ ïåðåìåííûõ x, y.
Äëÿ íàõîæäåíèÿ ïåðâîãî èíòåãðàëà õàðàêòåðèñòè÷åñêîé ñèñòå-

ìû (3.3) ìîæíî èñêëþ÷èòü ïåðåìåííóþ t è ïîëó÷èòü îáûêíîâåííîå
äèôôåðåíöèàëüíîå óðàâíåíèå

dy

dx
=
B(x, y)

A(x, y)
. (3.6)

Åñëè y = y(x,C) � îáùåå ðåøåíèå ýòîãî óðàâíåíèÿ, òî âûðàçèì
ïðîèçâîëüíóþ ïîñòîÿííóþ C ÷åðåç x, y è ïîëó÷èì ïåðâûé èíòåãðàë
ñèñòåìû (3.3) ϕ(x, y) = C. Àíàëîãè÷íî ïîñòóïèì, åñëè áóäåò íàéäåí
îáùèé èíòåãðàë óðàâíåíèÿ (3.6) F (x, y, C) = 0.

Ïðèìåð 3.2. Ðàññìîòðèì óðàâíåíèå

yux − xuy = 0. (3.7)

Õàðàêòåðèñòè÷åñêàÿ ñèñòåìà áóäåò èìåòü âèä
dx

dt
= y,

dy

dt
= −x.

(3.8)

Èñêëþ÷èì ïåðåìåííóþ t èç ýòîé ñèñòåìû

dy

dx
= −x

y
.

Ðàçäåëÿÿ ïåðåìåííûå, ïîëó÷èì

ydy = −xdx.
Ïðîèíòåãðèðîâàâ ýòî óðàâíåíèå, íàõîäèì åãî îáùèé èíòåãðàë

x2 + y2 = C.

Ýòî ñîîòíîøåíèå îäíîâðåìåííî ÿâëÿåòñÿ ïåðâûì èíòåãðàëîì äëÿ
ñèñòåìû (3.8). Çàìåòèì, ÷òî õàðàêòåðèñòèêàìè â äàííîì ñëó÷àå
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áóäóò ÿâëÿòüñÿ îêðóæíîñòè ñ öåíòðîì â íà÷àëå êîîðäèíàò. Èòàê,
îáùåå ðåøåíèå óðàâíåíèÿ (3.7) èìååò âèä

u(x, y) = F (x2 + y2). (3.9)

�4. Êâàçèëèíåéíûå óðàâíåíèÿ ïåðâîãî ïîðÿäêà

Êâàçèëèíåéíûì óðàâíåíèåì ïåðâîãî ïîðÿäêà íàçûâàåòñÿ óðàâ-
íåíèå âèäà

A(x, y, u)ux +B(x, y, u)uy = C(x, y, u). (4.1)

Çàìåòèì, ÷òî ëèíåéíîå óðàâíåíèå (3.1) ÿâëÿåòñÿ ÷àñòíûì ñëó÷àåì
êâàçèëèíåéíîãî óðàâíåíèÿ, â êîòîðîå ôóíêöèÿ u ìîæåò âõîäèòü è
íåëèíåéíî.

Áóäåì èñêàòü ðåøåíèå óðàâíåíèÿ (4.1) â âèäå íåÿâíîé ôóíêöèè

ϕ(x, y, u) = C,

ãäå C � ïðîèçâîëüíàÿ ïîñòîÿííàÿ. Ñîãëàñíî ïðàâèëó äèôôåðåí-
öèðîâàíèÿ íåÿâíîé ôóíêöèè èìååì

ux = −ϕx
ϕu
, uy = −ϕy

ϕu
.

Ïîäñòàâëÿÿ ýòè âûðàæåíèÿ â (4.1), ïîëó÷èì äëÿ ϕ óðàâíåíèå

A(x, y, u)ϕx +B(x, y, u)ϕy + C(x, y, u)ϕu = 0. (4.2)

Ýòî óðàâíåíèå îòëè÷àåòñÿ îò óðàâíåíèÿ (3.2) ëèøü òåì, ÷òî êîýô-
ôèöèåíòû è èñêîìàÿ ôóíêöèÿ ϕ, âõîäÿùèå â íåãî, çàâèñÿò îò òð¼õ
ïåðåìåííûõ x, y, u. Ïîýòîìó óðàâíåíèå (4.2) ðåøàåòñÿ àíàëîãè÷íî
óðàâíåíèþ (3.2). Äëÿ ýòîãî ðàññìàòðèâàåòñÿ õàðàêòåðèñòè÷åñêàÿ
ñèñòåìà, ñîñòîÿùàÿ óæå èç òð¼õ óðàâíåíèé

dx

dt
= A(x, y, u),

dy

dt
= B(x, y, u),

du

dt
= C(x, y, u).

(4.3)

Åñëè
ϕ1(x, y, u) = C1; ϕ2(x, y, u) = C2 (4.4)

� äâà íåçàâèñèìûõ (ïîä íåçàâèñèìîñòüþ ïîíèìàåòñÿ ðàçðåøè-
ìîñòü îòíîñèòåëüíî êàêèõ-ëèáî äâóõ èç ïåðåìåííûõ x, y, u ðàâåí-
ñòâà (4.4)) èíòåãðàëà ñèñòåìû (4.3), òî îáùåå ðåøåíèå óðàâíåíèÿ
(4.2), à çíà÷èò, è ðåøåíèå èñõîäíîãî óðàâíåíèÿ (4.1) â âèäå íåÿâíîé
ôóíêöèè, áóäåò èìåòü âèä

ϕ = F (ϕ1, ϕ2), (4.5)

ãäå F � ïðîèçâîëüíàÿ ôóíêöèÿ ñâîèõ àðãóìåíòîâ.
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�5. Ãåîìåòðè÷åñêàÿ èíòåðïðåòàöèÿ, çàäà÷à Êîøè

Ïóñòü â ïðîñòðàíñòâå ñ êîîðäèíàòàìè (x, y, u) çàäàíî ïîëå íà-
ïðàâëåíèé

(A(x, y, u), B(x, y, u), C(x, y, u)),

ò.å. â êàæäîé òî÷êå ïðîñòðàíñòâà ìû èìååì íàïðàâëåíèå, ó êîòî-
ðîãî íàïðàâëÿþùèå êîñèíóñû ïðîïîðöèîíàëüíû A,B,C. Ýòî ïîëå
íàïðàâëåíèé îïðåäåëÿåò ñåìåéñòâî ëèíèé, òàêèõ, ÷òî ëþáàÿ ëèíèÿ
ñåìåéñòâà èìååò â êàæäîé ñâîåé òî÷êå êàñàòåëüíóþ, ñîâïàäàþùóþ
ñ íàïðàâëåíèåì ïîëÿ â ýòîé òî÷êå. Ýòî ñåìåéñòâî ëèíèé ïîëó÷àåòñÿ
â ðåçóëüòàòå èíòåãðèðîâàíèÿ ñèñòåìû îáûêíîâåííûõ äèôôåðåíöè-
àëüíûõ óðàâíåíèé

dx

A(x, y, u)
=

dy

B(x, y, u)
=

du

C(x, y, u)
,

êîòîðàÿ, åñëè îáîçíà÷èòü ÷åðåç dt îáùóþ âåëè÷èíó íàïèñàííûõ
òðåõ îòíîøåíèé, ïåðåõîäèò â ñèñòåìó (4.3).

Åñëè èìååòñÿ íåêîòîðàÿ ïîâåðõíîñòü u = u(x, y), òî âåëè÷èíû
ux, uy è −1 ïðîïîðöèîíàëüíû íàïðàâëÿþùèì êîñèíóñàì íîðìàëè ê
ýòîé ïîâåðõíîñòè. Òàêèì îáðàçîì, óðàâíåíèå (4.1) âûðàæàåò óñëî-
âèå ïåðïåíäèêóëÿðíîñòè íîðìàëè è ïîâåðõíîñòè u = u(x, y) ñ íà-
ïðàâëåíèåì ïîëÿ, ò.å. óðàâíåíèå (4.1) ñâîäèòñÿ ê òðåáîâàíèþ, ÷òî-
áû â êàæäîé òî÷êå èñêîìîé ïîâåðõíîñòè u = u(x, y) íàïðàâëåíèå,
îïðåäåëÿåìîå ïîëåì (A,B,C), íàõîäèëîñü â êàñàòåëüíîé ïëîñêîñòè
ê ïîâåðõíîñòè.

Ïóñòü íåêîòîðàÿ ïîâåðõíîñòü u = u(x, y) ñîñòîèò èç õàðàêòå-
ðèñòèê ñèñòåìû (4.3). Òîãäà â êàæäîé òî÷êå ýòîé ïîâåðõíîñòè êà-
ñàòåëüíàÿ ê õàðàêòåðèñòèêå, ïðîõîäÿùåé ÷åðåç ýòó òî÷êó, ëåæèò â
êàñàòåëüíîé ïëîñêîñòè ê ïîâåðõíîñòè, è ñëåäîâàòåëüíî, ýòà ïîâåðõ-
íîñòü óäîâëåòâîðÿåò óðàâíåíèþ (4.1), ò.å. ÿâëÿåòñÿ èíòåãðàëüíîé
ïîâåðõíîñòüþ ýòîãî óðàâíåíèÿ.

Ìîæíî ïîêàçàòü, ÷òî âåðíî è îáðàòíîå: åñëè íåêîòîðàÿ ãëàä-

êàÿ ïîâåðõíîñòü (ïðåäïîëàãàåòñÿ ñóùåñòâîâàíèå è íåïðåðûâíîñòü
ïðîèçâîäíûõ ux, uy) óäîâëåòâîðÿåò óðàâíåíèþ (4.1), òî åå ìîæíî
ïîëíîñòüþ çàïîëíèòü õàðàêòåðèñòèêàìè.

Èç (4.5) ñëåäóåò, ÷òî îáùåå óðàâíåíèå èíòåãðàëüíûõ ïîâåðõíî-
ñòåé äëÿ óðàâíåíèÿ (4.1) áóäåò èìåòü âèä:

F (ϕ1, ϕ2) = 0 (5.1)

(ïîñòîÿííóþ C ìîæíî íå ïèñàòü â ñèëó ïðîèçâîëüíîñòè F ).
Åñëè âûáðàòü íåêîòîðóþ ôóíêöèþ F , òî ïîâåðõíîñòü (5.1) áóäåò

ãåîìåòðè÷åñêèì ìåñòîì òåõ õàðàêòåðèñòèê ñèñòåìû (4.3), ó êîòî-
ðûõ çíà÷åíèÿ ïîñòîÿííûõ â ðàâåíñòâàõ (4.4) ñâÿçàíû ñîîòíîøåíè-
åì:

F (C1, C2) = 0. (5.2)
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Ðåøåíèå óðàâíåíèÿ (4.1) ñòàíîâèòñÿ, âîîáùå ãîâîðÿ, îäíîçíà÷-
íî îïðåäåëåííûì, åñëè ïîòðåáîâàòü, ÷òîáû èñêîìàÿ ïîâåðõíîñòü
ïðîõîäèëà ÷åðåç çàäàííóþ â ïðîñòðàíñòâå êðèâóþ l, ò.å. åñëè ðå-
øàòü çàäà÷ó Êîøè. Èñêîìàÿ ïîâåðõíîñòü áóäåò îáðàçîâàíà òåìè
õàðàêòåðèñòèêàìè, êîòîðûå âûõîäÿò èç òî÷åê êðèâîé l.

Èñêëþ÷èòåëüíûì ÿâëÿåòñÿ òîò ñëó÷àé, êîãäà ñàìà êðèâàÿ l ÿâ-
ëÿåòñÿ õàðàêòåðèñòèêîé. Â ýòîì ñëó÷àå ÷åðåç ëèíèþ l ïðîõîäèò,
âîîáùå ãîâîðÿ, áåñ÷èñëåííîå ìíîæåñòâî ïîâåðõíîñòåé.

Ïðèìåð 5.1. Ðàññìîòðèì óðàâíåíèå

xuux + yuuy = −(x2 + y2). (5.3)

Ñîîòâåòñòâóþùàÿ õàðàêòåðèñòè÷åñêàÿ ñèñòåìà áóäåò òàêîâà:
dx

dt
= xu,

dy

dt
= yu,

du

dt
= −(x2 + y2).

(5.4)

Èç ïåðâûõ äâóõ óðàâíåíèé èìååì

dx

x
=
dy

y
.

Îòñþäà ln |y| = ln |C1x|, ÷òî ðàâíîñèëüíî ñîîòíîøåíèþ
y

x
= C1. (5.5)

×òîáû íàéòè âòîðîé èíòåãðàë ñèñòåìû (5.4), ðàçäåëèì ïîñëåäíåå
åå óðàâíåíèå íà âòîðîå:

du

dy
= −x

2 + y2

yu
.

Ïîëüçóÿñü ðàâåíñòâîì (5.5), ïîëó÷àåì

du

C1dx
= −x

2(1 + C2
1)

C1xu
.

Îòñþäà
udu = −x(1 + C2

1)dx.

Èíòåãðèðóÿ ýòî ðàâåíñòâî, èìååì

u2 + x2(1 + C2
1) = C2.

Ïîäñòàâèâ C1 èç (5.5), ïîëó÷èì âòîðîé èíòåãðàë

x2 + y2 + u2 = C2. (5.6)

Óðàâíåíèÿ (5.5) îïðåäåëÿþò ïëîñêîñòè, ïðîõîäÿùèå ÷åðåç îñü
Ou, à óðàâíåíèÿ (5.6) � ñôåðû ñ öåíòðîì â íà÷àëå êîîðäèíàò. Òåì
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ñàìûì õàðàêòåðèñòèêè ñèñòåìû (5.4) � ýòî ñåìåéñòâî îêðóæíî-
ñòåé, ëåæàùèõ â óêàçàííûõ ïëîñêîñòÿõ è èìåþùèõ öåíòð â íà÷àëå
êîîðäèíàò. Îáùåå ðåøåíèå óðàâíåíèÿ (5.3) áóäåò

F
(y
x
, x2 + y2 + u2

)
, (5.7)

ãäå F � ïðîèçâîëüíàÿ ôóíêöèÿ äâóõ àðãóìåíòîâ.

Ïðèìåð 5.2. Ðåøèì çàäà÷ó Êîøè äëÿ óðàâíåíèÿ (5.3). Ñðåäè
èíòåãðàëüíûõ ïîâåðõíîñòåé ýòîãî óðàâíåíèÿ íàéäåì òó, êîòîðàÿ
ïðîõîäèò ÷åðåç ïðÿìóþ

x = 1, y = u. (5.8)

Èñêëþ÷èì x, y è u èç óðàâíåíèé (5.5), (5.6) è (5.8). Óðàâíåíèÿ (5.5)
è (5.8) äàþò

x = 1, y = C1, u = C1.

Ïîäñòàâëÿÿ â óðàâíåíèå (5.6), ïîëó÷àåì

1 + 2C2
1 − C2 = 0.

Òàêèì îáðàçîì,
F (C1, C2) = 1 + 2C2

1 − C2.

Îòñþäà èñêîìàÿ èíòåãðàëüíàÿ ïîâåðõíîñòü èìååò âèä

1 + 2
(y
x

)2
− (x2 + y2 + u2) = 0.

Ïðèìåð 5.3. Áóäåì èñêàòü èíòåãðàëüíóþ ïîâåðõíîñòü äëÿ
óðàâíåíèÿ (3.7), ïðîõîäÿùóþ ÷åðåç îêðóæíîñòü x2 + y2 â ïëîñêî-
ñòè (x, y). Èç îáùåãî ðåøåíèÿ (3.9) âèäíî ÷òî òàêîâîé áóäåò ëþáàÿ
ïîâåðõíîñòü

u = F (x2 + y2)− F (1).

Íàïðèìåð, ïàðàáîëîèä

u = x2 + y2 − 1

èëè êîíóñ
u =

√
x2 + y2 − 1,

íàêîíåö, ïðîñòî ïëîñêîñòü u = 1. Íåîäíîçíà÷íîñòü ðåøåíèÿ ñâÿçà-
íà çäåñü ñ òåì, ÷òî çàäàííàÿ êðèâàÿ, ÷åðåç êîòîðóþ äîëæíà ïðîõî-
äèòü èíòåãðàëüíàÿ ïîâåðõíîñòü, ÿâëÿåòñÿ õàðàêòåðèñòèêîé.



Ãëàâà 2

ËÈÍÅÉÍÛÅ ÓÐÀÂÍÅÍÈß ÂÒÎÐÎÃÎ
ÏÎÐßÄÊÀ

�6. Êëàññèôèêàöèÿ ëèíåéíûõ óðàâíåíèé âòîðîãî ïîðÿäêà

Áóäåì ðàññìàòðèâàòü óðàâíåíèÿ ñ ÷àñòíûìè ïðîèçâîäíûìè âòî-
ðîãî ïîðÿäêà, ëèíåéíûå îòíîñèòåëüíî ñòàðøèõ ïðîèçâîäíûõ, ò.å.
èìåþùèå âèä

a11uxx + 2a12uxy + a22uyy + F (x, y, u, ux, uy) = 0, (6.1)

ãäå a11, a12, a22 ÿâëÿþòñÿ ôóíêöèÿìè x è y.
Ñ ïîìîùüþ ïðåîáðàçîâàíèÿ ïåðåìåííûõ

ξ = ϕ(x, y), η = ψ(x.y),

äîïóñêàþùåãî îáðàòíîå ïðåîáðàçîâàíèå (äëÿ ýòîãî äîñòàòî÷íî ïî-
òðåáîâàòü, ÷òîáû ôóíêöèîíàëüíûé îïðåäåëèòåëü

D =

∣∣∣∣ϕx ψx
ϕy ψy

∣∣∣∣
áûë îòëè÷åí îò íóëÿ), ìîæíî ïîëó÷èòü óðàâíåíèå, ýêâèâàëåíòíîå
èñõîäíîìó. Íàñ áóäåò èíòåðåñîâàòü âîïðîñ: êàê âûáðàòü íîâûå ïå-
ðåìåííûå ξ è η, ÷òîáû îòíîñèòåëüíî íèõ óðàâíåíèå èìåëî íàèáîëåå
ïðîñòîé (êàíîíè÷åñêèé) âèä.

Ïåðåéäÿ ê íîâûì ïåðåìåííûì, áóäåì èìåòü

ux =uξξx + uηηx,

uy =uξξy + uηηy,

uxx =(uξξx + uηηx)ξξx + (uξξx + uηηx)ηηx = uξξξ
2
x + uξ(ξx)ξξx

+ uηξηxξx + uη(ηx)ξξx + uξηξxηx + uξ(ξx)ηηx + uηηη
2
x

+ uη(ηx)ηηx = uξξξ
2
x + 2uξηξxηx + uηηη

2
x

+ uξ((ξx)ξξx + (ξx)ηηx) + uη((ηx)ξξx + (ηx)ηηx) = uξξξ
2
x

+ 2uξηξxηx + uηηη
2
x + uξξxx + uηηxx.

(6.2)

Àíàëîãè÷íî ïîëó÷àåì

uxy =uξξξxξy + uξη(ξxηx + ξyηx) + uηηηxηy + uξξxy + uηηxy,

uyy =uξξξ
2
y + 2uξηξyηy + uηηη

2
y + uξξyy + uηηyy.

(6.3)

12
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Ïîñëå ïîäñòàíîâêè ïîëó÷åííûõ ïðîèçâîäíûõ â (6.1) ïîëó÷èì óðàâ-
íåíèå

a11uξξ + 2a12uξη + a22uηη + F1(ξ, η, uξ, uη, u) = 0, (6.4)

ãäå
a11 = a11ξ

2
x + 2a12ξxξy + a22ξ

2
y ,

a12 = a11ξxηx + a12(ξxηy + ηxξy) + a22ξyηy,

a22 = a11η
2
x + 2a12ηxηy + a22η

2
y.

(6.5)

Çàìåòèì, ÷òî åñëè èñõîäíîå óðàâíåíèå ëèíåéíî, ò.å.

F (x, y, u, ux, uy) = b1ux + b2uy + cu+ f,

òî F1 èìååò âèä

F1(ξ, η, u, uξ, uη) = β1uξ + β2uη + γu+ δ.

Òàêèì îáðàçîì, óðàâíåíèå â ýòîì ñëó÷àå ñíîâà ïîëó÷àåòñÿ ëèíåé-
íûì.

Ïîïûòàåìñÿ âûáðàòü ïåðåìåííóþ ξ = ϕ(x, y) òàê, ÷òîáû êîýô-
ôèöèåíò a11 â óðàâíåíèè (6.4) áûë ðàâåí íóëþ. Äëÿ ýòîãî íåîáõî-
äèìî, ÷òîáû ξ = ϕ(x, y) áûëî ðåøåíèåì óðàâíåíèÿ

a11ξ
2
x + 2a12ξxξy + a22ξ

2
y = 0. (6.6)

Óðàâíåíèå (6.6) ìîæíî çàïèñàòü â âèäå ïðîèçâåäåíèÿ(
a11ξx −

(
−a12 +

√
a212 − a11a22

)
ξy

)
×
(
a11ξx −

(
−a12 −

√
a212 − a11a22

)
ξy

)
= 0.

Òàêèì îáðàçîì, ðåøåíèå óðàâíåíèÿ (6.6) ñâåëîñü ê ðåøåíèþ äâóõ
ëèíåéíûõ îäíîðîäíûõ óðàâíåíèé ïåðâîãî ïîðÿäêà

a11ξx −
(
−a12 ±

√
a212 − a11a22

)
ξy = 0. (6.7)

Èç �3 ñëåäóåò, ÷òî äëÿ ðåøåíèÿ óðàâíåíèé (6.7) íàäî íàéòè îáùèé
èíòåãðàë êàæäîãî èç óðàâíåíèé

dy

dx
=
a12 ±

√
a212 − a11a22
a11

. (6.8)

Íà âèä ðåøåíèé óðàâíåíèé (6.8) ñóùåñòâåííî âëèÿåò çíàê ïîä-
êîðåííîãî âûðàæåíèÿ a212−a11a22. Ïî çíàêó ýòîãî âûðàæåíèÿ îïðå-
äåëÿåòñÿ òèï óðàâíåíèÿ (6.1).

Áóäåì íàçûâàòü óðàâíåíèå (6.1) â òî÷êå M

ãèïåðáîëè÷åñêîãî òèïà, åñëè a212 − a11a22 > 0,

ýëëèïòè÷åñêîãî òèïà, åñëè a212 − a11a22 < 0,

ïàðàáîëè÷åñêîãî òèïà, åñëè a212 − a11a22 = 0.
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Ìîæíî óáåäèòüñÿ â ñïðàâåäëèâîñòè ðàâåíñòâà

a212 − a11a22 = (a212 − a11a22)D2,

èç êîòîðîãî ñëåäóåò, ÷òî òèï óðàâíåíèÿ íå ìåíÿåòñÿ ïðè ïðåîáðà-
çîâàíèè ïåðåìåííûõ.

Ñëåäóåò îòìåòèòü òàêæå, ÷òî òèï óðàâíåíèÿ çàâèñèò îò òî÷êè
M è â ðàçíûõ òî÷êàõ ìîæåò áûòü ðàçíûì.

Ïðèìåð 6.1. Ðàññìîòðèì óðàâíåíèå

uxx + xuyy = 0, (6.9)

çäåñü a11 = 1, a12 = 0 è a22 = x, ñëåäîâàòåëüíî,

a212 − a11a22 = −x.
Òåì ñàìûì ïðè x < 0 óðàâíåíèå (6.9) ãèïåðáîëè÷åñêîãî òèïà,

ïðè x = 0 � ïàðàáîëè÷åñêîãî òèïà, à ïðè x > 0 � ýëëèïòè÷åñêîãî
òèïà.

�7. Ïðèâåäåíèå ëèíåéíûõ óðàâíåíèé âòîðîãî ïîðÿäêà ê

êàíîíè÷åñêîé ôîðìå

Óðàâíåíèå
a11dy

2 − 2a12dxdy + a22dx
2 = 0 (7.1)

áóäåì íàçûâàòü õàðàêòåðèñòè÷åñêèì äëÿ óðàâíåíèÿ (6.1), à åãî
èíòåãðàëû � õàðàêòåðèñòèêàìè.

Óðàâíåíèå (6.1) ðàñïàäàåòñÿ íà äâà óðàâíåíèÿ (6.8) è èãðàåò
îñíîâíóþ ðîëü â çàäà÷å ïðèâåäåíèÿ ê êàíîíè÷åñêîìó âèäó óðàâ-
íåíèÿ (6.1). Çàìåòèì, ÷òî äëÿ óðàâíåíèÿ ãèïåðáîëè÷åñêîãî òèïà
õàðàêòåðèñòèêè äåéñòâèòåëüíûå è ðàçëè÷íûå, äëÿ óðàâíåíèé ýë-
ëèïòè÷åñêîãî òèïà � êîìïëåêñíûå è ðàçëè÷íûå, à äëÿ óðàâíåíèé
ïàðàáîëè÷åñêîãî òèïà îáå õàðàêòåðèñòèêè äåéñòâèòåëüíûå è ñîâ-
ïàäàþò.

Ðàçáåðåì êàæäûé èç ýòèõ ñëó÷àåâ â îòäåëüíîñòè.
1. Äëÿ óðàâíåíèé ãèïåðáîëè÷åñêîãî òèïà a212− a11a22 > 0 è ïðà-

âûå ÷àñòè óðàâíåíèé (6.8) äåéñòâèòåëüíûå è ðàçëè÷íûå. Îáùèå èí-
òåãðàëû èõ ϕ(x, y) = C è ψ(x, y) = C îïðåäåëÿþò ñåìåéñòâà õàðàê-
òåðèñòèê.

Ïîëîæèì
ξ = ϕ(x, y), η = ψ(x, y),

òîãäà êîýôôèöèåíòû a11 è a22 (6.5) îáðàòÿòñÿ â íóëü è óðàâíåíèå
(6.4) ïîñëå äåëåíèÿ íà êîýôôèöèåíò ïðè uξη ïðèâåäåòñÿ ê âèäó

uξη = Φ(ξ, η, u, uξ, uη), (7.2)

ãäå Φ = − F1

2a12
. Ýòî � òàê íàçûâàåìàÿ êàíîíè÷åñêàÿ ôîðìà óðàâíå-

íèé ãèïåðáîëè÷åñêîãî òèïà. ×àñòî ïîëüçóåòñÿ äðóãîé êàíîíè÷åñêîé
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ôîðìîé. Ïîëîæèì

α =
ξ + η

2
, β =

ξ − η
2

,

ãäå α è β � íîâûå ïåðåìåííûå. Òîãäà

uξ =
1

2
(uα + uβ), uη =

1

2
(uα − uβ), uξη =

1

4
(uαα − uββ)

è óðàâíåíèå (7.2) ïðèìåò âèä

uαα − uββ = Φ1,

ãäå Φ1 = 4Φ.
2. Äëÿ óðàâíåíèé ïàðàáîëè÷åñêîãî òèïà a212−a11a22 = 0, è óðàâ-

íåíèå (6.8) äàåò îäèí îáùèé èíòåãðàë ϕ(x, y) = C. Ïîëîæèì â ýòîì
ñëó÷àå

ξ = ϕ(x, y), η = ψ(x, y),

ãäå ψ(x, y) � ëþáàÿ ôóíêöèÿ, äîïóñêàþùàÿ âìåñòå ñ ϕ(x, y) îáðàò-
íîå ïðåîáðàçîâàíèå ïåðåìåííûõ. Òîãäà

a11 = a11ξ
2
x + 2a12ξxξy + a22ξ

2
y = a11

(
ξx +

a12
a11

ξy

)2

= 0,

a12 = a11

(
ξx +

a12
a11

ξy

)(
ηx +

a12
a11

ηy

)
= 0,

ò.ê. a212 = a11a22. Ïîñëå äåëåíèÿ óðàâíåíèÿ (6.4) íà êîýôôèöèåíò
ïðè uξη ïîëó÷èì êàíîíè÷åñêóþ ôîðìó äëÿ óðàâíåíèÿ ïàðàáîëè÷å-
ñêîãî òèïà

uηη = Φ(ξ, η, u, uξ, uη),

ãäå Φ = −F11

a22
.

3. Äëÿ óðàâíåíèÿ ýëëèïòè÷åñêîãî òèïà a212−a11a22 < 0 è ïðàâûå
÷àñòè óðàâíåíèÿ (6.8) êîìïëåêñíî ñîïðÿæåííûå, ïîýòîìó îáùèå èí-
òåãðàëû ýòèõ óðàâíåíèé áóäóò òàêæå êîìïëåêñíî ñîïðÿæåííûìè

ϕ(x, y) = C, ϕ(x, y) = C.

×òîáû íå èìåòü äåëà ñ êîìïëåêñíûìè ïåðåìåííûìè è ôóíêöèÿìè,
ââåäåì íîâûå, óæå âåùåñòâåííûå, ïåðåìåííûå α è β

α =
ϕ+ ϕ

2
, β =

ϕ− ϕ
2i

,

ò.å. ϕ = α + iβ, ϕ = α− iβ. Òàêèì îáðàçîì,

0 = a11ϕ
2
x+2a12ϕxϕy+a22ϕ

2
y = a11(αx+iβx)

2+2a12(αx+iβx)(αy+iβy)

+a22(αy+iβy)
2 = (a11α

2
x+2a12αxαy+a22α

2
y)−(a11β

2
x+2a12βxβy+a22β

2
y)

+ 2i(a11αxβx + a12(αxβy + αyβx) + a22αyβy).
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Îòñþäà ñëåäóåò (ñì. (6.5)), ÷òî a11 = a22 è a12 = 0. Óðàâíåíèå (6.4)
ïîñëå äåëåíèÿ íà êîýôôèöèåíò ïðè uαα ïðèíèìàåò âèä

uαα + uββ = Φ(α, β, u, uα, uβ),

ãäå Φ = − F1

a11
.

Èòàê, â çàâèñèìîñòè îò çíàêà âûðàæåíèÿ a212−a11a22 (ò.å. îò òèïà
óðàâíåíèÿ) ïîëó÷àåì ñëåäóþùèå êàíîíè÷åñêèå ôîðìû óðàâíåíèÿ
(6.1):

1. Ãèïåðáîëè÷åñêèé òèï: uξη = Φ èëè uαα − uββ = Φ.
2. Ïàðàáîëè÷åñêèé òèï: uηη = Φ.
3. Ýëëèïòè÷åñêèé òèï: uαα + uββ = Φ.

�8. Êàíîíè÷åñêèå ôîðìû ëèíåéíûõ óðàâíåíèé ñ

ïîñòîÿííûìè êîýôôèöèåíòàìè

Ëèíåéíîå óðàâíåíèå âòîðîãî ïîðÿäêà ñ ïîñòîÿííûìè êîýôôè-
öèåíòàìè èìååò âèä

a11uxx + 2a12uxy + a22uyy + b1ux + b2uy + cu+ f(x, y) = 0. (8.1)

Ðåøàÿ óðàâíåíèå (6.8) ïîëó÷àåì õàðàêòåðèñòèêè, êîòîðûå áóäóò
ïðÿìûìè ëèíèÿìè

y = λ1x+ C1, y = λ2x+ C2,

ãäå λ1 è λ2 êîðíè óðàâíåíèÿ (åãî óäîáíî â äàííîì ñëó÷àå òîæå
íàçûâàòü õàðàêòåðèñòè÷åñêèì)

a11λ
2 − 2a12λ+ a22 = 0. (8.2)

Òåïåðü ñ ïîìîùüþ ñîîòâåòñòâóþùåãî ïðåîáðàçîâàíèÿ ïåðåìåí-
íûõ, à èìåííî:

1. Åñëè λ1 è λ2 âåùåñòâåííûå è ðàçëè÷íûå (ãèïåðáîëè÷åñêèé
òèï)

ξ = y − λ1x, η = y − λ2x èëè ξ = y − λ1 + λ2
2

x, η =
λ2 − λ2

2
x;

2. Åñëè λ1 = λ2 = λ (ïàðàáîëè÷åñêèé òèï)

ξ = y − λx, η = x;

3. Åñëè λ1,2 = a± ib (b 6= 0) (ýëëèïòè÷åñêèé òèï)

ξ = y − ax, η = bx;

óðàâíåíèå (8.1) ïðèâîäèòñÿ ê îäíîìó èç ñëåäóþùèõ âèäîâ:

1. uξη + Φ = 0 èëè uξξ − uηη + Φ = 0;
2. uηη + Φ = 0;
3. uξξ + uηη + Φ = 0;
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çäåñü Φ = β1uξ + β2uη + cu+ f .

Ïðèìåð 8.1. Ïðèâåñòè ê êàíîíè÷åñêîìó âèäó óðàâíåíèå

uxx + 3uxy + 2uyy = 0. (8.3)

Íàïèøåì õàðàêòåðèñòè÷åñêîå óðàâíåíèå (8.2)

λ2 − 3λ+ 2 = 0.

Ñëåäîâàòåëüíî, λ1 = 1, λ2 = 2. Óðàâíåíèå � ãèïåðáîëè÷åñêîãî
òèïà, ïîýòîìó äåëàåì çàìåíó

ξ = y − x, η = y − 2x èëè ξ = y − 3

2
x, η = x.

Ïîñëå çàìåíû ïåðåìåííûõ óðàâíåíèå èìååò âèä uξη = 0 èëè
uξξ−uηη = 0. Çàìåòèì, ÷òî ðåøåíèå óðàâíåíèÿ uξη = 0 ðàññìàòðèâà-
ëîñü â ïðèìåðå 1.3. Òåì ñàìûì ìû ìîæåì âûïèñàòü îáùåå ðåøåíèå
óðàâíåíèÿ (8.3)

u = ϕ(ξ) + ψ(η) = ϕ(y − x) + ψ(y − 2x).

Ïðèìåð 8.2. Ïðèâåñòè ê êàíîíè÷åñêîìó âèäó óðàâíåíèå

uxx + 2uxy + uyy + ux + uy = 0. (8.4)

Ðåøàÿ õàðàêòåðèñòè÷åñêîå óðàâíåíèå

λ2 − 2λ+ 1 = 0,

ïîëó÷àåì λ1 = λ2 = 1. Ñëåäîâàòåëüíî, óðàâíåíèå (8.4) ïàðàáîëè÷å-
ñêîãî òèïà. Äåëàåì çàìåíó ξ = y − x, η = x. Èìååì

ux = uξξx + uηηx = uη − uξ,
uy = uξξy + uηηy = uξ,

uxx = (uη − uξ)ξξx + (uη − uξ)ηηx = −(uηξ − uξξ) + (uηη − uξη)
= uξξ − 2uξη + uηη,

uyy = (uξ)ξξy + (uξ)ηηy = uξξ,

uxy = (uη − uξ)ξξy + (uη − uξ)ηηy = uηη − uξξ.
Ïîäñòàâëÿÿ ïîëó÷åííûå âûðàæåíèÿ â óðàâíåíèå (8.4) è ïðèâîäÿ
ïîäîáíûå ÷ëåíû, áóäåì èìåòü

uηη + uη = 0.

Çàìåòèì, ÷òî ìû ïîëó÷èëè óðàâíåíèå, êîòîðîå ìîæíî ðàññìàòðè-
âàòü è êàê îáûêíîâåííîå äèôôåðåíöèàëüíîå óðàâíåíèå, çàâèñÿùåå
îò ïàðàìåòðà ξ. Ðåøàÿ åãî, ïîëó÷àåì

u = C1(ξ) + C2(ξ)e
−η = C1(y − x) + C2(y − x)e−x.

Ïðèìåð 8.3. Ïðèâåñòè ê êàíîíè÷åñêîìó âèäó óðàâíåíèå

uxx − 2uxy + 2uyy + ux + uy = 0. (8.5)
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Äëÿ êîðíåé õàðàêòåðèñòè÷åñêîãî óðàâíåíèÿ

λ2 + 2λ+ 2 = 0

èìååì λ1,2 = −1 ± i. Óðàâíåíèå � ýëëèïòè÷åñêîãî òèïà, ïîýòîìó
äåëàåì çàìåíó

ξ = x+ y, η = x.

Ïîäñòàâëÿÿ âûðàæåíèÿ

ux = uξξx + uηηx = uξ + uη,

uy = uξξy + uηηy = uξ,

uxx = uξξ + 2uξη + uηη,

uxy = uξξ + uξη, uyy = uξξ,

â óðàâíåíèå (8.5), ïîëó÷àåì

uξξ + uηη + 2uξ + uη = 0. (8.6)

Äëÿ ëèíåéíûõ óðàâíåíèé âòîðîãî ïîðÿäêà ñ ïîñòîÿííûìè êîýô-
ôèöèåíòàìè âîçìîæíû äàëüíåéøèå óïðîùåíèÿ êàíîíè÷åñêîé ôîð-
ìû óðàâíåíèé. Ââåäåì äëÿ ýòîãî âìåñòî u íîâóþ ôóíêöèþ ϑ:

u = eλξ+µηϑ,

ãäå λ è µ � íåêîòîðûå ïîñòîÿííûå. Òîãäà

uξ = eλξ+µη(ϑξ + λϑ),

uη = eλξ+µη(ϑη + µϑ),

uξξ = eλξ+µη(ϑξξ + 2λϑξ + λ2ϑ),

uξη = eλξ+µη(ϑξη + 2λϑη + µϑξ + λµϑ),

uηη = eλξ+µη(ϑηη + 2µϑη + µ2ϑ).

(8.7)

Ïîäñòàâëÿåì ýòè âûðàæåíèÿ, íàïðèìåð, â óðàâíåíèå

uξη + β1uξ + β2uη + cu+ f = 0

è ñîêðàùàÿ çàòåì íà eλξ+µη, ïîëó÷èì

ϑξη + (µ+ β1)ϑξ + (λ+ β2)ϑη + (λµ+ β1λ+ β2µ+ c)ϑ+ f1 = 0.

Âûáåðåì ïàðàìåòðû λ è µ òàê, ÷òîáû êîýôôèöèåíòû ïðè ïåðâûõ
ïðîèçâîäíûõ îáðàòèëèñü â íóëü (λ = −β2, µ = −β1). Â ðåçóëüòàòå
ïîëó÷èì

ϑξη + γϑ+ f1 = 0,

ãäå γ = λµ+ β1λ+ β2µ+ c = c− β1β2, f1 = feλξ+µη.
Àíàëîãè÷íî óïðîùåíèÿ ïðîâîäÿòñÿ è äëÿ äðóãèõ êàíîíè÷åñêèõ

ôîðì. Îêîí÷àòåëüíî ïðèõîäèì ê ñëåäóþùèì êàíîíè÷åñêèì ôîð-
ìàì äëÿ óðàâíåíèé ñ ïîñòîÿííûìè êîýôôèöèåíòàìè:

1. Ãèïåðáîëè÷åñêèé òèï

ϑξη + γϑ+ f1 = 0 èëè ϑξξ − ϑηη − γϑ+ f1 = 0.



�8. ÊÀÍÎÍÈ×ÅÑÊÈÅ ÔÎÐÌÛ ÄËß ÏÎÑÒÎßÍÍÛÕ ÊÎÝÔÔÈÖÈÅÍÒÎÂ19

2. Ïàðàáîëè÷åñêèé òèï

ϑηη + β1ϑξ + f1 = 0.

3. Ýëëèïòè÷åñêèé òèï

ϑξξ + ϑηη + γϑ+ f1 = 0.

Ïðèìåð 8.4. Óïðîñòèì óðàâíåíèå (8.6), ïîëó÷åííîå â ïðèìå-
ðå 8.3. Ïîäñòàâëÿÿ âûðàæåíèÿ äëÿ ïðîèçâîäíûõ (8.7) è ñîêðàùàÿ
íà eλξ+µη, áóäåì èìåòü

ϑξξ + ϑηη + 2(λ+ 1)ϑξ + (2µ+ 1)ϑη + (λ2 + µ2 − 2λ+ µ)ϑ = 0.

Âûáåðåì λ = −1, µ = −1

2
. Òîãäà óðàâíåíèå áóäåò èìåòü âèä

ϑξξ + ϑηη −
5

4
ϑ = 0.
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