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Ãëàâà 3

Óðàâíåíèÿ ãèïåðáîëè÷åñêîãî òèïà

Óðàâíåíèÿ ñ ÷àñòíûìè ïðîèçâîäíûìè âòîðîãî ïîðÿäêà ãèïåðáî-
ëè÷åñêîãî òèïà íàèáîëåå ÷àñòî âñòðå÷àþòñÿ â ôèçè÷åñêèõ çàäà÷àõ,
ñâÿçàííûõ ñ ïðîöåññàìè êîëåáàíèé. Ïðîñòåéøåå óðàâíåíèå ãèïåð-
áîëè÷åñêîãî òèïà

uxx − uyy = 0

îáû÷íî íàçûâàþò óðàâíåíèåì êîëåáàíèé ñòðóíû.

�9. Óðàâíåíèÿ ìàëûõ ïîïåðå÷íûõ êîëåáàíèé ñòðóíû

Ðàññìîòðèì ñòðóíó äëèíû l, ðàñïîëîæåííóþ íà îñè Ox. Áóäåì
ïðåäïîëàãàòü, ÷òî âûïîëíåíû ñëåäóþùèå óñëîâèÿ:

1. Êîëåáàíèÿ ñòðóíû ïðîèñõîäÿò â ïëîñêîñòè (x, u).
2. Âåêòîð ñìåùåíèÿ ïåðïåíäèêóëÿðåí â ëþáîé ìîìåíò ê îñè
Ox. Â ñèëó ýòîãî ïðîöåññ ìîæíî îïèñàòü ôóíêöèåé u(x, t),
ðàâíîé îòêëîíåíèþ îò ïîëîæåíèÿ ðàâíîâåñèÿ òî÷êè ñ àáñ-
öèññîé x â ìîìåíò âðåìåíè t.

3. Ñòðóíà ðàññìàòðèâàåòñÿ êàê ãèáêàÿ, àáñîëþòíî óïðóãàÿ
íèòü. Ýòî îçíà÷àåò, ÷òî, âî-ïåðâûõ, íàïðÿæåíèÿ, âîçíèêàþ-
ùèå â ñòðóíå, íàïðàâëåíû ïî êàñàòåëüíûì ê åå ìãíîâåííîìó
ïðîôèëþ (ñòðóíà íå ñîïðîòèâëÿåòñÿ èçãèáó) (ðèñ. 1). Âî-
âòîðûõ, àáñîëþòíàÿ óïðóãîñòü îçíà÷àåò ñïðàâåäëèâîñòü çà-
êîíà Ãóêà, ò.å. íàòÿæåíèå ñòðóíû ïðîïîðöèîíàëüíî åå óäëè-
íåíèþ.

4. Ñòðóíà ÿâëÿåòñÿ îäíîðîäíîé, ò.å. èìååò ïîñòîÿííóþ ëèíåé-
íóþ ïëîòíîñòü ρ.

5. Ðàññìàòðèâàþòñÿ òîëüêî ìàëûå êîëåáàíèÿ, ò.å. âåëè÷èíû
ïîðÿäêà u2

x è âûøå îòáðàñûâàþòñÿ.
6. Ïðåäïîëàãàåòñÿ, ÷òî íà ñòðóíó äåéñòâóåò íåêîòîðàÿ âíåø-

íÿÿ ñèëà, íàïðàâëåííàÿ ïåðïåíäèêóëÿðíî îñè Ox, ñ ïëîòíî-
ñòüþ

g(x, t) = lim
∆x→0

∆F

∆x
,

2
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ãäå ∆F � ñèëà, äåéñòâóþùàÿ íà ó÷àñòîê ñòðóíû äëèíîé ∆x.
Íàïðèìåð, òàêîâà ñèëà òÿæåñòè, äëÿ íåå ∆F = g∆m = gρ∆x
è g(x, t) ≡ gρ,
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Ðèñ. 1

Ïðè ñäåëàííûõ ïðåäïîëîæåíèÿõ ìîæíî ïðåíåáðå÷ü óäëèíåíèåì
ñòðóíû. Äåéñòâèòåëüíî, ò.ê.√

1 + u2
x ≈ 1 +

1

2
u2
x,

à âåëè÷èíîé u2
x ìîæíî ïðåíåáðå÷ü, òî äëÿ äëèíû ñòðóíû èìååì

L(t) =

∫ x2

x1

√
1 + u2

x dx ≈ x2 − x1.

Îòñþäà (çàêîí Ãóêà) ñëåäóåò, ÷òî íàòÿæåíèå ñòðóíû íå çàâèñèò îò
âðåìåíè. Ïîêàæåì, ÷òî íàòÿæåíèå âî âñåõ òî÷êàõ ñòðóíû ìîæíî
ñ÷èòàòü ïîñòîÿííûì.

Âûäåëèì ó÷àñòîê ñòðóíû [x1, x2]. Íà íåãî äåéñòâóþò ñèëû íà-
òÿæåíèÿ, âíåøíÿÿ ñèëà F è ñèëû èíåðöèè. Ñóììà ñèë íàòÿæåíèÿ
è âíåøíåé ñèëû äîëæíà ðàâíÿòüñÿ ñèëå èíåðöèè

(9.1) T1 + T2 + F = ma.

Ñóììà ïðîåêöèé âñåõ ñèë íà îñü Ox äîëæíà áûòü ðàâíà íóëþ, ò.ê.
ðàññìàòðèâàþòñÿ ïîïåðå÷íûå êîëåáàíèÿ,

(T1)x + (T2)x = 0.

Äëÿ ïðîåêöèé ñèë íàòÿæåíèÿ íà îñü Ox èìååì

(T1)x = −T (x1) cosα1 = − T (x1)√
1 + u2

x

≈ −T (x1),

(T2)x = −T (x2) cosα2 =
T (x2)√
1 + u2

x

≈ T (x2).
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Ñëåäîâàòåëüíî, T (x1) = T (x2) = T0, ò.å. ñèëà íàòÿæåíèÿ îäèíàêîâà
ïðè âñåõ x.

Ðàññìîòðèì òåïåðü ïðîåêöèþ ðàâåíñòâà (9.1) íà îñü Ou

(9.2) −T0 sinα1 + T0 sinα2 + F = ma.

Ó÷òåì, ÷òî èç ïðåäïîëîæåíèÿ 5 ñëåäóåò

sinα ≈ tgα = ux.

Êðîìå òîãî, F ≈ g(x, t)(x2−x1), m = ρ(x2−x1) è a = utt. Ïîëîæèì
x1 = x, à x2 = x+∆x. Òîãäà ðàâåíñòâî (9.2) ìîæíî çàïèñàòü â âèäå

(9.3) −T0ux(x, t) + Toux(x+ ∆x, t) + g(x, t)∆x = ρ∆xutt.

Ïî òåîðåìå Ëàãðàíæà

ux(x+ ∆x, t)− ux(x, t) = uxx(x+ θ∆x, t)∆x, 0 < θ < 1.

Ó÷èòûâàÿ ïîñëåäíåå ðàâåíñòâî è ïåðåõîäÿ ê ïðåäåëó ïðè ∆x → 0
â ðàâåíñòâå (9.3), áóäåì èìåòü

T0uxx + g(x, t) = ρutt.

Ââåäÿ îáîçíà÷åíèÿ

a =

√
T0

ρ
, f(x, t) =

1

ρ
g(x, t),

ïîëó÷àåì óðàâíåíèå

(9.4) utt = a2uxx + f(x, t).

Ïðè îòñóòñòâèè âíåøíåé ñèëû ïîëó÷èì îäíîðîäíîå óðàâíåíèå

(9.5) utt = a2uxx.

Åñëè äëÿ ïëîñêîé ïëåíêè (ìåìáðàíû) ñ÷èòàòü âûïîëíåííûìè
óñëîâèÿ, àíàëîãè÷íûå óñëîâèÿì 1.�6., òî óðàâíåíèå ïîïåðå÷íûõ êî-
ëåáàíèé ìåìáðàíû çàïèøåòñÿ â âèäå

(9.6) utt = a2(uxx + uyy) + f(x, y, t),

çäåñü u(x, y, t) � îòêëîíåíèå òî÷åê ìåìáðàíû.
Óðàâíåíèÿ (9.4)�(9.6) íàçûâàþòñÿ âîëíîâûìè óðàâíåíèÿìè. Â

òðåõìåðíîì ñëó÷àå îäíîðîäíîå âîëíîâîå óðàâíåíèå èìååò âèä

utt = a2((uxx + uyy + uzz)

èëè, èñïîëüçóÿ òðåõìåðíûé îïåðàòîð Ëàïëàñà

∆ =
∂2

∂x2
+

∂2

∂y2
+

∂2

∂z2
,

utt = a2∆u.
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Ýòî óðàâíåíèå îïèñûâàåò êîëåáàíèå ãàçà, ðàñïðîñòðàíåíèå çâóêî-
âûõ âîëí (óðàâíåíèå àêóñòèêè).

�10. Íà÷àëüíûå è ãðàíè÷íûå óñëîâèÿ. Êðàåâûå çàäà÷è

Äèôôåðåíöèàëüíûå óðàâíåíèÿ ñ ÷àñòíûìè ïðîèçâîäíûìè èìåþò,
âîîáùå ãîâîðÿ, áåñêîíå÷íîå ìíîæåñòâî ðåøåíèé. Ïîýòîìó äëÿ îä-
íîçíà÷íîé õàðàêòåðèñòèêè ïðîöåññà, îïèñûâàåìîãî óðàâíåíèåì ñ
÷àñòíûìè ïðîèçâîäíûìè, íåîáõîäèìî íàëîæèòü åùå íåêîòîðûå äî-
ïîëíèòåëüíûå óñëîâèÿ.

Ðàññìîòðèì çàäà÷ó î ïîïåðå÷íûõ êîëåáàíèÿõ ñòðóíû. Ýòîò ïðî-
öåññ, îïèñûâàåìûé, êàê áûëî ïîêàçàíî, óðàâíåíèåì (9.4), çàâèñèò
îò íà÷àëüíîé ôîðìû ñòðóíû è ðàñïðåäåëåíèÿ ñêîðîñòåé âäîëü íåå.
Óñëîâèÿ íà÷àëüíîé ôîðìû è ðàñïðåäåëåíèÿ ñêîðîñòåé íîñÿò íàçâà-
íèå íà÷àëüíûõ óñëîâèé:{

u(x, t0) = ϕ(x),

ut(x, t0) = ψ(x).

Ýòè óñëîâèÿ àíàëîãè÷íû óñëîâèÿì, çàäàâàåìûì â çàäà÷å Êîøè
(ñì. �2).

Ïðîöåññ êîëåáàíèÿ çàâèñèò òàêæå îò ïîâåäåíèÿ ñòðóíû íà åå
êîíöàõ. Ïîýòîìó, êðîìå íà÷àëüíûõ óñëîâèé, çàäàþò åùå ãðàíè÷íûå
óñëîâèÿ. Òèïû ãðàíè÷íûõ óñëîâèé äîâîëüíî ðàçíîîáðàçíû. Çäåñü
áóäóò ðàññìîòðåíû òðè òèïà òàêèõ óñëîâèé.

1. Ãðàíè÷íîå óñëîâèå 1-ãî ðîäà. Çàäàí çàêîí äâèæåíèÿ êîí-
öà ñòðóíû (íàïðèìåð, ëåâîãî):

u(0, t) = µ(t).

Â ÷àñòíîñòè, ïðè µ(t) ≡ 0 êîíåö çàêðåïëåí.
2. Ãðàíè÷íîå óñëîâèå 2-ãî ðîäà. Ïðåäïîëîæèì, ÷òî ëåâûé

êîíåö ñòðóíû ñâîáîäåí. Òîãäà äëÿ ó÷àñòêà ñòðóíû îò 0 äî ∆x (ðèñ.
2) óðàâíåíèå (9.1) çàïèøåòñÿ â âèäå

T0 + F = ma.

Ðàññìîòðèì ïðîåêöèþ ýòîãî ðàâåíñòâà íà îñü Ou

T0 sinα + F = ma.

Â ñèëó òîãî, ÷òî sinα ≈ tgα = ux, F ≈ g(0, t)∆x, m = ρ∆x è
a = utt, èìååì

T0ux + g(0, t)∆x = ρ∆xutt.

Îòñþäà ïðè ∆x→ 0 ïîëó÷àåì

ux(0, t) = 0.
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Ðèñ. 2

Â îáùåì ñëó÷àå, êîãäà íà êîíåö äåéñòâóåò íåêîòîðàÿ ñèëà, ãðàíè÷-
íîå óñëîâèå 2-ãî ðîäà áóäåò èìåòü âèä

ux(0, t) = ν(t).

3. Ãðàíè÷íîå óñëîâèå 3-ãî ðîäà. Åñëè íà êîíåö ñòðóíû äåé-
ñòâóåò óïðóãàÿ ñèëà, òî îíà, ñîãëàñíî çàêîíó Ãóêà, ïðîïîðöèîíàëü-
íà ñìåùåíèþ u(0, t). Ãðàíè÷íîå óñëîâèå â ýòîì ñëó÷àå èìååò âèä

ux(0, t) = h1u(0, t), h1 > 0.

Â ñëó÷àå ïðàâîãî êîíöà

ux(l, t) = −h2u(l, t), h2 > 0.

Åñëè êîíöû ñòðóíû ïåðåìåùàþòñÿ è èõ îòêëîíåíèÿ îò íà÷àëüíîãî
ïîëîæåíèÿ çàäàþòñÿ ôóíêöèÿìè θ1(t) íà ëåâîì êîíöå è θ2(t) íà
ïðàâîì êîíöå, òî ãðàíè÷íûå óñëîâèÿ ïðèíèìàþò âèä

ux(0, t) = h1(u(0, t)− θ1(t)),

ux(l, t) = −h2(u(l, t)− θ2(t)).

Âîçìîæíû ðàçëè÷íûå êîìáèíàöèè ïåðå÷èñëåííûõ òèïîâ ãðà-
íè÷íûõ óñëîâèé.

Åñëè ôóíêöèè µ(t), ν(t), θ1(t) èëè θ2(t) ðàâíû íóëþ, òî ñîîòâåò-
ñòâóþùèå ãðàíè÷íûå óñëîâèÿ íàçûâàþòñÿ îäíîðîäíûìè.

Ñôîðìóëèðóåì òåïåðü ïåðâóþ êðàåâóþ çàäà÷ó. Òðåáóåòñÿ íàéòè
ôóíêöèþ u(x, t), óäîâëåòâîðÿþùóþ äëÿ 0 ≤ x ≤ l, t ≥ 0 óðàâíåíèþ

(10.1) utt = a2uxx + f(x, t),

íà÷àëüíûì óñëîâèÿì

(10.2)
u(x, 0) = ϕ(x),

ut(x, 0) = ψ(x),
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è ãðàíè÷íûì óñëîâèÿì

u(0, t) = µ1(t),

u(l, t) = µ2(t).

Åñëè âìåñòî ãðàíè÷íûõ çíà÷åíèé 1-ãî ðîäà ðàññìàòðèâàþòñÿ
ãðàíè÷íûå óñëîâèÿ 2-ãî èëè 3-ãî ðîäà, òî ñîîòâåòñòâóþùèå çàäà÷è
íàçûâàþòñÿ âòîðîé èëè òðåòüåé êðàåâîé çàäà÷àìè. Êðàåâàÿ çà-
äà÷à íàçûâàåòñÿ ñìåøàííîé, åñëè ãðàíè÷íûå óñëîâèÿ ïðè x = 0 è
x = l èìåþò ðàçëè÷íûå òèïû.

Âîïðîñ î ñóùåñòâîâàíèè ðåøåíèé êðàåâûõ çàäà÷ ðåøàåòñÿ, êàê
ïðàâèëî, óêàçàíèåì ìåòîäà íàõîæäåíèÿ ðåøåíèé, ÷òî è áóäåò ñäå-
ëàíî íèæå. ×òî êàñàåòñÿ åäèíñòâåííîñòè ðåøåíèÿ, òî èìååò ìåñòî
ñëåäóþùàÿ òåîðåìà, êîòîðóþ ïðèâåäåì áåç äîêàçàòåëüñòâà.

Òåîðåìà 10.1. Ñóùåñòâóåò òîëüêî îäíà ôóíêöèÿ, ÿâëÿþùà-

ÿñÿ ðåøåíèåì ïåðâîé, âòîðîé èëè òðåòüåé êðàåâûõ çàäà÷, ñðåäè

âñåõ ôóíêöèé u(x, t), íåïðåðûâíûõ âìåñòå ñ ïðîèçâîäíûìè uxx, utt,
uxt íà îòðåçêå 0 ≤ x ≤ l ïðè t ≥ 0.

Åñëè âëèÿíèå ãðàíèö íåñóùåñòâåííî, ñòðóíó ñ÷èòàþò íåîãðàíè-
÷åííîé, è ìîæíî ðàññìîòðåòü çàäà÷ó ñ íà÷àëüíûìè óñëîâèÿìè äëÿ

íåîãðàíè÷åííîé ñòðóíû, êîòîðàÿ ôîðìóëèðóåòñÿ òàê: íàéòè ðåøå-
íèå óðàâíåíèÿ (10.1) äëÿ −∞ < x < ∞, t ≥ 0, ñ íà÷àëüíûìè
óñëîâèÿìè (10.2).

Åñëè æå âëèÿíèå ëèøü îäíîãî èç êîíöîâ íåñóùåñòâåííî, òî ðàñ-
ñìàòðèâàåòñÿ çàäà÷à äëÿ ïîëóîãðàíè÷åííîé ñòðóíû. Â ñëó÷àå, êî-
ãäà âëèÿíèå ïðàâîãî êîíöà íåñóùåñòâåííî, îíà ôîðìóëèðóåòñÿ òàê:
íàéòè ðåøåíèå óðàâíåíèÿ (10.1) äëÿ 0 ≤ x <∞, t ≥ 0, ñ íà÷àëüíû-
ìè óñëîâèÿìè (10.2) è ãðàíè÷íûì óñëîâèåì

u(0, t) = µ(t).

�11. Ìåòîä ðàñïðîñòðàíÿþùèõñÿ âîëí. Ôîðìóëà Äà-

ëàìáåðà

Ðàññìîòðèì çàäà÷ó ñ íà÷àëüíûìè óñëîâèÿìè äëÿ íåîãðàíè÷åííîé
ñòðóíû:

utt − a2uxx = 0,(11.1) {
u(x, 0) = ϕ(x),

ut(x, 0) = ψ(x).
(11.2)
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Ïðèâåäåì óðàâíåíèå (11.1) ê êàíîíè÷åñêîìó âèäó (ñì. ��7,8). Õà-
ðàêòåðèñòè÷åñêîå óðàâíåíèå (8.2) èìååò â ýòîì ñëó÷àå âèä

λ2 − a2 = 0.

Ñëåäîâàòåëüíî, ïðÿìûå

x = at+ C1, x = −at+ C2,

ÿâëÿþòñÿ õàðàêòåðèñòèêàìè. Ââîäÿ íîâûå ïåðåìåííûå

ξ = x− at, η = x+ at,

óðàâíåíèå (11.1) ïðåîáðàçóåòñÿ ê âèäó

uξη = 0.

Îáùåå ðåøåíèå ýòîãî óðàâíåíèÿ çàïèñûâàåòñÿ â âèäå (ñì. ïðè-
ìåð 1.3)

u(ξ, η) = f1(ξ) + f2(η).

Òàêèì îáðàçîì, ôóíêöèÿ

(11.3) u(x, t) = f1(x− at) + f2(x+ at)

ÿâëÿåòñÿ îáùèì ðåøåíèåì óðàâíåíèÿ (11.1).
Îïðåäåëèì ôóíêöèè f1 è f2 òàê, ÷òîáû óäîâëåòâîðÿëèñü íà÷àëü-

íûå óñëîâèÿ (11.2)

(11.4)
u(x, 0) = f1(x) + f2(x) = ϕ(x),

ut(x, 0) = −af ′1(x) + af ′2(x) = ψ(x).

Èíòåãðèðóÿ âòîðîå ðàâåíñòâî, ïîëó÷àåì

f1(x)− f2(x) = −1

a

∫ x

x0

ψ(y) dy,

ãäå x0 � íåêîòîðàÿ ïîñòîÿííàÿ. Ó÷èòûâàÿ ïåðâîå ðàâåíñòâî â
(11.4), íàõîäèì

f1(x) =
1

2
ϕ(x)− 1

2a

∫ x

x0

ψ(y) dy,

f2(x) =
1

2
ϕ(x) +

1

2a

∫ x

x0

ψ(y) dy.

Ïîäñòàâëÿÿ íàéäåííûå ôóíêöèè â (11.3), èìååì

(11.5) u(x, t) =
ϕ(x− at) + ϕ(x+ at)

2
+

1

2a

∫ x+at

x−at
ψ(y) dy.

Ïîëó÷åííàÿ ôîðìóëà íîñèò íàçâàíèå ôîðìóëû Äàëàìáåðà. Íåòðóä-
íî ïðîâåðèòü, ÷òî ôóíêöèÿ u(x, t), îïðåäåëåííàÿ ôîðìóëîé Äàëàì-
áåðà, óäîâëåòâîðÿåò (åñëè ïîòðåáîâàòü îò ôóíêöèè ϕ äâóêðàòíîé,
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à îò ôóíêöèè ψ îäíîêðàòíîé äèôôåðåíöèðóåìîñòè) óðàâíåíèþ
(11.1) è íà÷àëüíûì óñëîâèÿì (11.2). Òåì ñàìûì ðåøåí âîïðîñ î ñó-
ùåñòâîâàíèè ðåøåíèÿ. Åäèíñòâåííîñòü ðåøåíèÿ ñëåäóåò â äàííîì
ñëó÷àå, íàïðèìåð, èç òîãî, ÷òî, êàê áûëî äîêàçàíî, âñÿêîå ðåøåíèå
çàäà÷è äîëæíî óäîâëåòâîðÿòü ðàâåíñòâó (11.5).

Ðàññìîòðèì ôèçè÷åñêóþ (âîëíîâóþ) èíòåðïðåòàöèþ îáùåãî ðå-
øåíèÿ (11.3). Ôóíêöèþ f(x−at) ìîæíî èíòåðïðåòèðîâàòü êàê âîë-
íó, ðàñïðîñòðàíÿþùóþñÿ âïðàâî ñî ñêîðîñòüþ a. Äåéñòâèòåëüíî,
ïðè t = 1 ãðàôèê ôóíêöèè f(x− a) ïîëó÷àåòñÿ èç ãðàôèêà ôóíê-
öèè f(x), ñîîòâåòñòâóþùåãî t = 0, ñäâèãîì íà a åäèíèö âïðàâî
(ðèñ. 3).

-

6

x

y

q
O

f(x) f(x−a)

x1 x1+a x2 x2+a

Ðèñ. 3

Àíàëîãè÷íî, ôóíêöèÿ f(x+at) ïðåäñòàâëÿåò âîëíó, ðàñïðîñòðà-
íÿþùóþñÿ âëåâî ñî ñêîðîñòüþ a. Òàêèì îáðàçîì, îáùåå ðåøåíèå
(11.3) åñòü ñóïåðïîçèöèÿ (íàëîæåíèå) äâóõ âîëí, îäíà èç êîòîðûõ
ðàñïðîñòðàíÿåòñÿ íàïðàâî ñî ñêîðîñòüþ a, à äðóãàÿ � íàëåâî ñ òîé
æå ñêîðîñòüþ.

Ðàññìîòðèì ôàçîâóþ ïëîñêîñòü � ïëîñêîñòü ïåðåìåííûõ (x, t)
è íåêîòîðóþ òî÷êó M(x0, t0) íà íåé. Ïðîâåäåì èç ýòîé òî÷êè õà-
ðàêòåðèñòèêè x−at = x0−at0, x+at = x0 +at0, êîòîðûå ïåðåñåêóò
îñü Ox â òî÷êàõ P (x0 − at0, 0) è Q(x0 + at0, 0) (ðèñ. 4).

Çàïèøåì òåïåðü ôîðìóëó Äàëàìáåðà (11.5) â âèäå

u(M) =
ϕ(P ) + ϕ(Q)

2
+

1

2a

∫
PQ

ψ(y) dy.

Îòñþäà âèäíî, ÷òî íà÷àëüíûå äàííûå, çàäàííûå âíå îòðåçêà PQ
íå îêàçûâàþò âëèÿíèÿ íà çíà÷åíèÿ ôóíêöèè u â òî÷êå M . Ýòî
çíà÷åíèå çàâèñèò ëèøü îò çíà÷åíèé ôóíêöèè ϕ â òî÷êàõ P è Q è
çíà÷åíèé ôóíêöèè ψ íà îòðåçêå PQ.
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-

6

x

t

q
O

�
�
�
�
�
�
�
�
�
�

Q
Q
Q

Q
Q
Q

Q
Q
Q

Q

q q

q

P (x0−at0, 0) Q(x0+at0, 0)

M(x0, t0)

Ðèñ. 4

Ðåøåíèå (11.5) ìîæíî ïðåäñòàâèòü â âèäå u(x, t) = u1(x, t) +
u2(x, t), ãäå

u1(x, t) =
1

2
(ϕ(x− at) + ϕ(x+ at)),

u2(x, t) = Φ(x+ at)− Φ(x− at),

Φ(x) =
1

2a

∫ x

x0

ψ(y) dy.

Ôóíêöèÿ u1(x, t) ïðåäñòàâëÿåò âîçìóùåíèå ñòðóíû, ñîçäàâàåìîå
íà÷àëüíûì îòêëîíåíèåì, à u2(x, t) � íà÷àëüíîé ñêîðîñòüþ òî÷åê
ñòðóíû.

Ïðèìåð 11.1. Ïóñòü íà÷àëüíàÿ ñêîðîñòü ðàâíà íóëþ (ψ(x) =
0), à ãðàôèê íà÷àëüíîãî îòêëîíåíèÿ ϕ(x) çàäàåòñÿ â âèäå ðàâíî-
áåäðåííîãî òðåóãîëüíèêà íà îòðåçêå [x1, x2]. Òîãäà

u(x, t) = u1(x, t) =
1

2
(ϕ(x− at) + ϕ(x+ at)),

ò.å. îòêëîíåíèå u(x, t) åñòü ñóììà �ëåâîé� è �ïðàâîé� áåãóùèõ
âîëí, íà÷àëüíàÿ ôîðìà êàæäîé èç êîòîðûõ îïðåäåëÿåòñÿ ôóíê-

öèåé
1

2
ϕ(x). Íà ðèñ. 5 äàíû ïîñëåäîâàòåëüíûå ïîëîæåíèÿ ñòðóíû

÷åðåç ïðîìåæóòêè âðåìåíè ∆t =
x2 − x1

8a
.

Ïðèìåð 11.2. Ïóñòü íà÷àëüíîå îòêëîíåíèå ϕ(x) = 0, à íà÷àëü-
íàÿ ñêîðîñòü îòëè÷íà îò íóëÿ òîëüêî íà îòðåçêå [x1, x2], ãäå ðàâíà
ïîñòîÿííîìó çíà÷åíèþ ψ0 (ò.å. ê ó÷àñòêó [x1, x2] ïðèêëàäûâàåòñÿ
èìïóëüñ, íàïðèìåð, ñ ïîìîùüþ áûñòðîãî óäàðà ïî ñòðóíå ìîëîòî÷-
êîì). Â ýòîì ñëó÷àå

u(x, t) = u2(x, t) = Φ(x+ at)− Φ(x− at).
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Ðèñ. 5

Ïîëîæèì x0 = 0, òîãäà

Φ(x) =
1

2a

∫ x

0

ψ(y) dy =


0, x < x1,
x− x1

2a
ψ0, x1 ≤ x ≤ x2,

x2 − x1

2a
ψ0, x > x2.
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Óêëîíåíèå òî÷åê ñòðóíû u(x, t) åñòü ðàçíîñòü �ëåâîé� è �ïðàâîé�
âîëí ñ ïðîôèëåì Φ(x) â íà÷àëüíûé ìîìåíò. Ïîñëåäîâàòåëüíûå ïî-

ëîæåíèÿ ñòðóíû ÷åðåç ïðîìåæóòêè âðåìåíè ∆t =
x2 − x1

8a
äàíû íà

ðèñ. 6

-

6u

t = 0
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Ðèñ. 6

Ïðîôèëü ñòðóíû ïðè t > 4∆t èìååò ôîðìó òðàïåöèè, ðàñøèðÿ-
þùåéñÿ ðàâíîìåðíî ñ òå÷åíèåì âðåìåíè.
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Çàìåòèì, ÷òî ôóíêöèè u(x, t), èçîáðàæåííûå íà ðèñ. 5, 6 íå ìî-
ãóò ÿâëÿòüñÿ ðåøåíèåì â îáû÷íîì ñìûñëå óðàâíåíèÿ (11.1), ò.ê.
îíè íå âåçäå ÿâëÿþòñÿ äâàæäû äèôôåðåíöèðóåìûìè. Ñòðîãî ãî-
âîðÿ, íàäî áûëî ðàññìàòðèâàòü ôóíêöèè, ó êîòîðûõ �ñãëàæåíû óã-
ëû�. Îäíàêî ìû ïðåíåáðåãëè ýòèì îáñòîÿòåëüñòâîì äëÿ óïðîùåíèÿ
ðèñóíêîâ.

�12. Ïîëóîãðàíè÷åííàÿ ñòðóíà. Ìåòîä ïðîäîëæåíèé

Ðàññìîòðèì ñëåäóþùóþ çàäà÷ó äëÿ ïîëóîãðàíè÷åííîé ñòðóíû:
íàéòè ðåøåíèå óðàâíåíèÿ (11.1) ïðè x ≥ 0, t ≥ 0, óäîâëåòâîðÿ-
þùåå íà÷àëüíûì óñëîâèÿì (11.2) è ãðàíè÷íîìó óñëîâèþ

(12.1) u(0, t) = 0.

Ôóíêöèè ϕ(x) è ψ(x) â íà÷àëüíûõ óñëîâèÿõ (11.2) çàäàíû òå-
ïåðü ëèøü ïðè x ≥ 0. Ïðîäîëæèì èõ íå÷åòíûì îáðàçîì, ïîëîæèì

Φ(x) =

{
ϕ(x), x ≥ 0,

−ϕ(−x), x < 0,

Ψ(x) =

{
ψ(x), x ≥ 0,

−ψ(−x), x < 0.

Áóäåì ñ÷èòàòü, ÷òî ïîëó÷åííàÿ ïîñëå ýòîãî ïðîäîëæåíèÿ ôóíêöèÿ
Φ(x) ÿâëÿåòñÿ äâóêðàòíî äèôôåðåíöèðóåìîé, à ôóíêöèÿ Ψ(x) �
îäíîêðàòíî äèôôåðåíöèðóåìîé íà âñåé ÷èñëîâîé îñè. Äëÿ ýòîãî,
êðîìå ñîîòâåòñòâóþùèõ ñâîéñòâ ôóíêöèé ϕ(x) è ψ(x), äîñòàòî÷-
íî ïîòðåáîâàòü âûïîëíåíèÿ ðàâåíñòâ ϕ(0) = ψ(0) = 0, ϕ′′(0) = 0
(çàìåòèì, ÷òî óñëîâèå ϕ(0) = ψ(0) = 0 âûòåêàåò èç (12.1)).

Ðàññìîòðèì ôóíêöèþ

(12.2) u(x, t) =
Φ(x− at) + Φ(x+ at)

2
+

1

2a

∫ x+at

x−at
Ψ(y) dy.

Â ñèëó òîãî, ÷òî ôóíêöèÿ u(x, t) ïðåäñòàâëåíà ôîðìóëîé Äàëàìáå-
ðà, îíà óäîâëåòâîðÿåò óðàâíåíèþ (11.1) ïðè −∞ < x <∞, t ≥ 0, à
ïîýòîìó, â ÷àñòíîñòè, è ïðè x ≥ 0, t ≥ 0. Íåòðóäíî óáåäèòüñÿ, ÷òî
ïðè x = 0 âûïîëíåíû íà÷àëüíûå óñëîâèÿ (12.2).

Ïðè x = 0 èìååì

u(0, t) =
Φ(−at) + Φ(at)

2
+

1

2a

∫ at

−at
Ψ(y) dy.
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Èç òîãî, ÷òî Φ(x) � íå÷åòíàÿ ôóíêöèÿ, ñëåäóåò ðàâåíñòâî Φ(−at) =
−Φ(at). Ïîñêîëüêó èíòåãðàë îò íå÷åòíîé ôóíêöèè â ïðåäåëàõ, ñèì-
ìåòðè÷íûõ îòíîñèòåëüíî íà÷àëà êîîðäèíàò, ðàâåí íóëþ, èìååì∫ at

−at
Ψ(y) dy = 0.

Îòñþäà ñëåäóåò, ÷òî äëÿ ôóíêöèè u(x, t), îïðåäåëåííîé ðàâåíñòâîì
(12.2), âûïîëíÿåòñÿ ãðàíè÷íîå óñëîâèå (12.1). Òåì ñàìûì äîêàçàíî,
÷òî ôóíêöèÿ u(x, t) ÿâëÿåòñÿ ðåøåíèåì ïîñòàâëåííîé çàäà÷è.

Ðàññìîòðèì àíàëîãè÷íóþ çàäà÷ó äëÿ ñâîáîäíîãî êîíöà ñòðóíû,
ðàñïîëîæåííîãî â òî÷êå x = 0, ò.å. ãðàíè÷íîå óñëîâèå (12.1) çàìå-
íèì íà óñëîâèå

(12.3) ux(0, t) = 0.

Â ýòîì ñëó÷àå ïðîäîëæèì íà âñþ ïðÿìóþ ôóíêöèè ϕ(x) è ψ(x)
÷åòíûì îáðàçîì

Φ(x) =

{
ϕ(x), x ≥ 0,

ϕ(−x), x < 0,

Ψ(x) =

{
ψ(x), x ≥ 0,

ψ(−x), x < 0.

Ôóíêöèÿ u(x, t), îïðåäåëåííàÿ ôîðìóëîé Äàëàìáåðà (12.2), áóäåò
ðåøåíèåì ïîñòàâëåííîé çàäà÷è, åñëè äîêàçàòü âûïîëíåíèå ãðàíè÷-
íîãî óñëîâèÿ (12.3).

Äåéñòâèòåëüíî,

ux(0, t) =
Φ′(−at) + Φ′(at)

2
+

1

2a
(Ψ(at)−Ψ(−at)).

Èç ÷åòíîñòè Ψ(x) ñëåäóåò, ÷òî Ψ(at) = Ψ(−at). Êðîìå òîãî, ãåî-
ìåòðè÷åñêè î÷åâèäíî, ÷òî ïðîèçâîäíàÿ ÷åòíîé ôóíêöèè ÿâëÿåò-
ñÿ íå÷åòíîé ôóíêöèåé (ýòî òàêæå âèäíî èç ðàâåíñòâ Φ′(x) =
(Φ(−x))′ = −Φ′(−x)), è ñëåäîâàòåëüíî, Φ′(at) = −Φ′(−at). Òåì ñà-
ìûì ôóíêöèÿ u(x, t) óäîâëåòâîðÿåò ãðàíè÷íîìó óñëîâèþ (12.3).

Èòàê, äëÿ ðåøåíèÿ çàäà÷è î êîëåáàíèè ïîëóîãðàíè÷åííîé ñòðó-
íû ñ ãðàíè÷íûìè óñëîâèÿìè (12.2) èëè (12.3) íàäî ïðîäîëæèòü
íà÷àëüíûå äàííûå íà âñþ ïðÿìóþ íå÷åòíûì èëè ÷åòíûì îáðàçîì,
ñîîòâåòñòâåííî, è âîñïîëüçîâàòüñÿ ôîðìóëîé Äàëàìáåðà.

Ïðèìåð 12.1. Ðàññìîòðèì çàäà÷ó î êîëåáàíèè ïîëóîãðàíè÷åí-
íîé ñòðóíû ñ ãðàíè÷íûì óñëîâèåì u(0, t) = 0 (ò.å. çàêðåïëåííîé â
òî÷êå x = 0) è íà÷àëüíûìè óñëîâèÿìè: ψ(x) = 0, à ϕ(x) îòëè÷íà îò
íóëÿ â ïðîìåæóòêå [x1, x2], x2 > x1 > 0, è åå ãðàôèê èìååò òàì âèä
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ðàâíîáåäðåííîãî òðåóãîëüíèêà (ñì. çàìå÷àíèå â êîíöå � 11). Äëÿ
ðåøåíèÿ ýòîé çàäà÷è íàäî íà÷àëüíûå äàííûå ïðîäîëæèòü íå÷åòíî
íà âñþ ïðÿìóþ. Ïðîöåññ ðàñïðîñòðàíåíèÿ âîëí âíà÷àëå ïðîèñõî-
äèò òàê æå , êàê è íà íåîãðàíè÷åííîé ïðÿìîé. Çàäàííîå îòêëî-
íåíèå ðàçáèâàåòñÿ íà äâå âîëíû, äâèæóùèåñÿ â ïðîòèâîïîëîæíûå
ñòîðîíû ñ ïîñòîÿííîé ñêîðîñòüþ (ñì. ïðèìåð 11.1). Íî ýòî ïðîèñ-
õîäèò ëèøü äî òåõ ïîð, ïîêà ïîëóâîëíà, èäóùàÿ íàëåâî, íå äîéäåò
äî òî÷êè x = 0. Â ýòîò ìîìåíò ñ ëåâîé ñòîðîíû, íà êîòîðîé ïðîèñ-
õîäèëè àíàëîãè÷íûå ïðîöåññû, ê òî÷êå x = 0 ïîäõîäèò ïîëóâîëíà
ñ �îáðàòíîé ôàçîé�. Äàëüíåéøèé ïðîöåññ èçîáðàæåí íà ðèñ. 7 ñ

∆t =
x2 − x1

8a
.

Ïðèìåð 12.2. Ïóñòü â ïðèìåðå 12.1 â òî÷êå x = 0 ñâîáîäíûé
êîíåö, ò.å. çàäàíî äðóãîå ãðàíè÷íîå óñëîâèå: ux(0, t) = 0. Òîãäà
íà÷àëüíûå äàííûå íàäî ïðîäîëæèòü ÷åòíûì îáðàçîì íà âñþ ïðÿ-
ìóþ. Äî ìîìåíòà âðåìåíè, íà÷èíàÿ ñ êîòîðîãî äàíû èçîáðàæåíèÿ
íà ðèñ. 7, ïðîöåññû â ðàññìàòðèâàåìûõ ïðèìåðàõ áóäóò ïðîõîäèòü
îäèíàêîâî. Çàòåì êàðòèíà äëÿ ñëó÷àÿ ñâîáîäíîãî êîíöà áóäåò îòëè-
÷àòüñÿ îò ïîâåäåíèÿ ñòðóíû ñ çàêðåïëåííûì êîíöîì. Ýòè îòëè÷èÿ

ìîæíî ïðîñëåäèòü íà ðèñ. 8, ãäå ïî-ïðåæíåìó ∆t =
x2 − x1

8a
.

Ïîñëå ìîìåíòà âðåìåíè t5 ïðàâàÿ ïîëóâîëíà ïðîäîëæàåò äâèæå-
íèå âïðàâî, à ëåâàÿ ïîëóâîëíà ïðèíèìàåò òå æå ïîñëåäîâàòåëüíûå
ïîëîæåíèÿ, ÷òî è â ìîìåíòû t4, t3, t2, t1, à çàòåì íà÷èíàåò äâèæåíèå
âïðàâî.

Çàäà÷à 12.1 (äëÿ ñàìîñòîÿòåëüíîãî ðåøåíèÿ). Íàðèñîâàòü ðè-
ñóíêè, àíàëîãè÷íûå ðèñóíêàì 7, 8, äëÿ ïîëóîãðàíè÷åííîé ñòðóíû
ñ íà÷àëüíûìè óñëîâèÿìè: ϕ(x) = 0,

ψ(x) =

{
ψ0, x ∈ [x1, x2],

0, x /∈ [x1, x2],
0 < x1 < x2.

Ðàññìîòðåòü ñëó÷àè ñâîáîäíîãî è çàêðåïëåííîãî êîíöîâ.

�13. Îãðàíè÷åííàÿ ñòðóíà. Ìåòîä Ôóðüå

Îäíèì èç íàèáîëåå ðàñïðîñòðàíåííûõ òî÷íûõ ìåòîäîâ ðåøåíèÿ
óðàâíåíèé ñ ÷àñòíûìè ïðîèçâîäíûìè ÿâëÿåòñÿ ìåòîä ðàçäåëåíèÿ

ïåðåìåííûõ èëè ìåòîä Ôóðüå. Ìû ðàññìîòðèì ýòîò ìåòîä íà ïðè-
ìåðå ðåøåíèÿ çàäà÷è î êîëåáàíèè ñòðóíû, çàêðåïëåííîé íà îáîèõ
êîíöàõ.
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Ðèñ. 8

Áóäåì èñêàòü ðåøåíèå óðàâíåíèÿ

(13.1) utt = a2uxx,

óäîâëåòâîðÿþùåå íà÷àëüíûì óñëîâèÿì

(13.2)

{
u(x, 0) = ϕ(x),

ut(x, 0) = ψ(x),

è îäíîðîäíûì ãðàíè÷íûì óñëîâèÿì

(13.3)

{
u(0, t) = 0,

u(l, t) = 0.

Ïîïûòàåìñÿ ñíà÷àëà íàéòè ðåøåíèå óðàâíåíèÿ (13.1), íå ðàâíîå
òîæäåñòâåííî íóëþ, óäîâëåòâîðÿþùåå ãðàíè÷íûì óñëîâèÿì (13.3)
è ïðåäñòàâèìîå â âèäå

(13.4) u(x, t) = X(x)T (t).
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Ïîäñòàâëÿÿ ôóíêöèþ u(x, t), ïðåäñòàâèìóþ â âèäå (13.4), â óðàâ-
íåíèå (13.1), èìååì äëÿ ôóíêöèé X(x) è T (t) óðàâíåíèå

X(x)T ′′(t) = a2X ′′(x)T (t).

Ðàçäåëèâ íà a2X(x)T (t), ïîëó÷àåì

(13.5)
1

a2

T ′′(t)

T (t)
=
X ′′(x)

X(x)
.

Ôèêñèðóÿ íåêîòîðîå çíà÷åíèå x è ìåíÿÿ t (èëè íàîáîðîò), ïî-
ëó÷èì, ÷òî ïðàâûå è ëåâûå ÷àñòè ðàâåíñòâà (13.5) ñîõðàíÿþò ïî-
ñòîÿííîå çíà÷åíèå, êîòîðîå îáîçíà÷èì äëÿ óäîáñòâà ÷åðåç −λ (îò-
íîñèòåëüíî çíàêà λ ïîêà íè÷åãî íå ïðåäïîëàãàåòñÿ)

1

a2

T ′′(t)

T (t)
=
X ′′(x)

X(x)
= −λ.

Òàêèì îáðàçîì, äëÿ X(x) è T (t) ïîëó÷àåì îáûêíîâåííûå äèô-
ôåðåíöèàëüíûå óðàâíåíèÿ

X ′′(x) + λX(x) = 0,(13.6)

T ′′(t) + a2λT (t) = 0.(13.7)

Ãðàíè÷íûå óñëîâèÿ (13.3) äàþò

u(0, t) = X(0)T (t) = 0,

u(l, t) = X(l)T (t) = 0.

Îòñþäà ñëåäóåò, ÷òî ôóíêöèÿ X(x) äîëæíà óäîâëåòâîðÿòü óñëîâè-
ÿì

(13.8) X(0) = X(l) = 0,

ò.ê. èíà÷å T (t) ≡ 0, è, çíà÷èò, u(x, t) ≡ 0, à ìû èùåì ðåøåíèå,
îòëè÷íîå îò òîæäåñòâåííîãî íóëÿ.

Òåì ñàìûì ìû ïðèõîäèì ê ñëåäóþùåé çàäà÷å (êðàåâîé çàäà÷å
äëÿ îáûêíîâåííîãî äèôôåðåíöèàëüíîãî óðàâíåíèÿ):

(13.9)

{
X ′′(x) + λX(x) = 0,

X(0) = X(l) = 0.

Çíà÷åíèÿ ïàðàìåòðà λ, ïðè êîòîðûõ çàäà÷à èìååò íåòðèâèàëüíîå
ðåøåíèå, íàçûâàþòñÿ ñîáñòâåííûìè çíà÷åíèÿìè, à ñàìè ðåøåíèÿ
� ñîáñòâåííûìè ôóíêöèÿìè. Çàäà÷à (13.9) íîñèò íàçâàíèå çàäà÷è
Øòóðìà�Ëèóâèëëÿ.

Ðàññìîòðèì òåïåðü ñëåäóþùèå òðè ñëó÷àÿ:
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1. Ïóñòü λ < 0. Òîãäà îáùåå ðåøåíèå óðàâíåíèÿ (13.6) èìååò
âèä

X(x) = C1e
√
−λx + C2e

−
√
−λx.

Óñëîâèå (13.8) äàåò

C1 + C2 = 0,

C1e
√
−λl + C2e

−
√
−λl = 0,

èëè

C1 = −C2,

C1

(
e
√
−λl − e−

√
−λl
)

= 0.

Ïîñêîëüêó e
√
−λl 6= e−

√
−λl, òî C1 = C2 = 0 è X(x) ≡ 0. Òåì ñàìûì â

ýòîì ñëó÷àå íå ñóùåñòâóåò íåòðèâèàëüíûõ ðåøåíèé çàäà÷è (13.9).
2. Ïóñòü λ = 0. Òîãäà îáùåå ðåøåíèå óðàâíåíèÿ (13.6) èìååò

âèä

X(x) = C1x+ C2.

Ãðàíè÷íûå óñëîâèÿ äàþò

X(0) = C2 = 0,

X(l) = C1l = 0.

Òàêèì îáðàçîì, è â ýòîì ñëó÷àå ðåøåíèÿ ëèøü òðèâèàëüíûå.
3. Ïóñòü òåïåðü λ > 0. Îáùåå ðåøåíèå óðàâíåíèÿ (13.6) òîãäà

èìååò âèä

X(x) = C1 cos
√
λx+ C2 sin

√
λx.

Ãðàíè÷íûå óñëîâèÿ äàþò

X(0) = C1 = 0,

X(l) = C2 sin
√
λl = 0.

Åñëè ôóíêöèÿ X(x) íå ðàâíà òîæäåñòâåííî íóëþ, òî C2 6= 0, ïî-

ýòîìó sin
√
λl = 0, îòêóäà

√
λl = πn, ãäå n = 1, 2, . . . . Èòàê, íåòðè-

âèàëüíûå ðåøåíèÿ çàäà÷è (13.9) âîçìîæíû ëèøü ïðè

λ = λn =
(πn
l

)2

.

Ïðè÷åì ñîîòâåòñòâóþùèå ðåøåíèÿ èìåþò âèä

Xn(x) = sin
πn

l
x
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è îïðåäåëÿþòñÿ ñ òî÷íîñòüþ äî ïîñòîÿííîãî ìíîæèòåëÿ, êîòîðûé
âîçüìåì ðàâíûì åäèíèöå. Ðåøàÿ äëÿ ýòèõ æå çíà÷åíèé λn óðàâíå-
íèå (13.7), ïîëó÷èì

Tn(t) = An cos
πn

l
at+Bn sin

πn

l
at,

ãäå An è Bn � ïðîèçâîëüíûå ïîñòîÿííûå.
Òàêèì îáðàçîì, ìû ïîëó÷èëè, ÷òî ôóíêöèè

un(x, t) = Xn(x)Tn(t) =
(
An cos

πn

l
at+Bn sin

πn

l
at
)

sin
πn

l
x

óäîâëåòâîðÿþò óðàâíåíèþ (13.1) è ãðàíè÷íûì óñëîâèÿì (13.3). Â
ñèëó ëèíåéíîñòè è îäíîðîäíîñòè óðàâíåíèÿ (13.1) ðÿä
(13.10)

u(x, t) =
∞∑
n=1

un(x, t) =
∞∑
n=1

(
An cos

πn

l
at+Bn sin

πn

l
at
)

sin
πn

l
x,

åñëè îí äîïóñêàåò äâóêðàòíîå ïî÷ëåííîå äèôôåðåíöèðîâàíèå, òàê-
æå óäîâëåòâîðÿþò óðàâíåíèþ (13.1) (óñëîâèÿì (13.3) îí óäîâëåòâî-
ðÿåò âñåãäà). Äëÿ äâóêðàòíîé äèôôåðåíöèðóåìîñòè ðÿäà (13.10)
äîñòàòî÷íî ïîòðåáîâàòü ðàâíîìåðíóþ ñõîäèìîñòü ïðîäèôôåðåíöè-
ðîâàííûõ ðÿäîâ, à äëÿ ýòîãî ïî ïðèçíàêó Âåéåðøòðàññà äîñòàòî÷íî
òðåáîâàòü ñõîäèìîñòü ðÿäà

(13.11)
∞∑
n=1

n2(|An|+ |Bn|).

Â âûðàæåíèè äëÿ ôóíêöèè u(x, t), îïðåäåëåííîé ðàâåíñòâîì
(13.10), ìû åùå íå îïðåäåëèëè âåëè÷èíû An è Bn. Ïîäáåðåì ýòè
çíà÷åíèÿ òàê, ÷òîáû óäîâëåòâîðÿëèñü íà÷àëüíûå óñëîâèÿ (13.2)

(13.12)

u(x, 0) =
∞∑
n=1

An sin
πn

l
x = ϕ(x),

ut(x, 0) =
∞∑
n=1

πn

l
aBn sin

πn

l
x = ψ(x).

Ïóñòü ôóíêöèè ϕ(x) è ψ(x) ìîãóò áûòü ðàçëîæåíû â ðÿäû Ôóðüå
íà îòðåçêå [0, l]

(13.13)

ϕ(x) =
∞∑
n=1

ϕn sin
πn

l
x, ϕn =

2

l

∫ l

0

ϕ(x) sin
πn

l
x dx,

ψ(x) =
∞∑
n=1

ψn sin
πn

l
x, ψn =

2

l

∫ l

0

ψ(x) sin
πn

l
x dx.
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Èç ðàâåíñòâ (13.13) ñëåäóåò, ÷òî åñëè ïîëîæèòü An = ϕn, à Bn =
l

πna
ψn, òî áóäóò âûïîëíåíû ðàâåíñòâà (13.12).

Óñëîâèå (13.11), ãàðàíòèðóþùåå âîçìîæíîñòü ïî÷ëåííîãî äèô-
ôåðåíöèðîâàíèÿ ðÿäà (13.10), ïåðåõîäèò ïðè òàêîì âûáîðå An è Bn

â óñëîâèå ñõîäèìîñòè ðÿäîâ
∞∑
n=1

n2|ϕn|,
∞∑
n=1

n|ψn|.

Äëÿ ñõîäèìîñòè ýòèõ ðÿäîâ, êàê ìîæíî ïîêàçàòü, äîñòàòî÷íî ïîòðå-
áîâàòü îò ôóíêöèè ϕ(x) íåïðåðûâíîñòè âòîðîé ïðîèçâîäíîé, êóñî÷-
íîé íåïðåðûâíîñòè òðåòüåé ïðîèçâîäíîé è âûïîëíåíèÿ ðàâåíñòâ

ϕ(0) = ϕ(l) = ϕ′′(0) = ϕ′′(l) = 0,

à îò ôóíêöèè ψ(x) íåïðåðûâíîñòè ïåðâîé ïðîèçâîäíîé, êóñî÷íîé
íåïðåðûâíîñòè âòîðîé ïðîèçâîäíîé è âûïîëíåíèÿ ðàâåíñòâà

ψ(0) = ψ(l) = 0.

Èòàê, ðåøåíèåì çàäà÷è (13.1)�(13.3) ÿâëÿåòñÿ ôóíêöèÿ

(13.14) u(x, t) =
∞∑
n=1

(
ϕn cos

πn

l
at+

l

πna
sin

πn

l
at

)
sin

πn

l
x,

ãäå ϕn è ψn îïðåäåëåíû ðàâåíñòâàìè (13.13).
Èñïîëüçóÿ äðóãîé ìåòîä ïîñòðîåíèÿ ðåøåíèÿ, ìîæíî ïîêàçàòü,

÷òî ôóíêöèÿ u(x, t), îïðåäåëåííàÿ ðàâåíñòâîì (13.14), áóäåò ðåøå-
íèåì ðàññìàòðèâàåìîé çàäà÷è è â ñëó÷àå , åñëè îòáðîñèòü óñëîâèÿ
êóñî÷íîé íåïðåðûâíîñòè ñîîòâåòñòâóþùèõ ïðîèçâîäíûõ ôóíêöèé
ϕ(x) è ψ(x).

Áîëåå òîãî, ìû ìîæåì ïîñòðîèòü ôóíêöèþ u(x, t), îïðåäåëåí-
íóþ ðàâåíñòâîì (13.14), ïî ôóíêöèÿì ϕ(x) è ψ(x), íå îáëàäàþ-
ùèì òðåáóåìîé ãëàäêîñòüþ. Â ýòîì ñëó÷àå ôóíêöèÿ u(x, t), íå ÿâ-
ëÿÿñü îáû÷íûì ðåøåíèåì óðàâíåíèÿ (13.1), ÿâëÿåòñÿ ïðåäåëüíîé
äëÿ ðåøåíèé ýòîãî óðàâíåíèÿ ñ íåìíîãî ñãëàæåííûìè íà÷àëüíû-
ìè óñëîâèÿìè. Ïîëó÷åííûå òàêèì ïðåäåëüíûì ïåðåõîäîì ôóíêöèè
íàçûâàþòñÿ îáîáùåííûìè ðåøåíèÿìè. Â äàëüíåéøåì ìû íå áóäåì
ïðèíèìàòü âî âíèìàíèå ðàçíèöó ìåæäó ýòèìè ðåøåíèÿìè è ðåøå-
íèÿìè â îáû÷íîì ñìûñëå.

Ïðèìåð 13.1. Îïðåäåëèòü îòêëîíåíèå u(x, t) ñòðóíû, çàêðåï-
ëåííîé íà êîíöàõ x = 0 è x = l, èìåþùåé â íà÷àëüíûé ìîìåíò
âðåìåíè ôîðìó ïàðàáîëû ϕ(x) = αx(l − x) è íóëåâóþ íà÷àëüíóþ
ñêîðîñòü ψ(x) = 0.
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Îòêëîíåíèå u(x, t) ÿâëÿåòñÿ ðåøåíèåì çàäà÷è (13.1)�(13.3) è äà-
åòñÿ, êàê áûëî ïîêàçàíî, ôîðìóëîé (13.14). Îñòàåòñÿ íàéòè êîýô-
ôèöèåíòû Ôóðüå ϕn è ψn. Ïîñêîëüêó ψ(x) ≡ 0, òî ψn = 0. Äëÿ ϕn
èìååì

ϕn =
2

l

∫ l

0

αx(l − x) sin
πn

l
x dx = −2α

πn

∫ l

0

x(l − x) d cos
πn

l
x

= −2α

πn

(
x(l − x) cos

πn

l
x

∣∣∣∣l
0

−
∫ l

0

(l − 2x) cos
πn

l
x dx

)
=

2αl

(πn)2

∫ l

0

(l − 2x) d sin
πn

l
x =

2αl

(πn)2

(
(l − 2x) sin

πn

l
x

∣∣∣∣l
0

+ 2

∫ l

0

sin
πn

l
x dx

)
= − 4αl2

(πn)3
cos

πn

l
x

∣∣∣∣l
0

=
4αl2

(πn)3
(1− (−1)n)

=

0, n = 2k,
8αl2

(πn)3
, n = 2k + 1.

Ïîäñòàâëÿÿ ýòî âûðàæåíèå äëÿ ϕn â ôîðìóëó (13.14), ïîëó÷àåì

u(x, t) =
8αl2

π3

∞∑
k=0

1

(2k + 1)3
cos

π(2k + 1)

l
at sin

π(2k + 1)

l
x.

Ïðèìåð 13.2. Ñòðóíà, çàêðåïëåííàÿ íà êîíöàõ x = 0 è x = l,
íàõîäèòñÿ â íà÷àëüíûé ìîìåíò âðåìåíè â ïîëîæåíèè ðàâíîâåñèÿ è
ïðèâîäèòñÿ â äâèæåíèå âîçäåéñòâèåì, äàþùèì åé íà÷àëüíóþ ñêî-
ðîñòü

ψ(x) =

{
ψ0, 0 ≤ x ≤ h,

0, h < x ≤ l.

Îïðåäåëèòü îòêëîíåíèå u(x, t).
Èç óñëîâèÿ çàäà÷è è ôîðìóëû (13.14) ñëåäóåò, ÷òî íåîáõîäèìî

íàéòè ëèøü êîýôôèöèåíòû Ôóðüå ψn äëÿ ôóíêöèè ψ(x). Èìååì

ψn =
2

l

∫ l

0

ψ(x) sin
πn

l
x dx =

2

l

∫ h

0

ψ0 sin
πn

l
x dx = −2ψ0

πn
cos

πn

l
x

∣∣∣∣h
0

=
2ψ0

πn

(
1− cos

πn

l
h
)

=
4ψ0

πn
sin2 2πnh

2l
.

Òåì ñàìûì

u(x, t) =
4ψ0l

π2a

∞∑
n=1

sin2 2πnh

2l
n2

sin
πn

l
at sin

πn

l
x.
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Çàäà÷à 13.1 (äëÿ ñàìîñòîÿòåëüíîãî ðåøåíèÿ). Ïðèìåíèòü ìå-
òîä Ôóðüå ê çàäà÷å î êîëåáàíèè ñòðóíû ñî ñâîáîäíûìè êîíöàìè.

�14. Ñòîÿ÷èå âîëíû

Ôóíêöèè un(x, t), èç êîòîðûõ ñîñòîèò ðåøåíèå u(x, t) (13.10), ìîæíî
ïðåäñòàâèòü â âèäå

un(x, t) =
(
An cos

πn

l
at+Bn sin

πn

l
at
)

sin
πn

l
x

= αn sin
(πn
l
at+ ϕn

)
sin

πn

l
x,

ãäå

αn =
√
A2
n +B2

n, ϕn = arctg
An
Bn

.

Ðåøåíèå un(x, t) îïèñûâàåò äâèæåíèå ñòðóíû, ïðè êîòîðîì êàæ-
äàÿ òî÷êà ñòðóíû x0 ñîâåðøàåò ãàðìîíè÷åñêèå êîëåáàíèÿ ñ ÷àñòî-

òîé ωn =
πn

l
a è àìïëèòóäîé

αn sin
πn

l
x0.

Äâèæåíèå ñòðóíû òàêîãî òèïà íàçûâàåòñÿ ñòîÿ÷åé âîëíîé. Ïðè
òàêîì êîëåáàíèè ñòðóíà èçäàåò çâóê, âûñîòà êîòîðîãî çàâèñèò îò
÷àñòîòû êîëåáàíèÿ ωn, à ñèëà îò íàèáîëüøåé àìïëèòóäû αn.

Òî÷êè x =
l

n
m, m = 1, 2, . . . , n − 1, â êîòîðûõ sin

πn

l
x = 0,

íàçûâàþòñÿ óçëàìè ñòîÿ÷åé âîëíû un(x, t), à òî÷êè x =
l

2n
(2m+1),

m = 0, 1, . . . , n−1, â êîòîðûõ sin
πn

l
x = ±1, ñîâåðøàþò êîëåáàíèÿ ñ

ìàêñèìàëüíîé àìïëèòóäîé αn è íàçûâàþòñÿ ïó÷íîñòÿìè ñòîÿ÷åé
âîëíû.

Èç ôîðìóëû äëÿ ðåøåíèÿ u(x, t) (13.10) ñëåäóåò, ÷òî çâóê, èç-
äàâàåìûé ñòðóíîé, ÿâëÿåòñÿ íàëîæåíèåì ïðîñòûõ òîíîâ, ñîîòâåò-
ñòâóþùèõ ñòîÿ÷èì âîëíàì. Ñàìûé íèçêèé òîí, çàäàâàåìûé ñòðó-

íîé, îïðåäåëÿåòñÿ ñàìîé íèçêîé ÷àñòîòîé ω1 =
π

l
a (ïðè óñëîâèè

α1 6= 0) è íàçûâàåòñÿ îñíîâíûì òîíîì ñòðóíû. Îñòàëüíûå òîíà
ñîîòâåòñòâóþò ÷àñòîòàì, êðàòíûì ω1, è íàçûâàþòñÿ îáåðòîíàìè.
Îíè âëèÿþò íà òåìáð çâóêà.

Îñíîâíîé òîí ñòðóíû è åå òåìáð çàâèñèò îò ñïîñîáà âîçáóæäå-
íèÿ êîëåáàíèé. Åñëè ôóíêöèè ϕ(x) è ψ(x) â íà÷àëüíûõ óñëîâèÿõ
òàêîâû, ÷òî A1 = B1 = 0, à A2

2 + B2
2 6= 0, òî îñíîâíîé òîí áóäåò

ñîîòâåòñòâîâàòü ÷àñòîòå ω2.
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