
ÓÄÊ 517.53

ÎÏÒÈÌÀËÜÍÎÅ ÂÎÑÑÒÀÍÎÂËÅÍÈÅ ËÈÍÅÉÍÛÕ
ÔÓÍÊÖÈÎÍÀËÎÂ ÍÀ ÊËÀÑÑÀÕ
ÀÍÀËÈÒÈ×ÅÑÊÈÕ ÔÓÍÊÖÈÉ

Ê. Þ. ÎÑÈÏÅÍÊÎ

Íàñòîÿùàÿ ñòàòüÿ ÿâëÿåòñÿ êðàòêèì îáçîðîì ïî îïòèìàëüíîìó
âîññòàíîâëåíèþ àíàëèòè÷åñêèõ ôóíêöèé. Â íåé èçëàãàþòñÿ íåêî-
òîðûå ïîñòàíîâêè çàäà÷ âîññòàíîâëåíèÿ è èõ ðåøåíèÿ íà ïðèìå-
ðå âîññòàíîâëåíèÿ íåêîòîðûõ ëèíåéíûõ ôóíêöèîíàëîâ (çíà÷åíèÿ
ôóíêöèè èëè åå ïðîèçâîäíîé â ôèêñèðîâàííîé òî÷êå, èíòåãðàë îò
ôóíêöèè) íà êëàññàõ àíàëèòè÷åñêèõ ôóíêöèé. Â çàêëþ÷åíèå ìû
ïðèâîäèì ðÿä íåðåøåííûõ çàäà÷.
1. Ïîñòàíîâêè çàäà÷ âîññòàíîâëåíèÿ. Â áîëüøîé îáçîðíîé ñòàòüå

Â. Ì. Òèõîìèðîâ [1] ïèøåò î íåñêîëüêèõ ýòàïàõ èñòîðèè ðàçâè-
òèÿ òåîðèè ïðèáëèæåíèé. Ïåðâûé ýòàï � ïðèáëèæåíèå èíäèâèäó-
àëüíûõ ôóíêöèé ïîñðåäñòâîì ïîëèíîìîâ è ðàöèîíàëüíûõ äðîáåé,
âòîðîé � ïðèáëèæåíèå êëàññîâ ôóíêöèé ïîñðåäñòâîì íåêîòîðî-
ãî ôèêñèðîâàííîãî ìåòîäà (íàèëó÷øèå ïîëèíîìû, ñóììû Ôóðüå,
ñïëàéíû è ò.ä.) è, íàêîíåö, òðåòèé - êîãäà çàðàíåå íå ôèêñèðóåò-
ñÿ êàêîé-íèáóäü ìåòîä, à ñðåäè âñåâîçìîæíûõ èùåòñÿ òîò, êîòî-
ðûé ìèíèìèçèðóåò ïîãðåøíîñòü ïðèáëèæåíèÿ. Çàäà÷è îïòèìàëü-
íîãî âîññòàíîâëåíèÿ ÿâëÿþòñÿ ÿðêèìè ïðåäñòàâèòåëÿìè òðåòüåãî
ýòàïà. Èìååòñÿ ðÿä äîâîëüíî ïîäðîáíûõ îáçîðíûõ ñòàòåé ïî ýòèì
çàäà÷àì [2�6], à òàêæå ìîíîãðàôèÿ [7]. Çäåñü ìû ïðèâîäèì ðÿä
íîâûõ ðåçóëüòàòîâ, ïîëó÷åííûõ â ïîñëåäíåå âðåìÿ, îãðàíè÷èâàÿñü
ïðè ýòîì ëèøü çàäà÷àìè âîññòàíîâëåíèÿ ïî òî÷íîé èíôîðìàöèè íà
êëàññàõ àíàëèòè÷åñêèõ ôóíêöèé.
Ïðèâåäåì íåñêîëüêî ñàìûõ ðàñïðîñòðàíåííûõ ïðèìåðîâ çàäà÷

âîññòàíîâëåíèÿ. Ïóñòü çàäàí íåêîòîðûé êëàññ ôóíêöèé W , îïðå-
äåëåííûõ â îáëàñòè D, ñî çíà÷åíèÿìè â ìíîæåñòâå K = R èëè
C è òî÷êè t0, t1, . . . , tn ∈ D. Òðåáóåòñÿ óêàçàòü ïðèáëèæåííîå çíà-
÷åíèå ôóíêöèè f ∈ W â òî÷êå t0 ïî èíôîðìàöèè î åå çíà÷åíèÿõ
f(t1), . . . , f(tn). Ýòà çàäà÷à, íàçûâàåìàÿ çàäà÷åé îá èíòåðïîëÿöèè,
äîïóñêàåò ìíîãî ðàçëè÷íûõ ïîäõîäîâ. Ìîæíî ïðèáëèæàòü ôóíê-
öèþ èíòåðïîëÿöèîííûìè ïîëèíîìàìè Ëàãðàíæà, èíòåðïîëÿöèîí-
íûìè ñïëàéíàìè, ðàöèîíàëüíûìè äðîáÿìè è ò.ä.
Åñëè ïîäõîäèòü ê ýòîé çàäà÷å ñ òî÷êè çðåíèÿ îïòèìàëüíîãî

âîññòàíîâëåíèÿ, òî îíà ôîðìàëèçóåòñÿ ñëåäóþùèì îáðàçîì. Â
êà÷åñòâå ìåòîäîâ âîññòàíîâëåíèÿ ðàññìàòðèâàþòñÿ âñåâîçìîæíûå
ôóíêöèè S : Dn → K. Èùåòñÿ âåëè÷èíà

inf
S : Dn→K

sup
f∈W
|f(t0)− S(f(t1), . . . , f(tn))|
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è îïòèìàëüíûé ìåòîä âîññòàíîâëåíèÿ, íà êîòîðîì äîñòèãàåòñÿ
íèæíÿÿ ãðàíü.
Äðóãîé øèðîêî ðàñïðîñòðàíåííûé ïðèìåð çàäà÷è âîññòàíîâ-

ëåíèÿ, êîãäà âìåñòî çíà÷åíèÿ f(t0) âîññòàíàâëèâàåòñÿ çíà÷åíèå
f ′(t0). Íàêîíåö, ìîæíî ðàññìîòðåòü çàäà÷ó âîññòàíîâëåíèÿ âåëè-

÷èíû
∫ b
a
f(t) dt, ãäå [a, b] ⊂ D.

Ðàññìîòðèì òåïåðü áîëåå îáùóþ çàäà÷ó âîññòàíîâëåíèÿ. Ïóñòü
X, Y � ëèíåéíûå ïðîñòðàíñòâà íàä ïîëåì K = R èëè C, W ⊂ X �
íåêîòîðîå ìíîæåñòâî, L ∈ X ′ è I : W → Y � ëèíåéíûé îïåðàòîð (â
äàëüíåéøåì íàçûâàåìûé îïåðàöèîííûì). Òðåáóåòñÿ âîññòàíîâèòü
çíà÷åíèå ëèíåéíîãî ôóíêöèîíàëà L íà ìíîæåñòâå W ïî çíà÷åíèÿì
èíôîðìàöèîííîãî îïåðàòîðà I. Óäîáíî âîñïîëüçîâàòüñÿ ñëåäóþùåé
äèàãðàììîé:

X ⊃ W - K
L

@
@R Y �

��I S

Ïîëîæèì

(1) E(L, I,W ) = inf
S : Y→K

sup
f∈W
|Lf − S(If)|.

Â ðàññìîòðåííûõ ðàíåå ïðèìåðàõ If = (f(t1), . . . , f(tn)), ò.å. Y =

Kn, à Lf = f(t0), f ′(t0) èëè
∫ b
a
f(t) dt.

Ëåììà. Ïóñòü ìíîæåñòâî W � öåíòðàëüíî ñèììåòðè÷íî îò-

íîñèòåëüíî íóëÿ. Òîãäà

(2) E(L, I,W ) ≥ sup
f∈W
If=0

|Lf |.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïðè âñåõ S : Y → K è f ∈ W òàêèõ, ÷òî If = 0,
èìååì

2|Lf | = |Lf−S(0)− (L(−f)−S(0))| ≤ |Lf−S(0)|+ |L(−f)−S(0)|
≤ 2 sup

f∈W
|Lf − S(If)|.

Îòñþäà ïðè âñåõ S : Y → K

sup
f∈W
If=0

|Lf | ≤ sup
f∈W
|Lf − S(If)|.

Îñòàåòñÿ âçÿòü íèæíþþ ãðàíü ïî âñåâîçìîæíûì ìåòîäàì S â ïðà-
âîé ÷àñòè íåðàâåíñòâà. Ëåììà äîêàçàíà. �
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Äëÿ If = (l1f, . . . , lnf), ãäå li ∈ X ′, çàäà÷à îïòèìàëüíîãî
âîññòàíîâëåíèÿ (1) áûëà âïåðâûå ñôîðìóëèðîâàíà â äèññåðòàöèè
Ñ.À. Ñìîëÿêà [8] â 1965 ã. Èì æå áûëî äîêàçàíî, ÷òî â âåùåñòâåí-
íîì ñëó÷àå äëÿ âûïóêëîãî öåíòðàëüíî ñèììåòðè÷íîãî îòíîñèòåëü-
íî íóëÿ ìíîæåñòâà W âñåãäà ñóùåñòâóåò ëèíåéíûé îïòèìàëüíûé
ìåòîä âîññòàíîâëåíèÿ è â (2) èìååò ìåñòî ðàâåíñòâî. Ýëåìåíò f0,
íà êîòîðîì äîñòèãàåòñÿ âåðõíÿÿ ãðàíü â ïðàâîé ÷àñòè íåðàâåíñòâà
(2) áóäåì íàçûâàòü â äàëüíåéøåì ýêñòðåìàëüíûì.
Ðåçóëüòàò Ñ.À. Ñìîëÿêà óòî÷íÿëñÿ è îáîáùàëñÿ ìíîãèìè àâòî-

ðàìè. Â îïðåäåëåííîì ñìûñëå îêîí÷àòåëüíàÿ åãî ôîðìà (â âèäå
êðèòåðèÿ ñóùåñòâîâàíèÿ ëèíåéíîãî îïòèìàëüíîãî ìåòîäà) áûëà ïî-
ëó÷åíà â ðàáîòå [9].
Ðàññìîòðèì òåïåðü ÷àñòíûé ñëó÷àé çàäà÷è (1). Ïóñòü Ω � íåêî-

òîðîå ìíîæåñòâî èç C, µ � íåîòðèöàòåëüíàÿ ìåðà íà Ω è Lp(Ω, µ)
� ïðîñòðàíñòâî Ëåáåãà, ò.å. ìíîæåñòâî ôóíêöèé, äëÿ êîòîðûõ

‖f‖p =

(∫
Ω

|f(z)|p dµ(z)

)1/p

<∞ ïðè 1 ≤ p <∞,

‖f‖∞ = vraisup
z∈Ω

|f(z)| <∞ ïðè p =∞.

ÏóñòüXp � ëèíåéíîå ïîäïðîñòðàíñòâî Lp(Ω, µ). Ïîëîæèì BXp =
{ f ∈ Xp : ‖f‖p ≤ 1 } è ðàññìîòðèì çàäà÷ó (1) äëÿ X = Xp è W =
BXp. Çàìåòèì, ÷òî â ýòîì ñëó÷àå ìîæíî ñ÷èòàòü èíôîðìàöèîííûé
îïåðàòîð I çàäàííûì íà âñåì ïîäïðîñòðàíñòâå Xp.
Ñëåäóþùàÿ òåîðåìà â íåêîòîðûõ ñëó÷àÿõ ïîçâîëÿåò äîâîëüíî

ïðîñòî ñòðîèòü îïòèìàëüíûå ìåòîäû è íàõîäèòü èõ ïîãðåøíîñòè.

Òåîðåìà 1 ([10]). Ïóñòü g ∈ Xp, g 6= 0 è S0 ∈ Y ′ òàêîâû, ÷òî
1) Ig = 0,
2) ïðè âñåõ f ∈ Xp èìååò ìåñòî ðàâåíñòâî

(3) Lf − S0(If) =


α

∫
Ω

g(z)|g(z)|p−2f(z) dµ(z), 1 ≤ p <∞,∫
Ω

g(z)|ϕ(z)|f(z) dµ(z), p =∞,

ãäå α ∈ C, ϕ ∈ L1(Ω, µ) è ïðè p =∞ g(z) ≡ 1 ïî÷òè âñþäó îòíîñè-
òåëüíî ìåðû µ. Òîãäà S0 � îïòèìàëüíûé ìåòîä âîññòàíîâëåíèÿ,

g0 = g/‖g‖p � ýêñòðåìàëüíàÿ ôóíêöèÿ è

E(L, I, BXp) = sup
f∈BXp

If=0

|Lf | = |Lg0| =

{
|α|‖g‖p−2

p , 1 ≤ p <∞,
‖ϕ‖1, p =∞.



4 Ê. Þ. ÎÑÈÏÅÍÊÎ

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïóñòü 1 ≤ p < ∞. Èñïîëüçóÿ (2), (3) è íåðàâåí-
ñòâî Ãåëüäåðà, ïîëó÷èì

(4) |Lg0| ≤ sup
f∈BXp

If=0

|Lf | ≤ E(L, I, BXp) ≤ sup
f∈BXp

|Lf − S0(If)|

≤ |α|
∫

Ω

|g(z)|p−1|f(z)| dµ(z) ≤ |α|
(∫

Ω

|g(z)|p dµ(z)

)1/q

= |α|‖g‖p−1
p .

Íî èç (3) Lg = α‖g‖pp, ò.å. |Lg0| = |α|‖g‖p−1
p , ÷òî âìåñòå ñ (4) äî-

êàçûâàåò óòâåðæäåíèå òåîðåìû äëÿ 1 ≤ p < ∞. Ñëó÷àé p = ∞
äîêàçûâàåòñÿ ïî àíàëîãè÷íîé ñõåìå. Òåîðåìà äîêàçàíà. �

2. Âîññòàíîâëåíèå çíà÷åíèé ôóíêöèé èç ïðîñòðàíñòâà Õàðäè.
Ïîëîæèì D = { z ∈ C : |z| < 1 }. Ïðîñòðàíñòâîì Õàðäè Hp íà-
çûâàåòñÿ ïðîñòðàíñòâî àíàëèòè÷åñêèõ â D ôóíêöèé, äëÿ êîòîðûõ

‖f‖p = sup
0<r<1

(
1

2π

∫ 2π

0

|f(reiθ)|p dθ
)1/p

<∞, ïðè 1 ≤ p <∞,

‖f‖∞ = sup
z∈D
|f(z)| <∞, ïðè p =∞.

Õîðîøî èçâåñòíî, ÷òî ôóíêöèè èç Hp èìåþò ïî÷òè âñþäó ãðà-
íè÷íûå çíà÷åíèÿ, êîòîðûå îáîçíà÷èì ÷åðåç f(eiθ), ïðè÷åì f(eiθ) ∈
Lp(∂D, µ), ãäå dµ(eiθ) =

dθ

2π
è â |ξ| < 1 èìååò ìåñòî ôîðìóëà Êîøè

f(ξ) =
1

2πi

∫
|z|=1

f(z) dz

z − ξ
(ñì., íàïðèìåð, [11, ñòð. 388]). Òåì ñàìûì ïðîñòðàíñòâî ôóíêöèé
èç Hp ìîæíî ðàññìàòðèâàòü êàê ïîäïðîñòðàíñòâî Lp(∂D, µ).
Ðàññìîòðèì çàäà÷ó (1) äëÿ W = BHp, Lf = f(ξ), ξ ∈ D è If =

(f(z1), . . . , f(zn)), zj ∈ D. Ïîëîæèì

W (z) =
n∏
j=1

z − zj
1− zjz

.

Ôóíêöèÿ W (z) íàçûâàåòñÿ ïðîèçâåäåíèåì Áëÿøêå. Íåòðóäíî óáå-

äèòüñÿ, ÷òî |W (z)| ≡ 1 ïðè z ∈ ∂D è, ñëåäîâàòåëüíî, W (z) =
(W (z))−1 ïðè âñåõ |z| = 1. Îáîçíà÷èì ÷åðåç

ωj(z) =
n∏
k=1
k 6=j

z − zk
1− zkz

.

Òåîðåìà 2. Ïðè âñåõ 1 ≤ p ≤ ∞ ìåòîä

f(ξ) ≈
n∑
j=1

ωj(ξ)

ωj(zj)

1− |zj|2

1− zjξ

(
1− |ξ|2

1− zjξ

) p−2
p

f(zj)
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ÿâëÿåòñÿ îïòèìàëüíûì ìåòîäîì âîññòàíîâëåíèÿ, g0(z) =
W (z)(1− |ξ|2)1/p

(1− ξz)2/p
� ýêñòðåìàëüíàÿ ôóíêöèÿ è

E(L, I, BHp) = |g0(z)| = |W (ξ)|
(1− |ξ|2)1/p

(â ñëó÷àå p = ∞ ïîä âûðàæåíèÿìè ñ p ïîíèìàþòñÿ èõ ïðåäåëû

ïðè p→∞).

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïîëîæèì

g(z) =
W (z)

(1− ξz)2/p
.

Ïóñòü 1 ≤ p < ∞. Ïðè âñåõ f ∈ Hp, ïîëüçóÿñü òåîðåìîé Êîøè î
âû÷åòàõ, ïîëó÷àåì

(5) W (ξ)(1− |ξ|2)
p−2
p

∫
|z|=1

g(z)|g(z)|p−2f(z) dµ(z)

= W (ξ)(1− |ξ|2)
p−2
p

1

2πi

∫
|z|=1

f(z) dz

W (z)(z − ξ)(1− ξz)
p−2
p

= f(ξ)−
n∑
j=1

ωj(ξ)

ωj(zj)

1− |zj|2

1− zjξ

(
1− |ξ|2

1− zjξ

) p−2
p

f(zj).

Ïîäñòàâèâ â ýòè ðàâåíñòâà f(z) = g(z), áóäåì èìåòü

W (ξ)(1− |ξ|2)
p−2
p ‖g‖pp =

W (ξ)

(1− |ξ|2)1/p
.

Òåì ñàìûì

‖g‖p = (1− |ξ|2)−1/p.

Òåïåðü óòâåðæäåíèå òåîðåìû ñëåäóåò èç òåîðåìû 1. Ïðè p =
∞ ñõåìà äîêàçàòåëüñòâà îñòàåòñÿ òà æå, p = ∞à â êà÷åñòâå ϕ(z)
ðàññìàòðèâàåòñÿ ôóíêöèÿ (1− ξz)−2. Òåîðåìà äîêàçàíà. �

Òåîðåìà 2 áûëà ïîëó÷åíà â ðàáîòàõ [12] (p = ∞) è [13] (1 ≤ p <
∞).
Ìû ðàññìàòðèâàëè ñëó÷àé ðàçëè÷íûõ òî÷åê zj ∈ D. Îäíàêî òà

æå ñõåìà ðàññóæäåíèé ðàñïðîñòðàíÿåòñÿ è íà ñëó÷àé, êîãäà òî÷êè
ñîâïàäàþò ñ íåêîòîðîé êðàòíîñòüþ. Ïðè ýòîì, åñëè zj = zj+1 =
. . . = zj+k, ñ÷èòàåòñÿ, ÷òî çàäàíû çíà÷åíèÿ f(zj), f

′(zj), . . . , f
(k)(zj).

Èíòåðåñåí îäèí ÷àñòíûé ñëó÷àé, êîãäà z1 = . . . = zn = 0 (âîñ-
ñòàíîâëåíèå ïî òåéëîðîâñêîé èíôîðìàöèè f(0), f ′(0), . . . , f (n−1)(0)).
Òîãäà àíàëîãè÷íî ðàâåíñòâó (5) äîêàçûâàåòñÿ ðàâåíñòâî

ξn(1−|ξ|2)
p−2
p

1

2πi

∫
|z|=1

f(z) dz

zn(z − ξ)(1− ξz)
p−2
p

= f(ξ)−
n−1∑
j=0

cj(ξ)f
(j)(0),
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ãäå

cj(ξ) =
ξn(1− |ξ|2)

p−2
p

j!(n− j − 1)!

∂n−j−1

∂zn−j−1

(
1

(ξ − z)(1− ξz)
p−2
p

)∣∣∣∣
z=0

.

Â ÷àñòíîñòè, îïòèìàëüíûå ìåòîäû âîññòàíîâëåíèÿ èìåþò âèä ïðè
p =∞

f(ξ) ≈
n−1∑
j=0

ξj

j!
(1− |ξ|(n−j))f (j)(0),

ïðè p = 2

f(ξ) ≈
n−1∑
j=0

ξj

j!
f (j)(0),

ïðè p = 1

f(ξ) ≈
n−2∑
j=0

ξj

j!
f (j)(0) +

ξn−1

(n− 1)!

1

1− |ξ|2
f (n−1)(0).

Ïðè ýòîì äëÿ âñåõ 1 ≤ p ≤ ∞

E(L, I, BHp) =
|ξ|n

(1− |ξ|2)1/p
.

Åùå îäèí ÷àñòíûé ñëó÷àé � èíòåðïîëÿöèÿ â íóëå ïî ñèñòåìå òî-
÷åê, ðàâíîìåðíî ðàñïðåäåëåííûõ íà îêðóæíîñòè ðàäèóñà r. Ïóñòü
zj = r exp(i2πj/n), j = 0, n− 1. Òîãäà îïòèìàëüíûé ìåòîä âîññòà-
íîâëåíèÿ ïðè p =∞ èìåþò âèä

f(0) ≈ 1− r2n

n

n−1∑
j=0

f(zj), E(L, I, BHp) = rn.

3. Âîññòàíîâëåíèå çíà÷åíèé ïðîèçâîäíîé. Ïóñòü òåïåðü Lf =
f ′(ξ). Ââåäåì ñëåäóþùèå îáîçíà÷åíèÿ:

β(ξ) =
1− |ξ|2

2
W ′(ξ) +

ξ

p
W (ξ),

D1 =

{
ξ ∈ D : |β(ξ)| < p− 1

p
|W (ξ)|

}
, D0 := D \D1,

b =



pβ(ξ)

(p− 1)W (ξ)
, ξ ∈ D1,

W (ξ)ei arg β(ξ)

|β(ξ)|+
√
|β(ξ)|2 − p− 2

p
|W (ξ)|2

, ξ ∈ D0,

a =
ξ − b
1− ξb

, uξ(z) =

1, ξ ∈ D1,
z − a
1− az

, ξ ∈ D0.



ÎÏÒÈÌÀËÜÍÎÅ ÂÎÑÑÒÀÍÎÂËÅÍÈÅ 7

Òåîðåìà 3. Ìåòîä

f ′(ξ) ≈
n∑
j=1

cj(ξ)f(zj),

ãäå

cj(ξ)

=



−W (ξ)uξ(zj)(1− |zj|2)

ωj(zj)uξ(ξ)(zj − ξ)2

(
1− |ξ|2

1− zjξ

)2(p−2)/p

×
(

1− azj
1− aξ

)2(p−1)/p

, ξ /∈ {z1, . . . .zn},

ωk(ξ)(1− |zj|2)

ωj(zj)(1− ξzj)(ξ − zj)

(
1− ξzj
1− |ξ|2

)2/p

, ξ = zk, k 6= j,

ω′j(ξ)

ωj(ξ)
+

2

p

ξ

1− |ξ|2
, ξ = zj,

ÿâëÿåòñÿ îïòèìàëüíûì ìåòîäîì âîññòàíîâëåíèÿ. Ôóíêöèÿ

g0(z) =
(1− |ξ|2)1/p|1− ξb|2/p

(1 + |b|2)1/p

z − a
1− az

W (z)

uξ(z)

(1− az)2/p

(1− ξz)4/p

� ýêñòðåìàëüíàÿ, à

E(L, I, BHp) = sup
f∈Hp

If=0

|f ′(ξ)| = |g′0(ξ)|

=


|W (ξ)|
|uξ(ξ)|

(1 + |b|2)(p−1)/p

(1− |ξ|2)(p+1)/p
, ξ /∈ {z1, . . . , zn},

|ωk(ξ)|
(1− |ξ|2)(p+1)/p

, ξ = zk.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïóñòü ξ /∈ {z1, . . . , zn} è 1 ≤ p <∞. Ïîëîæèì

g(z) =
z − a
1− az

W (z)

uξ(z)

(1− az)2/p

(1− ξz)4/p
, α =

W (ξ)

uξ(ξ)

(1− |ξ|2)2(p−2)/p

(1− aξ)2(p−1)/p
.

Òîãäà ïî òåîðåìå Êîøè î âû÷åòàõ èìååì

α

∫ 2π

0

g(z)|g(z)|p−2f(z) dµ(z)

=
α

2πi

∫
|z|=1

uξ(z)(1− az)2(p−1)/pf(z) dz

W (z)(z − ξ)2(1− ξz)2(p−2)/p

= f ′(ξ) + λ(a)f(ξ)−
n∑
j=1

cj(ξ)f(zj).



8 Ê. Þ. ÎÑÈÏÅÍÊÎ

Ïðè÷åì ïàðàìåòð a âûáðàí êàê ðàç òàê, ÷òîáû λ(a) = 0. Èç ýòèõ
æå ðàâåíñòâ ïðè f = g ïîëó÷àåì

‖g‖pp =
1

2πi

∫
|z|=1

(1− az)(z − a) dz

(z − ξ)2(1− ξz)2
=

1 + |b|2

(1− |ξ|2)|1− ξb|2
.

Òåïåðü óòâåðæäåíèå òåîðåìû â ðàññìàòðèâàåìîì ñëó÷àå âûòåêàåò
èç òåîðåìû 1. Ïðè ξ = zk ðàññóæäåíèÿ ïðîâîäÿòñÿ ïî òîé æå ñõåìå
äëÿ

g(z) =
W (z)

(1− ξz)2/p
, α =

ωk(ξ)

(1− |ξ|2)2/p
.

Ïðè p = ∞ èñïîëüçóåòñÿ òåîðåìà 1 äëÿ òåõ æå ôóíêöèé g(z) (ñ
ó÷åòîì ïðåäåëüíîãî ïåðåõîäà ïðè p→∞)) è

ϕ(z) =
(1− az)2

(1− ξz)4
.

Òåîðåìà äîêàçàíà. �

Òåîðåìà 3 ïðè p = ∞ áûëà ïîëó÷åíà â ðàáîòå [2], à â îáùåé
ñèòóàöèè ïðè 1 ≤ p ≤ ∞ è Lf = λ0f(ξ) + λ1f

′(ξ) â ðàáîòå [10].
Èç òåîðåìû 3 âûòåêàåò, ÷òî åäèíè÷íûé äèñê ðàçáèâàåòñÿ íà äâå
îáëàñòè D0 è D1, â êîòîðûõ ýêñòðåìàëüíàÿ ôóíêöèÿ èìååò ñóùå-
ñòâåííûå ðàçëè÷èÿ. Â îáëàñòè D0 ó ýêñòðåìàëüíîé ôóíêöèè íóëè
ðàñïîëîæåíû òîëüêî â òî÷êàõ z1, . . . , zn, à â îáëàñòèD1 êðîìå íóëåé
â ýòèõ òî÷êàõ ïîÿâëÿåòñÿ åùå îäèí äîïîëíèòåëüíûé íóëü.
Ïîÿâëåíèå äâóõ òàêèõ îáëàñòåé âïåðâûå, ïî-âèäèìîìó, áûëî îá-

íàðóæåíî Äüåäîííå [14], êîòîðûì áûëà íàéäåíà âåëè÷èíà

sup
f∈BH∞
f(0)=0

|f ′(ξ)| =

1, |ξ| ≤
√

2− 1,
1 + |ξ|2

4|ξ|(1− |ξ|2)
, |ξ| >

√
2− 1.

Ïðè ýòîì îêàçàëîñü, ÷òî ïðè |ξ| ≤
√

2− 1 ýêñòðåìàëüíàÿ ôóíêöèÿ
� g0(z) = z, à ïðè 1 > |ξ| >

√
2− 1

g0(z) = z
z − a(ξ)

1− a(ξ)z
.

Ðåçóëüòàòû, ïîëó÷åííûå â òåîðåìå 3, åñòåñòâåííûì îáðàçîì ðàñ-
ïðîñòðàíÿþòñÿ è íà ñëó÷àé ñ êðàòíûìè òî÷êàìè. Èíòåðåñåí ñëó-
÷àé âîññòàíîâëåíèÿ ïðîèçâîäíîé ïî òåéëîðîâñêîé èíôîðìàöèè
f(0), f ′(0), . . . , f (n−1)(0). Ïîãðåøíîñòü îïòèìàëüíîãî âîññòàíîâëå-
íèÿ ïðè ýòîì áóäåò ðàâíà âåëè÷èíå

sup
f∈BHp

f(0)=...=f (n−1)(0)=0

|f ′(ξ)|.

Ïðè p = ∞ ðåçóëüòàòû îòíîñèòåëüíî ýòîé çàäà÷è, îáîáùàþùèå
ðåçóëüòàò Äüåäîííå, áûëè ïîëó÷åíû Ìè÷åëëè è Ðèâëèíûì [2]. Â
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÷àñòíîñòè, èìè áûëî íàéäåíî, ÷òî

D0 = { ξ ∈ C : |ξ| ≤ rn }, ãäå rn =

√
1 + n2 − 1

n
.

Èç ðàáîòû [10] âûòåêàåò, ÷òî ïðè 1 ≤ p ≤ ∞ D0 = { ξ ∈ D : |ξ| ≤
rnp }, ãäå

rnp =

√(
p− 1

p

)2

+ n

(
n− 2

p

)
− p− 1

p

n− 2

p

.

Òåì ñàìûì ïðè 1 ≤ p ≤ 2 D0 = D, è ðàçáèåíèÿ íà äâå îáëàñòè íåò.
Ðàññìîòðèì çàäà÷ó âîññòàíîâëåíèÿ ïðîèçâîäíîé f (k)(0) ïî èí-

ôîðìàöèè â òî÷êàõ zj = r exp(i2πj/n), j = 0, . . . , n − 1, k < n.
Çàïèñàâ äëÿ ôóíêöèè

g(z) = zk
rn − zn

1− rnzn

ðàâåíñòâî (3) (ñ ϕ(z) ≡ 1 ïðè p =∞), ïîëó÷èì, ÷òî ìåòîä

(6) f (k)(0) ≈ k!(1− r2n)

nrk

n−1∑
j=0

exp(−i2πjk/n)f(zj)

ÿâëÿåòñÿ îïòèìàëüíûì, g(z) � ýêñòðåìàëüíàÿ ôóíêöèÿ, à
E(L, I, BHp) = k!rn. Â ÷àñòíîñòè, ïðè k = 1, n = 2 îïòèìàëüíûé
ìåòîä ïðè âñåõ 1 ≤ p ≤ ∞ èìååò âèä

f ′(0) ≈ (1− r2)
f(r)− f(−r)

2r
.

Äëÿ p =∞ ýòîò ôàêò âûòåêàåò òàêæå èç ðåçóëüòàòîâ ðàáîòû [2] è
îòìå÷àëñÿ â ðàáîòå [4].
Çàìåòèì, ÷òî ýêñòðåìàëüíàÿ ôóíêöèÿ g(z) óäîâëåòâîðÿåò ðàâåí-

ñòâàì g(0) = . . . = g(k−1)(0) = 0. Ýòî îçíà÷àåò, ÷òî ìåòîä (6) ÿâ-
ëÿåòñÿ òàêæå îïòèìàëüíûì ìåòîäîì âîññòàíîâëåíèÿ, èñïîëüçóþ-
ùèì èíôîðìàöèþ If = (f(0), . . . , f (k−1)(0), f(z0, . . . , f(zn−1)). Èíû-
ìè ñëîâàìè, äîïîëíèòåëüíàÿ èíôîðìàöèÿ î çíà÷åíèÿõ ôóíêöèè f
â íóëå âìåñòå ñî ñâîèìè ïðîèçâîäíûìè äî ïîðÿäêà k−1 íå ÿâëÿåòñÿ
ïîëåçíîé, ò.å. îíà íå óìåíüøàåò ïîãðåøíîñòü âîññòàíîâëåíèÿ.
Ïî-äðóãîìó îáñòîèò äåëî ïðè k = n. Ðàññìàòðèâàÿ ýêñòðåìàëü-

íóþ ôóíêöèþ

g(z) = zn
rn − zn

1− rnzn
,

ïîëó÷èì, ÷òî îïòèìàëüíûé ìåòîä âîññòàíîâëåíèÿ èìååò âèä

f (n)(0) ≈ n!(1− r2n)

rn

[
1

n

n−1∑
j=0

f(zj)− f(0)

]
,
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à E(L, I, BHp) = n!rn. Çäåñü èíôîðìàöèÿ î çíà÷åíèè f(0) èñ-
ïîëüçóåòñÿ, íî ïî-ïðåæíåìó ÿâëÿåòñÿ �ëèøíåé� èíôîðìàöèÿ î
f ′(0), . . . , f (n−1)(0).
Ìîæíî ïîñòðîèòü f (n)(0), èñïîëüçóþùèé çíà÷åíèÿ ôóíêöèè

ëèøü â òî÷êàõ z0, . . . , zn−1. Ýêñòðåìàëüíàÿ ôóíêöèÿ â ýòîì ñëó÷àå
áóäåò èìåòü ðàçëè÷íûé âèä â çàâèñèìîñòè îò r.
Ïîëîæèì

rp =

√(p− 1

p

)2

+ 1− p− 1

p

1/p

,

a =



1− r2n

2rn
+

√(
1− r2n

2rn

)2

− p− 2

p

−1/n

, 0 < r ≤ rp,(
p

p− 1

1− r2n

2rn

)1/n

, rp < r < 1.

Òåîðåìà 4. Ìåòîä

f (n)(0) ≈



(n− 1)!

rnan
(1− r2n)(an − rn)(1− anrn)

p−2
p
∑n−1

j=0 f(zj),

0 < r ≤ rp,
(n− 1)!

rn
(1− r2n)(1− anrn)

2(p−1)
p
∑n−1

j=0 f(zj),

rp < r < 1,

ÿâëÿåòñÿ îïòèìàëüíûì ìåòîäîì âîññòàíîâëåíèÿ,

g0(z) =


(1 + a2n)−1/p z

n − rn

1− rnzn
(1− anzn)2/p, 0 < r ≤ rp,

(1 + a2n)−1/p z
n − rn

1− rnzn
zn − an

1− anzn
(1− anzn)2/p, rp < r < 1,

ÿâëÿåòñÿ ýêñòðåìàëüíîé ôóíêöèåé è

E(L, I, BHp) =


n!rn

an
(1 + a2n)(p−1)/p, 0 < r ≤ rp,

n!rn(1 + a2n)(p−1)/p, rp < r < 1,

Äîêàçàòåëüñòâî ýòîé òåîðåìû ïðîâîäèòñÿ ïî îáùåé ñõåìå, èñ-
ïîëüçîâàííîé â òåîðåìàõ 2 è 3.
Ïðè p =∞ èç òåîðåìû 4 âûòåêàåò ðàâåíñòâî

E(r) = E(L, I, BH∞) =

n!(1− r2n), 0 < r ≤ (
√

2− 1)1/n,

n!
(1 + r2n)

4rn
, (
√

2− 1)1/n < r < 1.

Íåòðóäíî óáåäèòüñÿ, ÷òî

min
r∈(0,1)

E(r) = E

(
2n

√
1

3

)
= n!

4
√

3

9
.
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Íàïðèìåð, äëÿ îäíîé òî÷êè (n = 1) îêàçûâàåòñÿ, ÷òî ìèíè-
ìàëüíàÿ ïîãðåøíîñòü îïòèìàëüíîãî ïðèáëèæåíèÿ âîññòàíîâëåíèÿ
f ′(0) äîñòèãàåòñÿ, êîãäà ýòà òî÷êà âçÿòà íà îêðóæíîñòè ðàäèóñà
1/
√

3. Ýòîò ëþáîïûòíûé ôàêò áûë îáíàðóæåí â ðàáîòå [15]. Çàäà-
÷à ìèíèìèçàöèè ïîãðåøíîñòè îïòèìàëüíîãî âîññòàíîâëåíèÿ f ′(ξ),
ξ ∈ (−1, 0) çà ñ÷åò âûáîðà óçëîâ z1, . . . , zn ∈ [0, 1) íà êëàññå BH∞
ðàññìàòðèâàëàñü â ðàáîòå [16].
4. Êâàäðàòóðíûå ôîðìóëû íà êëàññå BH∞. Ðàññìîòðèì çàäà÷ó

(1) äëÿ W = BH∞, Lf =
∫ b
a
f(x)p(x) dx, (a, b) ⊂ (−1, 1), p(x) ≥ 0

� âåñîâàÿ ôóíêöèÿ è If = (f(x1), f ′(x1), . . . , f(xn), f ′(xn)), xj ∈
(−1, 1). Ïîëîæèì

Wj(x) =
x− xj
1− xjx

, W (x) =
n∏
j=1

Wj(x), ωj(x) =
∏
k=1
k 6=j

Wk(x),

aj1(x) =

∫ b

a

ω2
j (x)Wj(x)

ω2
j (xj)W

′
j(xj)

[
1−W 2

j (x)
]
p(x) dx,

aj0(x) =

∫ b

a

ω2
j (x)

ω2
j (xj)

[
1−W 4

j (x)
]
p(x) dx− 2

ω′j(xj)

ωj(xj)
aj1.

Òåîðåìà 5. Êâàäðàòóðíàÿ ôîðìóëà

(7)

∫ b

a

f(x)p(x) dx ≈
n∑
j=1

(aj0f(xj) + aj1f
′(xj))

ÿâëÿåòñÿ îïòèìàëüíûì ìåòîäîì âîññòàíîâëåíèÿ íà êëàññå BH∞,
g0(z) = W 2(x) � ýêñòðåìàëüíàÿ ôóíêöèÿ è

E(L, I, BH∞) =

∫ b

a

W 2(x)p(x) dx.

Äîêàçàòåëüñòâî. Èç îáîáùåíèÿ òåîðåìû 2 äëÿ âîññòàíîâëåíèÿ
ôóíêöèé ïî çíà÷åíèÿì â òî÷êàõ xj, j = 1, . . . , n, ñ êðàòíîñòüþ 2
ïîëó÷èì, ÷òî ìåòîä

f(x) ≈
n∑
j=1

(Dj0(x)f(xj) +Dj1(x)f ′(xj)), x ∈ (−1, 1),

ãäå

Djk(x) = W 2(x)(1−x2)
∂1−k

∂ξ1−k

[
(1− xjξ)2

ω2
j (ξ)(1− xξ)(x− ξ)

] ∣∣∣∣
ξ=xj

, k = 0, 1,

ÿâëÿåòñÿ îïòèìàëüíûì ìåòîäîì âîññòàíîâëåíèÿ äëÿ ôóíêöèé èç
BH∞ ñ ïîãðåøíîñòüþ, ðàâíîé W 2(x). Ñëåäîâàòåëüíî, ïðè âñåõ f ∈
BH∞ ∣∣∣∣f(x)−

n∑
j=1

1∑
k=0

Djkf
(k)(xj)

∣∣∣∣ ≤ W 2(x).



12 Ê. Þ. ÎÑÈÏÅÍÊÎ

Ïîñêîëüêó

ajk =

∫ b

a

Djk(x)p(x) dx,

èìååì∣∣∣∣∫ b

a

f(x)p(x) dx−
n∑
j=1

1∑
k=0

ajkf
(k)(xj)

∣∣∣∣ ≤ ∫ b

a

W 2(x)p(x) dx.

Òàêèì îáðàçîì,

E(L, I, BH∞) ≤
∫ b

a

W 2(x)p(x) dx.

Ñ äðóãîé ñòîðîíû, èç ëåììû

E(L, I, BH∞) = sup
f∈BH∞

f(x1)=f ′(x1)=...=f(xn)=f ′(xn)=0

∣∣∣∣∫ b

a

f(x)p(x) dx

∣∣∣∣
≥
∫ b

a

W 2(x)p(x) dx.

Òåîðåìà äîêàçàíà. �

Äëÿ ïîäìíîæåñòâà ôóíêöèé èç BH∞, âåùåñòâåííûõ íà âåùå-
ñòâåííîé îñè, òåîðåìà 5 áûëà äîêàçàíà â ðàáîòå [17]. Îáùèé ñëó÷àé
ïðîèçâîëüíûõ êðàòíîñòåé áûë ðàññìîòðåí â [18].
Èíòåðåñåí âîïðîñ î íàõîæäåíèè îïòèìàëüíûõ óçëîâ, ò.å. òàêèõ

òî÷åê, íà êîòîðûõ äîñòèãàåòñÿ íèæíÿÿ ãðàíü

inf
xj∈(−1,1)

∫ b

a

W 2(x)p(x) dx.

Â îáùåì ñëó÷àå ýòà çàäà÷à îñòàåòñÿ îòêðûòîé. Èçâåñòíî ëèøü,
÷òî îïòèìàëüíûå óçëû ñóùåñòâóþò, óäîâëåòâîðÿþò óñëîâèÿì a <
xj < b è äëÿ íèõ aj1 = 0, ò.å. â êâàäðàòóðíîé ôîðìóëå (7) ïî
îïòèìàëüíûì óçëàì èíôîðìàöèÿ î çíà÷åíèÿõ ïðîèçâîäíîé íå èñ-
ïîëüçóåòñÿ. Îòñþäà ñëåäóåò, ÷òî îïòèìàëüíûå êâàäðàòóðíûå ôîð-
ìóëû äëÿ îïòèìàëüíûõ óçëîâ, èñïîëüçóþùèå èíôîðìàöèþ If è
If = (f(x1), . . . , f(xn)), ñîâïàäàþò.
Îòìåòèì, ÷òî îïòèìàëüíûå óçëû íå íàéäåíû äàæå äëÿ âåñîâîé

ôóíêöèè p(x) = 1. Áîëåå òîãî, íåèçâåñòíî, ÿâëÿþòñÿ ëè îíè åäèí-
ñòâåííûìè. Ðÿä ðåçóëüòàòîâ, êàñàþùèõñÿ îïòèìàëüíûõ óçëîâ ìîæ-
íî íàéòè â ðàáîòå [18]. Òàì æå ïîêàçàíî, ÷òî â îáùåì ñëó÷àå åäèí-
ñòâåííîñòè îïòèìàëüíûõ óçëîâ íåò.
Ïîðÿäêîâûå îöåíêè ïîãðåøíîñòè îïòèìàëüíîãî âîññòàíîâëåíèÿ

èíòåãðàëà ïî îïòèìàëüíûì óçëàì íà êëàññå BHp, ≤ p ≤ ∞, ïîëó-
÷åíû â ðàáîòå [19] (ñì. òàêæå öèòèðóåìóþ òàì ëèòåðàòóðó).
5. Çàäà÷à âîññòàíîâëåíèÿ íà êëàññàõ Áåðãìàíà. Ïðîñòðàíñòâî

Áåðãìàíà Ap îïðåäåëÿåòñÿ êàê ìíîæåñòâî àíàëèòè÷åñêèõ â D
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ôóíêöèé, äëÿ êîòîðûõ

‖f‖p =

(
1

π

∫
D

|f(z)|p dσ
)1/p

<∞, 1 ≤ p <∞,

ãäå dσ � ïëîñêàÿ ìåðà Ëåáåãà (ïðè p =∞ A∞ = H∞). Ðàññìîòðèì
çàäà÷ó îïòèìàëüíîãî âîññòàíîâëåíèÿ çíà÷åíèÿ f(ξ) ïî òåéëîðîâ-
ñêîé èíôîðìàöèè f(0), f ′(0), . . . , f (n−1)(0) íà êëàññå BAp.

Òåîðåìà 6 ([10]). Ìåòîä

f(ξ) ≈
n−1∑
j=0

cj(ξ)f
(j)(0),

ãäå

cj(ξ) =
ξn(1− |ξ|2)2(p−2)/p

j!(n− j − 1)!(ϕ(ξ))(p−2)/p

× ∂n−j−1

∂zn−j−1

[
(ϕ(z))(p−2)/p

(ξ − z)(1− ξz)2(p−2)/p

] ∣∣∣∣
z=0

,

ϕ(z) = 1 +
np

2
(1− ξz),

ÿâëÿåòñÿ îïòèìàëüíûì ìåòîäîì âîññòàíîâëåíèÿ íà êëàññå BAp,
1 ≤ p <∞,

g0(z) =
(1− |ξ|2)2/p

(ϕ(ξ))1/p
zn

(ϕ(z))2/p

(1− ξz)2/p

� ýêñòðåìàëüíàÿ ôóíêöèÿ, à

E(L, I, BAp) = |ξ|n (ϕ(ξ))1/p

(1− |ξ|2)2/p
.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïîëîæèì

g(z) = zn
(ϕ(z))2/p

(1− ξz)2/p
, α =

(1− |ξ|2)2(p−2)/p

(ϕ(ξ))(p−2)/p

è äëÿ f ∈ H∞

If =
α

2πi

∫
|ξ|=1

(ϕ(z))(p−2)/pf(z) dz

zn(z − ξ)(1− ξz)2(p−2)/p
.

Ïî òåîðåìå î âû÷åòàõ ïîëó÷àåì

If = f(ξ)−
n−1∑
j=0

cj(ξ)f
(j)(0).
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Ñ äðóãîé ñòîðîíû, ïî ôîðìóëå Ñòîêñà

If =
α

2πi

∫
|ξ|=1

|z|n(p−2) z
n+1(ϕ(z))(p−2)/pf(z) dz

zn(z − ξ)(1− ξz)2(p−2)/p

=
α

π

∫
D

∂

∂z

(
z

np
2

+1

1− ξz

)
zn(p−2)/p(ϕ(z))(p−2)/p

(1− ξz)2(p−2)/p
f(z) dσ

=
α

π

∫
D

g(z)|g(z)|p−2f(z) dσ.

Ïîñêîëüêó ôóíêöèè èç H∞ ïëîòíû â Ap, òî ýòî ðàâåíñòâî èìååò
ìåñòî äëÿ âñåõ f ∈ Ap. Îñòàåòñÿ ïðèìåíèòü òåîðåìó 1. Òåîðåìà
äîêàçàíà. �

Â ÷àñòíîñòè, èç òåîðåìû 6 âûòåêàåò àíàëîã ëåììû Øâàðöà äëÿ
êëàññîâ BAp

sup
f∈BAp

f(0)=0

|f(ξ)| = |ξ|

(
1 +

p

2
(1− |ξ|2)

)1/p

(1− |ξ|2)2/p
.

Çàäà÷è âîññòàíîâëåíèÿ íà êëàññàõ Áåðãìàíà, ïî-âèäèìîìó, ÿâëÿ-
þòñÿ ñëîæíûìè çàäà÷àìè. Â êàêîé-òî ìåðå ýòî ìîæíî îáúÿñíèòü
òåñíîé ñâÿçüþ ýòèõ çàäà÷ ñ çàäà÷àìè âîññòàíîâëåíèÿ íà êëàññàõ
Õàðäè â C2 (ïîäðîáíåå ñì. â [20]).
6. Íåêîòîðûå äàëüíåéøèå ðåçóëüòàòû è íåðåøåííûå çàäà÷è. Àíà-

ëîãè÷íî ïðîñòðàíñòâàì Hp è Ap îïðåäåëÿþòñÿ ïðîñòðàíñòâà ãàð-
ìîíè÷åñêèõ â D ôóíêöèé hp è ap. Ðÿä ðåçóëüòàòîâ ïî îïòèìàëü-
íîìó âîññòàíîâëåíèþ íà êëàññàõ Bh∞, Bh2 è Ba2 ìîæíî íàéòè
â ðàáîòå [21]. Îäíàêî çàäà÷à âîññòàíîâëåíèÿ çíà÷åíèÿ u(ξ) ïî èí-
ôîðìàöèè Iu = (u(z1), . . . , u(z)n äëÿ ïðîèçâîëüíîé ñèñòåìû òî÷åê
z1, . . . , zn íà êëàññå BH∞ íå ðåøåíà (â [21] ïðèâîäèòñÿ ðåøåíèå ýòîé
çàäà÷è, êîãäà zj ∈ (−1, 1)).
Íå ðåøåíà àíàëîãè÷íàÿ çàäà÷à è íà êëàññå BAp. Ñîîòâåòñòâó-

þùàÿ ýêñòðåìàëüíàÿ çàäà÷à äëÿ íàõîæäåíèÿ ïîãðåøíîñòè îïòè-
ìàëüíîãî âîññòàíîâëåíèÿ èìååò â ýòîì ñëó÷àå âèä:

(8) sup
f∈BAp

f(z1)=...=f(zn)=0

|f(ξ)|.

Îáîçíà÷èì ÷åðåç Hr
p ïðîñòðàíñòâî àíàëèòè÷åñêèõ â D ôóíêöèé,

ó êîòîðûõ f (r) ∈ Hp. Íåêîòîðûå ðåçóëüòàòû î çàäà÷å, àíàëîãè÷íîé
(8), äëÿ Hr

∞ ïîëó÷åíû â ðàáîòå [22] (ñì. òàêæå [23]). Îäíàêî äàæå
àíàëîã ëåììû Øâàðöà, ò.å. çàäà÷à î íàõîæäåíèè âåëè÷èíû

sup
f ′∈BAp

f(0)=0

|f(ξ)|

ïðè 1 ≤ p <∞, íåèçâåñòåí.
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Çàäà÷è, ñâÿçàííûå ñ îïòèìàëüíûì âîññòàíîâëåíèåì â ìíîãîìåð-
íîé ñèòóàöèè, ëèøü íà÷èíàþò èçó÷àòüñÿ. Ðÿä ðåçóëüòàòîâ â ýòîì
íàïðàâëåíèè ïîëó÷åí â ðàáîòå [20]. Ìû íå èìååì âîçìîæíîñòè îñòà-
íîâèòüñÿ çäåñü íà çàäà÷àõ, ñâÿçàííûõ ñ âîññòàíîâëåíèåì ïî äàí-
íûì, èçâåñòíûì ñ îøèáêîé. Çàäà÷è ýòè èíòåðåñíû òåì, ÷òî ýôôåêò
�ëèøíåé� èíôîðìàöèè, âîçíèêàþùèé óæå â çàäà÷àõ ñ òî÷íîé èí-
ôîðìàöèåé, îêàçûâàåòñÿ òèïè÷íûì äëÿ èíôîðìàöèè, çàäàííîé ñ
ïîãðåøíîñòüþ. Ðåçóëüòàòû, êàñàþùèåñÿ ýòèõ çàäà÷, ìîæíî íàéòè
â ðàáîòàõ [24�27].
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