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Ðàáîòà ïîñâÿùåíà ïîñòðîåíèþ íàèëó÷øèõ (îïòèìàëüíûõ) ìåòî-
äîâ âîññòàíîâëåíèÿ ïðîèçâîäíûõ ôóíêöèé èç îáîáùåííîãî ñîáî-
ëåâñêîãî êëàññà ôóíêöèé íà Rd ïðè óñëîâèè, ÷òî î êàæäîé òàêîé
ôóíêöèè èçâåñòíî òî÷íî èëè ïðèáëèæåííî åå ïðåîáðàçîâàíèå Ôó-
ðüå íà ïðîèçâîëüíîì èçìåðèìîì ìíîæåñòâå A ⊂ Rd. Â îáîèõ ñëó-
÷àÿõ ïîñòðîåíû ñåìåéñòâà îïòèìàëüíûõ ìåòîäîâ. Ýòè ìåòîäû èñ-
ïîëüçóþò íå âåñü îáúåì èíôîðìàöèè î ïðåîáðàçîâàíèè Ôóðüå, à
òîò, êîòîðûé èñïîëüçóþò, ïîäâåðãàþò íåêîòîðîé ôèëüòðàöèè. Ðàñ-
ñìîòðåíà òàêæå çàäà÷à î íàõîæäåíèè íàèëó÷øåãî ìíîæåñòâà äëÿ
âîññòàíîâëåíèÿ äàííîé ïðîèçâîäíîé ñðåäè âñåõ ìíîæåñòâ ôèêñè-
ðîâàííîé ìåðû.
Áèáëèîãðàôèÿ: 19 íàçâàíèé.

Êëþ÷åâûå ñëîâà: îïòèìàëüíîå âîññòàíîâëåíèå, ñîáîëåâñêèé
êëàññ, ýêñòðåìàëüíàÿ çàäà÷à, ïðåîáðàçîâàíèå Ôóðüå

1. Ïîñòàíîâêè çàäà÷ è ôîðìóëèðîâêè ðåçóëüòàòîâ

Ïóñòü d � íàòóðàëüíîå ÷èñëî è F � ïðåîáðàçîâàíèå Ôóðüå â
L2(Rd). Åñëè x(·) ∈ L2(Rd), òî óäîáíî ñ÷èòàòü, ÷òî ôóíêöèÿ Fx(·)
îïðåäåëåíà íà Rd ñ ìåðîé Ëåáåãà, äåëåííîé íà (2π)d. Íîðìó y(·)
â ïðîñòðàíñòâå ñóììèðóåìûõ ñ êâàäðàòîì ôóíêöèé íà Rd ñ òàêîé
ìåðîé îáîçíà÷àåì ‖y(·)‖L̂2(Rd), ò. å.

‖y(·)‖L̂2(Rd) =

(
1

(2π)d

∫
Rd
|y(ξ)|2 dξ

)1/2

.

Äëÿ êàæäîãî r > 0 îáîáùåííîå ñîáîëåâñêîå ïðîñòðàíñòâî (èëè
ïðîñòðàíñòâî áåññåëåâûõ ïîòåíöèàëîâ) Hr

2(Rd) îïðåäåëÿåòñÿ êàê
ñîâîêóïíîñòü ôóíêöèé x(·) ∈ L2(Rd), äëÿ êîòîðûõ

‖x(·)‖Hr2(Rd) =

(
1

(2π)d

∫
Rd

(
1 + ‖ξ‖2

)r |(Fx)(ξ)|2 dξ
)1/2

<∞,

ãäå ‖ξ‖2 = ξ2
1 +. . .+ξ2

d. Ñîîòâåòñòâóþùèì îáîáùåííûì ñîáîëåâñêèì
êëàññîì íàçîâåì ìíîæåñòâî

Hr
2(Rd) = {x(·) ∈ Hr

2(Rd) | ‖x(·)‖Hr2(Rd) ≤ 1 }.

Ðàáîòà âûïîëíåíà ïðè ôèíàíñîâîé ïîääåðæêå Ðîññèéñêîãî ôîíäà ôóíäà-
ìåíòàëüíûõ èññëåäîâàíèé (ãðàíò �13-01-12447).
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Åñëè r � íàòóðàëüíîå, òî ôóíêöèÿ x(·) (ïåðåìåííûõ t1, . . . td)
ïðèíàäëåæèòHr

2(Rd) òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà âñå åå îáîáùåííûå
ïðîèçâîäíûå ∂α1+...+αdx/∂tα1

1 . . . ∂tαdd , ãäå (α1, . . . , αd) ∈ Zd+ è α1 +
. . .+ αd ≤ r, ïðèíàäëåæàò L2(Rd), è â ýòîì ñëó÷àå íîðìà∑

α1+...+αd≤r

∥∥∥∥∂α1+...+αdx(·)
∂tα1

1 . . . ∂tαdd

∥∥∥∥
L2(Rd)

ýêâèâàëåíòíà íîðìå â Hr
2(Rd). Òàêèì îáðàçîì, åñëè r íàòóðàëüíî,

òî Hr
2(Rd) � êëàññè÷åñêîå ñîáîëåâñêîå ïðîñòðàíñòâî ôóíêöèé íà

Rd.
Äàäèì òåïåðü îïðåäåëåíèå äðîáíîé ïðîèçâîäíîé. Ïóñòü α =

(α1, . . . , αd) ∈ Rd
+, ξ = (ξ1, . . . , ξd) ∈ Rd, (iξ)α = (iξ1)α1 ·. . .·(iξd)αd , ãäå

(iξj)
αj = |ξj|αj exp {1

2
πi sgnξj}, j = 1, . . . , d (sgn0 = 0, 00 = 1) è Eα �

îïåðàòîð óìíîæåíèÿ íà ôóíêöèþ ξ 7→ (iξ)α â L̂2(Rd). Åñëè ôóíê-

öèÿ x(·) ∈ L2(Rd) òàêîâà, ÷òî (Eα ◦ F )x(·) ∈ L̂2(Rd), òî îïðåäåëåíà
ôóíêöèÿ Dαx(·) = (F−1 ◦ Eα ◦ F )x(·) ∈ L2(Rd), ãäå F−1 � îáðàò-
íîå ïðåîáðàçîâàíèÿ Ôóðüå, êîòîðàÿ íàçûâàåòñÿ α-îé ïðîèçâîäíîé

(ïî Âåéëþ) ôóíêöèè x(·). ßñíî, ÷òî åñëè x(·) äîñòàòî÷íî ãëàäêàÿ
è áûñòðî óáûâàþùàÿ ôóíêöèÿ íà Rd è α = (α1, . . . , αd) ∈ Zd+, òî
Dαx(t) = ∂xα1+...+αd(t)/∂tα1

1 . . . ∂tαdd .
Íàñ èíòåðåñóþò ñëåäóþùèå âîïðîñû, êîòîðûå íà ñîäåðæàòåëü-

íîì óðîâíå çâó÷àò òàê.
1) Ïóñòü î êàæäîé ôóíêöèè x(·) ∈ Hr

2(Rd) èçâåñòíî (òî÷íî èëè
ïðèáëèæåííî) åå ïðåîáðàçîâàíèå Ôóðüå íà íåêîòîðîì ïîäìíîæå-
ñòâå Rd. Êàê ïî ýòîé èíôîðìàöèè íàèëó÷øèì îáðàçîì âîññòàíî-
âèòü Dαx(·)?
2) Ïóñòü èìååòñÿ âîçìîæíîñòü èçìåðèòü (òî÷íî èëè ïðèáëèæåí-

íî) ïðåîáðàçîâàíèå Ôóðüå ôóíêöèé x(·) ∈ Hr
2(Rd) íà ëþáîì ìíî-

æåñòâå, ìåðà êîòîðîãî íå ïðåâîñõîäèò íåêîòîðîãî ÷èñëà σ > 0, ò. å.
èìååòñÿ âîçìîæíîñòü èçìåðèòü ôèêñèðîâàííîå �÷èñëî ãàðìîíèê�.
Êàêèå ãàðìîíèêè ëó÷øå âñåãî âçÿòü äëÿ âîññòàíîâëåíèÿ Dαx(·)?
Ïðèâåäåì òî÷íûå ïîñòàíîâêè ñôîðìóëèðîâàííûõ çàäà÷. Ïóñòü A

� ïðîèçâîëüíîå èçìåðèìîå ïîäìíîæåñòâî Rd è ïðî êàæäóþ ôóíê-
öèþ x(·) ∈ Hr

2(Rd) èçâåñòíî åå ïðåîáðàçîâàíèå Ôóðüå íà A ëèáî

òî÷íî, ëèáî ñ òî÷íîñòüþ äî δ > 0 â ìåòðèêå L̂2(A), ò. å. èçâåñòíà

ôóíêöèÿ y(·) ∈ L̂2(A) òàêàÿ, ÷òî ‖(Fx)(·) − y(·)‖L̂2(A) ≤ δ. Ïî ýòîé

èíôîðìàöèè ìû õîòèì âîññòàíîâèòü Dαx(·), α ∈ Rd
+, â ìåòðèêå

L2(Rd). Ïîíèìàåòñÿ ýòî ñëåäóþùèì îáðàçîì.

Ïóñòü Iδ(A) : Hr
2(Rd) → L̂2(A) � îòîáðàæåíèå, ñîïîñòàâëÿþùåå

x(·) ∈ Hr
2(Rd) ìíîæåñòâî Iδ(A)x(·) = { y(·) ∈ L̂2(A) | ‖Fx(·) −

y(·)‖L̂2(A) ≤ δ } (I0(A) � îáû÷íîå îòîáðàæåíèå, êîòîðîå ñîïîñòàâ-

ëÿåò x(·) ôóíêöèþ Fx(·)|A � ñóæåíèå Fx(·) íà A). Îáîçíà÷èì ÷åðåç
Im Iδ(A) îáðàç ýòîãî îòîáðàæåíèÿ.
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Âñÿêèé ìåòîä âîññòàíîâëåíèÿ äîëæåí ïî ôóíêöèè (íàáëþäåíèþ)
y(·) ∈ Im Iδ(A) óêàçàòü ôóíêöèþ èç L2(Rd), êîòîðàÿ ÿâëÿåòñÿ ïðè-
áëèæåíèåì ê α-îé ïðîèçâîäíîé ôóíêöèè èç Hr

2(Rd). Òàêèì îá-
ðàçîì, âñÿêèé ìåòîä åñòü íåêîòîðîå îòîáðàæåíèå ϕ : Im Iδ(A) →
L2(Rd). Ïîãðåøíîñòüþ ýòîãî ìåòîäà íàçîâåì âåëè÷èíó

e(Dα, Hr
2(Rd), A, δ, ϕ) = sup

x(·)∈Hr
2 (Rd)

y(·)∈ Im Iδ(A)

‖Dαx(·)− ϕ(y(·))(·)‖L2(Rd).

Ïðè δ = 0 ýòî ìîæíî çàïèñàòü êîðî÷å

e(Dα, Hr
2(Rd), A, 0, ϕ) = sup

x(·)∈Hr
2 (Rd)

‖Dαx(·)− ϕ(Fx(·)|A)(·)‖L2(Rd).

Íàñ èíòåðåñóåò âåëè÷èíà

E(Dα, Hr
2(Rd), A, δ) = inf

ϕ
e(Dα, Hr

2(Rd), A, δ, ϕ),

ãäå íèæíÿÿ ãðàíü áåðåòñÿ ïî âñåì ìåòîäàì ϕ : Im Iδ(A) → L2(Rd),
íàçûâàåìàÿ ïîãðåøíîñòüþ îïòèìàëüíîãî âîññòàíîâëåíèÿ è òå ìå-
òîäû ϕ̂, íà êîòîðûõ íèæíÿÿ ãðàíü äîñòèãàåòñÿ, ò. å.

E(Dα, Hr
2(Rd), A, δ) = e(Dα, Hr

2(Rd), A, δ, ϕ̂).

Òàêèå ìåòîäû áóäåì íàçûâàòü îïòèìàëüíûìè ìåòîäàìè âîññòà-

íîâëåíèÿ.
Âîïðîñ î íàõîæäåíèè ïîãðåøíîñòè îïòèìàëüíîãî âîññòàíîâëå-

íèÿ è îïòèìàëüíûõ ìåòîäîâ âîññòàíîâëåíèÿ è ñîñòàâëÿåò òî÷íóþ
ïîñòàíîâêó ïåðâîãî èç ñôîðìóëèðîâàííûõ âûøå âîïðîñîâ.
Ïóñòü òåïåðü σ > 0 è Aσ � ñîâîêóïíîñòü âñåõ èçìåðèìûõ ïîä-

ìíîæåñòâ Rd, ìåðà Ëåáåãà êîòîðûõ íå áîëüøå σ. Íàñ áóäåò èíòåðå-
ñîâàòü òàêæå âåëè÷èíà

Eσ(Dα, Hr
2(Rd), δ) = inf

Aσ∈Aσ
E(Dα, Hr

2(Rd), Aσ, δ) (1)

è òå ìíîæåñòâà, íà êîòîðûõ íèæíÿÿ ãðàíü äîñòèãàåòñÿ, êîòîðûå
ìû íàçûâàåì îïòèìàëüíûìè ìíîæåñòâàìè.
Çàäà÷à î íàõîæäåíèè âåëè÷èíû (1) è îïòèìàëüíûõ ìíîæåñòâ

åñòü òî÷íàÿ ïîñòàíîâêà âòîðîãî èç ñôîðìóëèðîâàííûõ âûøå âî-
ïðîñîâ.
Ïåðâîíà÷àëüíûå èäåè, ñâÿçàííûå ñ äàííûìè ïîñòàíîâêàìè, ïðè-

íàäëåæàò À.Í.Êîëìîãîðîâó, êîòîðûé â ðàáîòå [1] ââåë ïîíÿòèå ïî-
ïåðå÷íèêà � âåëè÷èíó, õàðàêòåðèçóþùóþ íàèëó÷øåå ïðèáëèæå-
íèå êëàññà ôóíêöèé ïîäïðîñòðàíñòâàìè ôèêñèðîâàííîé ðàçìåðíî-
ñòè. Çàòåì â ïÿòèäåñÿòûå ãîäû ñòàëè èçó÷àòü íàèëó÷øèå êâàäðàòó-
ðû íà êëàññàõ ôóíêöèé (ïåðâûå èññëåäîâàíèÿ çäåñü ïðèíàäëåæàò
À. Ñàðäó [2] è Ñ. Ì. Íèêîëüñêîìó [3]). Â 1965 ã Ñ.À.Ñìîëÿê [4] ïî-
ñòàâèë îáùóþ çàäà÷ó îá îïòèìàëüíîì âîññòàíîâëåíèè ëèíåéíîãî
ôóíêöèîíàëà íà êëàññå ýëåìåíòîâ ïî íåòî÷íîé èíôîðìàöèè î ñà-
ìèõ ýëåìåíòàõ è äîêàçàë, ÷òî åñëè êëàññ � âûïóêëîå öåíòðàëüíî
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ñèììåòðè÷íîå ìíîæåñòâî, òî ñðåäè îïòèìàëüíûõ ìåòîäîâ åñòü ëè-
íåéíûé. Âïîñëåäñòâèè áûëà ïîñòàâëåíà áîëåå îáùàÿ çàäà÷à î âîñ-
ñòàíîâëåíèè ëèíåéíûõ îïåðàòîðîâ è òåìàòèêà îïòèìàëüíîãî âîñ-
ñòàíîâëåíèÿ ïîëó÷èëà äîñòàòî÷íî èíòåíñèâíîå ðàçâèòèå. Îïðåäå-
ëåííîå ïðåäñòàâëåíèå îá ýòîì ìîæíî ïîëó÷èòü èç îáçîðîâ è ìîíî-
ãðàôèé [5]�[11]. Â ðàáîòàõ [12]�[17] èçó÷àëèñü çàäà÷è îïòèìàëüíî-
ãî âîññòàíîâëåíèÿ, ïî äóõó áëèçêèå ê òîìó, ÷òî ðàññìàòðèâàåòñÿ
â äàííîé ñòàòüå. Îòäåëüíî îòìåòèì ðàáîòó àâòîðîâ [18], â êîòîðîé
èññëåäóåòñÿ òà æå çàäà÷à, ÷òî è çäåñü, íî ìíîæåñòâî A åñòü âñå
ïðîñòðàíñòâî Rd.
Ïåðåä ôîðìóëèðîâêîé îñíîâíûõ óòâåðæäåíèé ïðèâåäåì íåêîòî-

ðûå îïðåäåëåíèÿ è îáîçíà÷åíèÿ.
Ïóñòü α = (α1, . . . , αd) ∈ Zd+ è ξ = (ξ1, . . . , ξd) ∈ Rd. Ïîëîæèì

α =
d∑
j=1

αj, αα =
d∏
j=1

α
αj
j , |ξ|α =

d∏
j=1

|ξj|αj .

Ïóñòü 0 < α < r. Ðàññìîòðèì ôóíêöèþ f(·) íà Rd, îïðåäåëåííóþ
ôîðìóëîé

f(ξ) =
|ξ|2α

(1 + ‖ξ‖2)r
, ξ ∈ Rd.

Ýòà ôóíêöèÿ, î÷åâèäíî, îãðàíè÷åíà è ñòðåìèòñÿ ê íóëþ ïðè ‖ξ‖ →
∞. Íåñëîæíûé ïîäñ÷åò ïîêàçûâàåò, ÷òî åå ìàêñèìàëüíîå çíà÷åíèå
ðàâíî

λ̂ =
αα(r − α)r−α

rr
è äîñòèãàåòñÿ òîëüêî â òî÷êàõ(

±
√

α1

r − α
, . . . ,±

√
αd

r − α

)
.

Îáîçíà÷èì

δ̂ =

(
r − α
r

)r/2
è íà ïîëóïðÿìîé [0,∞] ðàññìîòðèì ôóíêöèþ h, îïðåäåëåííóþ ôîð-
ìóëîé

h(t) =


αα

rαα−1

(
1− t2/r

)α−1
t2(1−α/r), 0 ≤ t ≤ δ̂ ,

λ̂ , t ≥ δ̂ .

Íåòðóäíî óáåäèòüñÿ, ÷òî ýòà ôóíêöèÿ ñòðîãî ìîíîòîííî âîçðàñòàåò

íà [0, δ̂ ], h(0) = 0 è h(δ̂ ) = λ̂.
Îïðåäåëèì äëÿ êàæäîãî λ ≥ 0 ìíîæåñòâî

Ωλ = { ξ ∈ Rd | f(ξ) ≥ λ }
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è ñîïîñòàâèì ëþáîìó èçìåðèìîìó ïîäìíîæåñòâó A â Rd ÷èñëî

λ(A) = inf{λ > 0 | mes(A ∩ Ωλ) = mes Ωλ }.

Ðàâåíñòâî mes(A∩Ωλ̂) = mes Ωλ̂ òðèâèàëüíûì îáðàçîì âûïîëíÿåò-
ñÿ, ïîñêîëüêó mes Ωλ̂ = 0, à åñëè A ñîâïàäàåò ï. â. ñ Rd, òî λ(A) = 0.

Òàêèì îáðàçîì, 0 ≤ λ(A) ≤ λ̂.
Åñëè δ = 0 è λ(A) = 0, òî ìû ðàñïîëàãàåì ïîëíîé èíôîðìàöèåé

î ôóíêöèè è çàäà÷à âîññòàíîâëåíèÿ ñòàíîâèòñÿ òðèâèàëüíîé. Ïî
ýòîé ïðè÷èíå ñëó÷àé δ+λ(A) = 0 äàëåå èñêëþ÷åí èç ðàññìîòðåíèÿ.
Äëÿ êàæäîãî δ ≥ 0 è êàæäîãî èçìåðèìîãî ïîäìíîæåñòâà A â Rd

òàêèõ, ÷òî δ + λ(A) 6= 0 ïîëîæèì

∆ = ∆(δ, A) =


δ, 0 < δ < δ̂, λ(A) ≤ h(δ),

h−1(λ(A)), 0 ≤ δ < δ̂, λ(A) > h(δ),

δ̂, δ ≥ δ̂

è îïðåäåëèì ÷èñëà

λ1 = λ1(δ, A) =
r

α∆2

(
δ̂2/r −∆2/r

)
h(∆) è λ2 = λ2(δ, A) = h(∆).

Çàìåòèì, ÷òî h(∆) = max{λ(A), h(δ)}.
Íàêîíåö, ÷åðåç 〈·, ·〉 îáîçíà÷èì ñêàëÿðíîå ïðîèçâåäåíèå â Rd.

Òåîðåìà 1. Ïóñòü α ∈ Rd
+, 0 < α < r, δ ≥ 0, A � èçìåðèìîå

ïîäìíîæåñòâî Rd è δ+λ(A) 6= 0. Òîãäà Dαx(·) ∈ L2(Rd) äëÿ ëþáîãî
x(·) ∈ Hr

2(Rd) è

E(Dα, Hr
2(Rd), A, δ) =

√(
rδ2

α∆2

(
δ̂2/r −∆2/r

)
+ 1

)
h(∆) .

Åñëè δ = 0, òî äëÿ êàæäîé èçìåðèìîé ôóíêöèè a(·) íà A òàêîé,

÷òî äëÿ ï. â. ξ ∈ Rd

|a(ξ)− 1| ≤
√
λ(A)

(1 + ‖ξ‖2)r/2

|ξ|α
, (2)

ìåòîä ϕ̂a, äåéñòâóþùèé äëÿ ï. â. t ∈ Rd ïî ïðàâèëó

ϕ̂a(Fx(·)|A)(t) =
1

(2π)d

∫
A

(iξ)αa(ξ)Fx(ξ)e〈ξ,t〉 dξ,

ÿâëÿåòñÿ îïòèìàëüíûì.
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Åñëè δ > 0, òî äëÿ êàæäîé èçìåðèìîé ôóíêöèè a(·) íà A òàêîé,

÷òî äëÿ ï. â. ξ ∈ Rd∣∣∣∣a(ξ)− λ1

λ1 + λ2 (1 + ‖ξ‖2)r

∣∣∣∣
≤

√
λ1λ2 (1 + ‖ξ‖2)

r/2

|ξ|α(λ1 + λ2 (1 + ‖ξ‖2)r)

√
−|ξ|2α + λ1 + λ2 (1 + ‖ξ‖2)r , (3)

ìåòîä ϕ̂a, äåéñòâóþùèé äëÿ ï. â. t ∈ Rd ïî ïðàâèëó

ϕ̂a(y(·))(t) =
1

(2π)d

∫
A

(iξ)αa(ξ)y(ξ)e〈ξ,t〉 dξ,

ÿâëÿåòñÿ îïòèìàëüíûì.

Êîììåíòàðèè

1. Åñëè δ = 0, òî èç âûðàæåíèÿ äëÿ îïòèìàëüíîé ïîãðåøíîñòè
âîññòàíîâëåíèÿ ñëåäóåò, ÷òî

E(Dα, Hr
2(Rd), A, 0) =

√
λ(A) ,

ò. å. ïðåîáðàçîâàíèå Ôóðüå ôóíêöèé èç Hr
2(Rd) äîñòàòî÷íî çíàòü

òîëüêî íà ìíîæåñòâå A′ ⊂ A (âêëþ÷åíèå ïîíèìàåòñÿ ñ òî÷íîñòüþ
äî ìíîæåñòâà ìåðû íóëü), äëÿ êîòîðîãî λ(A′) = λ(A). Ìèíèìàëü-
íûì ñðåäè íèõ ÿâëÿåòñÿ ìíîæåñòâî Ωλ(A).
Îïòèìàëüíûé ìåòîä ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé α-óþ ïðîèçâîäíóþ

ôóíêöèè, ïðåîáðàçîâàíèå Ôóðüå êîòîðîé âíå A ðàâíî íóëþ, à íà
A åñòü íàøå íàáëþäåíèå, �ñãëàæåííîå� ñ ïîìîùüþ ôóíêöèè a(·).
Â ñèëó (2) ôóíêöèÿ ξ 7→ (iξ)αa(ξ)Fx(ξ) ïðèíàäëåæèò L̂2(A), è
åñëè îíà ïðèíàäëåæèò åùå è L1(A) (íàïðèìåð, ìåðà A êîíå÷íà),
òî âûðàæåíèå äëÿ îïòèìàëüíîãî ìåòîäà åñòü ôîðìóëà îáðàùåíèÿ
ïðåîáðàçîâàíèÿ Ôóðüå. Åñëè íåò, òî èíòåãðàë â âûðàæåíèè äëÿ îï-
òèìàëüíîãî ìåòîäà ïðè êàæäîì t ∈ Rd íàäî ïîíèìàòü â ñìûñëå
ãëàâíîãî çíà÷åíèÿ.
Íà ìíîæåñòâå A \ Ωλ(A) ôóíêöèÿ f(·) íå ïðåâîñõîäèò λ(A). Ïî-

ýòîìó ñîãëàñíî (2) íà ýòîì ìíîæåñòâå ìîæíî ïîëîæèòü a(·) = 0 è
çíà÷èò, äîñòàòî÷íî áðàòü èíòåãðàë òîëüêî ïî ìíîæåñòâó Ωλ(A).
Åñëè ïîëîæèòü a(·) = 1 íà A, òî ôîðìóëà (2) òðèâèàëüíûì îáðà-

çîì âûïîëíÿåòñÿ, ò. å. íàáëþäàåìîå ïðåîáðàçîâàíèå Ôóðüå ìîæíî
ñîâñåì íå ñãëàæèâàòü.
Íàêîíåö, åñëè λ(A) = λ̂, òî f(ξ) ≤ λ̂ äëÿ âñåõ ξ ∈ Rd. Íåðàâåíñòâî

(2) âûïîëíÿåòñÿ ïðè a(·) = 0 íà A è ïîýòîìó â äàííîì ñëó÷àå
íóëåâîé ìåòîä ÿâëÿåòñÿ îïòèìàëüíûì.
Ñóììèðóÿ ñêàçàííîå, ìîæíî óòâåðæäàòü, ÷òî íàèáîëåå �ðàçóì-

íûì� ÿâëÿåòñÿ ñëåäóþùèé îïòèìàëüíûé ìåòîä

ϕ̂(Fx(·)|A)(t) =
1

(2π)d

∫
Ωλ(A)

(iξ)αFx(ξ)e〈ξ,t〉 dξ,
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òàê êàê îí èñïîëüçóåò ìèíèìàëüíûé îáúåì èíôîðìàöèè î ïðåîá-
ðàçîâàíèè Ôóðüå è íå òðåáóåò åãî îáðàáîòêè (êðîìå òîãî, â ñëó÷àå

λ(A) = λ̂ èíòåãðàë áåðåòñÿ ïî ìíîæåñòâó ìåðû íóëü è òåì ñàìûì
ϕ̂ = 0).
2. Åñëè δ > 0, òî íåïîñðåäñòâåííûå (íî äîâîëüíî ðóòèííûå) âû÷èñ-
ëåíèÿ ïîêàçûâàþò, ÷òî ïîãðåøíîñòü îïòèìàëüíîãî âîññòàíîâëåíèÿ,

êàê ôóíêöèÿ îò λ(A), óáûâàåò ïðè óáûâàíèè λ(A) îò λ̂ äî h(δ), à
çàòåì (÷òî óæå ëåãêî ñëåäóåò èç îïðåäåëåíèÿ ∆) ñòàáèëèçèðóåòñÿ
íà óðîâíå √( r

α

(
δ̂2/r − δ2/r

)
+ 1
)
h(δ) .

Òàêèì îáðàçîì, èíôîðìàöèÿ î ïðåîáðàçîâàíèè Ôóðüå çà ïðåäåëàìè
ìíîæåñòâà, äëÿ êîòîðîãî λ(A) ≤ h(δ) îêàçûâàåòñÿ ëèøíåé. Ìèíè-
ìàëüíûì èç òàêèõ ìíîæåñòâ ÿâëÿåòñÿ ìíîæåñòâî Ωh(δ).
Â òåîðåìå ïðåäñòàâëåíî ñåìåéñòâî îïòèìàëüíûõ ìåòîäîâ, êàæ-

äûé èç êîòîðûõ åñòü α-àÿ ïðîèçâîäíàÿ ôóíêöèè, ïðåîáðàçîâàíèå
Ôóðüå êîòîðîé âíå A ðàâíî íóëþ, à íà A åñòü íàáëþäåíèÿ y(·),
�ñãëàæåííîå� ñ ïîìîùüþ ôóíêöèè a(·).
Íà ìíîæåñòâå A\Ωh(∆) (íàïîìíèì h(∆) = max{λ(A), h(δ)}) ìîæ-

íî ïîëîæèòü a(·) = 0. Äåéñòâèòåëüíî, â ýòîì ñëó÷àå èç íåðàâåíñòâà
(20), ðàâíîñèëüíîãî ñîîòíîøåíèþ (3), ñëåäóåò, ÷òî íà ýòîì ìíîæå-
ñòâå äîëæíî âûïîëíÿòüñÿ óñëîâèå f(ξ) ≤ λ2, êîòîðîå âåðíî, ïî-
ñêîëüêó λ2 = h(∆). Òàêèì îáðàçîì, äëÿ êàæäîãî a(·), óäîâëåòâîðÿ-
þùåãî (3), íàèáîëåå ýêîíîìíûé îïòèìàëüíûé ìåòîä èìååò âèä

ϕ̂a(y(·))(t) =
1

(2π)d

∫
Ωh(∆)

(iξ)αa(ξ)y(ξ)e〈ξ,t〉 dξ.

Ïðèâåäåì â êîíöå åùå ÿâíîå âûðàæåíèå äëÿ îïòèìàëüíîãî ìåòî-
äà, ñîîòâåòñòâóþùåãî ôóíêöèè a(·), îáðàùàþùåé ëåâóþ ÷àñòü (3)
â íîëü:

ϕ̂(y(·))(t)

=
1

(2π)d

∫
Ωh(∆)

(iξ)α
(

1 +
α∆2

r

1

δ̂2/r −∆2/r
(1 + ‖ξ‖2)r

)−1

y(ξ)e〈ξ,t〉dξ.

Ïåðåä ôîðìóëèðîâêîé âòîðîé òåîðåìû ïðèâåäåì åùå íåêîòîðûå
îïðåäåëåíèÿ. Ïîíÿòíî, ÷òî ôóíêöèÿ m : λ 7→ mes Ωλ ìîíîòîííî

óáûâàåò íà (0, λ̂ ], m(λ) → ∞ ïðè λ → 0 è m(λ̂) = 0. Äëÿ ëþáî-
ãî σ > 0 îáîçíà÷èì ÷åðåç λ(σ) åäèíñòâåííîå ðåøåíèå óðàâíåíèÿ
m(λ) = σ.

Òåîðåìà 2. Ïóñòü α ∈ Rd
+, 0 < α < r, δ ≥ 0, σ > 0 è λ(σ, δ) =

max(λ(σ), h(δ)). Òîãäà ëþáîå ìíîæåñòâî, ñîâïàäàþùåå ñ Ωλ(σ,δ) ñ

òî÷íîñòüþ äî ìíîæåñòâà ìåðû íóëü, ÿâëÿåòñÿ îïòèìàëüíûì.



8 Ã. Ã. ÌÀÃÀÐÈË-ÈËÜßÅÂ, Ê. Þ. ÎÑÈÏÅÍÊÎ

Îòìåòèì, ÷òî åñëè δ = 0, òî λ(σ, δ) = λ(σ), ïîñêîëüêó h(0) = 0
è òåì ñàìûì Ωλ(σ) � îïòèìàëüíîå ìíîæåñòâî, è ÷åì áîëüøå σ, òåì

ìåíüøå ïîãðåøíîñòü îïòèìàëüíîãî âîññòàíîâëåíèÿ, ðàâíàÿ
√
λ(σ).

Åñëè æå δ > 0 è σ > 0 òàêîâû, ÷òî λ(σ) ≤ h(δ), òî èíôîðìàöèÿ î
ïðåîáðàçîâàíèè Ôóðüå çà ïðåäåëàìè ìíîæåñòâà Ωh(δ) îêàçûâàåòñÿ
ëèøíåé � ïîãðåøíîñòü îïòèìàëüíîãî âîññòàíîâëåíèÿ íå óìåíüøà-
åòñÿ.

2. Äîêàçàòåëüñòâà

Äîêàçàòåëüñòâî òåîðåìû 1. Ïîêàæåì ïðåæäå âñåãî, ÷òî åñëè
x(·) ∈ Hr

2(Rd), òî Dαx(·) ∈ L2(Rd). Äåéñòâèòåëüíî, ñîãëàñíî îïðå-

äåëåíèÿì λ̂ è ïðîñòðàíñòâà Hr
2(Rd)

1

(2π)d

∫
Rd
|ξ|2α|Fx(ξ)|2 dξ

=
1

(2π)d

∫
Rd

|ξ|2α

(1 + ‖ξ‖2)r
(1 + ‖ξ‖2)r|Fx(ξ)|2 dξ

≤ λ̂
1

(2π)d

∫
Rd

(1 + ‖ξ‖2)r|Fx(ξ)|2 dξ <∞.

Äàëåå, ïî îïðåäåëåíèþ α-îé ïðîèçâîäíîé è òåîðåìå Ïëàíøåðåëÿ

1

(2π)d

∫
Rd
|ξ|2α|Fx(ξ)|2 dξ =

∫
Rd
|Dαx(t)|2 dt,

ò. å. Dαx(·) ∈ L2(Rd).
Òåïåðü îöåíèì ñíèçó âåëè÷èíó ïîãðåøíîñòè îïòèìàëüíîãî âîñ-

ñòàíîâëåíèÿ E(Dα, Hr
2(Rd), A, δ). Ïîêàæåì, ÷òî îíà íå ìåíüøå çíà-

÷åíèÿ ýêñòðåìàëüíîé çàäà÷è

‖Dαx(·)‖L2(Rd) → max, ‖Fx(·)‖L̂2(A) ≤ δ, ‖x(·)‖Hr2(Rd) ≤ 1, (4)

ò. å. âåðõíåé ãðàíè ìàêñèìèçèðóåìîãî ôóíêöèîíàëà ïðè äàííûõ
îãðàíè÷åíèÿõ (ïðè ýòîì, åñëè δ = 0, òî ïåðâîå îãðàíè÷åíèå çàäà÷è
èìååò âèä Fx(·) = 0 äëÿ ï. â. ξ ∈ A).
Ïóñòü x0(·) � äîïóñòèìàÿ ôóíêöèÿ â (4) (ò. å. x0(·) óäîâëåòâîðÿ-

åò îãðàíè÷åíèÿì çàäà÷è), òîãäà, î÷åâèäíî, ôóíêöèÿ −x0(·) òàêæå
äîïóñòèìà è ìû èìååì äëÿ ëþáîãî ϕ : L̂2(A) → L2(Rd) (ϕ(0)(·) �
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çíà÷åíèå îòîáðàæåíèÿ ϕ íà íóëåâîé ôóíêöèè)

2‖Dαx0(·)‖L2(Rd) ≤ ‖Dαx0(·)− ϕ(0)(·)‖L2(Rd)

+ ‖Dα(−x0)(·)− ϕ(0)(·)‖L2(Rd)

≤ 2 sup
x(·)∈Hr

2 (Rd)
‖Fx(·)‖

L̂2(A)
≤δ

‖Dαx(·)− ϕ(0)(·)‖L2(Rd)

≤ 2 sup
x(·)∈Hr

2 (Rd), y(·)∈L̂2(A)
‖Fx(·)−y(·)‖

L̂2(A)
≤δ

‖Dαx(·)− ϕ(y(·))(·)‖L2(Rd).

Ïåðåõîäÿ ñëåâà ê âåðõíåé ãðàíè ïî âñåì äîïóñòèìûì ôóíêöèÿì â
(4), à ñïðàâà ê íèæíåé ãðàíè ïî âñåì ìåòîäàì ϕ, ïîëó÷àåì òðåáó-
åìîå.
Òåïåðü îöåíèì ñíèçó çíà÷åíèå çàäà÷è (4). Äëÿ ýòîãî óäîáíî ïå-

ðåïèñàòü çàäà÷ó â îáðàçàõ Ôóðüå. Ñîãëàñíî òåîðåìå Ïëàíøåðåëÿ
êâàäðàò çíà÷åíèÿ çàäà÷è (4) ðàâåí çíà÷åíèþ òàêîé çàäà÷è

1

(2π)d

∫
Rd
|ξ|2α|Fx(ξ)|2 dξ → max,

1

(2π)d

∫
A

|Fx(ξ)|2 dξ ≤ δ2,

1

(2π)d

∫
Rd

(
1 + ‖ξ‖2

)r |Fx(ξ)|2 dξ ≤ 1. (5)

Åñëè δ = 0, òî ïåðâîå îãðàíè÷åíèå â ýòîé çàäà÷å èìååò âèä Fx(·) =
0 äëÿ ï. â. ξ ∈ A.
Ðàññìîòðèì îòäåëüíî íåñêîëüêî ñëó÷àåâ.

1) δ ≥ δ̂. Ïîëîæèì

ξ̂ =

(√
α1

r − α
, . . . ,

√
αd

r − α

)
,

ãäå, íàïîìíèì, α = (α1, . . . , αd). Äëÿ êàæäîãî ε > 0 îáîçíà÷èì

ξ̂ε =

(
1 +

ε

‖ξ̂‖

)
ξ̂,

ðàññìîòðèì øàð Bε = { ξ ∈ Rd | ‖ξ − ξ̂ε‖ ≤ ε } è îïðåäåëèì íà Rd

ôóíêöèè

zε(ξ) =


(2π)d/2

(∫
Bε

(1 + ‖η‖2)r dη

)−1/2

, ξ ∈ Bε,

0, ξ /∈ Bε.

Î÷åâèäíî, ÷òî zε(·) ∈ L̂2(Rd). Ïîëîæèì xε(·) = F−1zε(·) è ïîêàæåì,
÷òî ôóíêöèè xε(·) äîïóñòèìû â çàäà÷å (5).
Âòîðîå îãðàíè÷åíèå â ýòîé çàäà÷å, î÷åâèäíî, âûïîëíåíî. Åñëè

A ∩ Bε = ∅, òî ïåðâîå îãðàíè÷åíèå òðèâèàëüíûì îáðàçîì âåðíî.
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Ïóñòü A ∩ Bε 6= ∅. Ëåãêî ïðîâåðèòü, ÷òî (1 + ‖ξ̂ ‖2)−r = δ̂2 è ÷òî

‖ξ‖ ≥ ‖ξ̂‖ äëÿ âñåõ ξ ∈ Bε. Ó÷èòûâàÿ ýòî, áóäåì èìåòü

1

(2π)d

∫
A

|Fxε(ξ)|2 dξ =
1

(2π)d

∫
A∩Bε

|Fxε(ξ)|2 dξ

≤
(∫

Bε

(1 + ‖η‖2)r dη

)−1

mesBε ≤
(∫

Bε

(1 + ‖ξ̂‖2)r dη

)−1

mesBε

= (1 + ‖ξ̂ ‖2)−r = δ̂2 ≤ δ2.

Èòàê, äëÿ ëþáîãî ε > 0 ôóíêöèÿ xε(·) äîïóñòèìà â çàäà÷å (4) è
çíà÷èò, çíà÷åíèå ýòîé çàäà÷è íå ìåíüøå

1

(2π)d

∫
Rd
|ξ|2α|Fxε(ξ)|2 dξ =

(∫
Bε

(1 + ‖η‖2)r dη

)−1 ∫
Bε

|ξ|2α dξ.

Ïðè ε→ 0 ýòà âåëè÷èíà ñòðåìèòñÿ (ïî òåîðåìå î ñðåäíåì) ê âåëè-
÷èíå

f(ξ̂ ) =
|ξ̂ |2α

(1 + ‖ξ̂ ‖2)r
,

êîòîðàÿ ðàâíà λ̂, ïîñêîëüêó â òî÷êå ξ̂ äîñòèãàåòñÿ ìàêñèìóì ôóíê-
öèè f (÷òî îòìå÷åíî ïåðåä ôîðìóëèðîâêîé òåîðåìû).
Ïîñêîëüêó êâàäðàò ïîãðåøíîñòè îïòèìàëüíîãî âîññòàíîâëåíèÿ

íå ìåíüøå çíà÷åíèÿ çàäà÷è (4), òî ïðè δ ≥ δ̂ ïîëó÷åíà îöåíêà

E(Dα, Hr
2(Rd), A, δ) ≥

√
λ̂ . (6)

Âåëè÷èíà ñïðàâà ñîâïàäàåò ñ âåëè÷èíîé ïîãðåøíîñòè îïòèìàëüíî-
ãî âîññòàíîâëåíèÿ, óêàçàííîé â òåîðåìå, òàê êàê â ðàññìàòðèâàå-

ìîì ñëó÷àå ∆ = δ̂ è h(δ̂ ) = λ̂.

2) 0 < δ < δ̂, λ(A) ≤ h(δ). Ïóñòü

ξ̃ =

(√
α1(1− δ2/r)

α δ2/r
, . . . ,

√
αd(1− δ2/r)

α δ2/r

)
.

Äëÿ êàæäîãî ε > 0 îáîçíà÷èì

ξ̃ε =

(
1− ε

‖ξ̃ ‖

)
ξ̃

è ðàññìîòðèì øàð B̃ε = { ξ ∈ Rd | ‖ξ − ξ̃ε‖ ≤ ε }.
Ïîñêîëüêó δ < δ̂ è òåì ñàìûì r(1− δ2/r)/α > 1, òî

f(ξ̃ ) =
|ξ̃ |2α

(1 + ‖ξ̃ ‖2)r
=

αα

rαα−1

(
1− δ2/r

)α−1
δ2(1−α/r)

=
r

α
(1− δ2/r)h(δ) > h(δ) ≥ λ(A).
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Ñëåäîâàòåëüíî, ξ̃ ∈ int Ωλ(A), ïîýòîìó Bε ⊂ int Ωλ(A) äëÿ äîñòàòî÷íî

ìàëûõ ε è çíà÷èò, mes(A ∩ B̃ε) = mes B̃ε äëÿ òàêèõ ε. Îïðåäåëèì
íà Rd ôóíêöèè

zε(ξ) =


(2π)d/2

δ√
mes B̃ε

, ξ ∈ B̃ε,

0, ξ /∈ B̃ε.

ßñíî, ÷òî zε(·) ∈ L̂2(Rd). Ïîëîæèì xε(·) = F−1zε(·) è ïîêàæåì, ÷òî
ôóíêöèè xε(·) äîïóñòèìû â çàäà÷å (5). Ïåðâîå îãðàíè÷åíèå â çàäà÷å
âûïîëíÿåòñÿ î÷åâèäíûì îáðàçîì. Äàëåå ýëåìåíòàðíî ïðîâåðÿåòñÿ,

÷òî ‖ξ‖ ≤ ‖ξ̃ ‖, åñëè ξ ∈ B̃ε, à δ
2(1 + ‖ξ̃ ‖2)r = 1 è ïîýòîìó

1

(2π)d

∫
Rd

(
1 + ‖ξ‖2

)r |Fxε(ξ)|2 dξ =
δ2

mes B̃ε

∫
B̃ε

(1 + ‖ξ‖2)r dξ

≤ δ2

mes B̃ε

(1 + ‖ξ̃ ‖2)r mes B̃ε = δ2(1 + ‖ξ̃ ‖2)r = 1.

Èòàê, ôóíêöèè xε(·) äîïóñòèìû â çàäà÷å (4) è çíà÷èò, äëÿ âñåõ
äîñòàòî÷íî ìàëûõ ε > 0 çíà÷åíèå ýòîé çàäà÷è íå ìåíüøå

1

(2π)d

∫
Rd
|ξ|2α|Fxε(ξ)|2 dξ =

δ2

mes B̃ε

∫
B̃ε

|ξ|2α dξ

=
1

(1 + ‖ξ̃ ‖2)r mes B̃ε

∫
B̃ε

|ξ|2α dξ.

Ïðè ε→ 0 ýòà âåëè÷èíà ñòðåìèòñÿ (ïî òåîðåìå î ñðåäíåì) ê ÷èñëó

|ξ̃ |2α

(1 + ‖ξ̃ ‖2)r
=
αα

αα
(1− δ2/r)α

δ2α/r
δ2 =

( r
α

(
δ̂2/r − δ2/r

)
+ 1
)
h(δ).

Òîãäà, ïî òåì æå ñîîáðàæåíèÿì, ÷òî è âûøå, äëÿ ðàññìàòðèâàåìîãî
ñëó÷àÿ äîêàçàíà îöåíêà

E(Dα, Hr
2(Rd), A, δ) ≥

√( r
α

(
δ̂2/r − δ2/r

)
+ 1
)
h(δ) , (7)

ïðàâàÿ ÷àñòü êîòîðîé ñîâïàäàåò ñ âåëè÷èíîé ïîãðåøíîñòè îïòè-
ìàëüíîãî âîññòàíîâëåíèÿ, óêàçàííîé â òåîðåìå, ïîñêîëüêó â ðàñ-
ñìàòðèâàåìîì ñëó÷àå ∆ = δ.

3) 0 ≤ δ < δ̂, λ(A) > h(δ). Ïóñòü ñíà÷àëà λ(A) = λ̂. Òîãäà äëÿ

êàæäîãî 0 < λ < λ̂ ñïðàâåäëèâî íåðàâåíñòâî mes(A ∩ Ωλ) < mes Ωλ

è çíà÷èò, äëÿ òàêèõ λ

mes(Ωλ ∩ (Rd \ A)) = mes(Ωλ \ A) = mes Ωλ −mes(A ∩ Ωλ) > 0.
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Îáîçíà÷èì Gλ = Ωλ ∩ (Rd \ A) è îïðåäåëèì ôóíêöèè íà Rd ïî
ïðàâèëó

zλ(ξ) =

(2π)d/2
(∫

Gλ
(1 + ‖η‖2)r dη

)−1/2

, ξ ∈ Gλ,

0, ξ /∈ Gλ.

ßñíî, ÷òî zλ(·) ∈ L̂2(Rd). Ïîëîæèì xλ(·) = F−1zλ(·). Ýëåìåíòàðíî
ïðîâåðÿåòñÿ, ÷òî ôóíêöèè xλ(·) äîïóñòèìû â çàäà÷å (5). Òîãäà äëÿ
âñåõ óêàçàííûõ λ (ó÷èòûâàÿ, ÷òî f(ξ) ≥ λ, åñëè ξ ∈ Ωλ) èìååì

1

(2π)d

∫
Rd
|ξ|2α|Fxλ(ξ)|2 dξ =

(∫
Gλ

(1 + ‖η‖2)r dη

)−1 ∫
Gλ

|ξ|2α dξ

=

(∫
Gλ

(1 + ‖η‖2)r dη

)−1 ∫
Gλ

|ξ|2α

(1 + ‖ξ‖2)r
(1 + ‖ξ‖2)r dξ

≥
(∫

Gλ

(1 + ‖η‖2)r dη

)−1

λ

∫
Gλ

(1 + ‖ξ‖2)r dξ = λ

è òåì ñàìûì çíà÷åíèå çàäà÷è (5) íå ìåíüøå λ. Ïåðåõîäÿ ê ïðåäåëó

ïðè λ→ λ̂, ïîëó÷àåì, ÷òî çíà÷åíèå ýòîé çàäà÷è íå ìåíüøå λ̂.
Ñíîâà, ïîñêîëüêó êâàäðàò ïîãðåøíîñòè îïòèìàëüíîãî âîññòàíîâ-

ëåíèÿ íå ìåíüøå çíà÷åíèÿ çàäà÷è (5), òî äëÿ ñëó÷àÿ λ(A) = λ̂ äî-
êàçàíà îöåíêà

E(Dα, Hr
2(Rd), A, δ) ≥

√
λ̂ , (8)

ãäå, ñíîâà âåëè÷èíà ñïðàâà ñîâïàäàåò ñ âåëè÷èíîé ïîãðåøíîñòè îï-
òèìàëüíîãî âîññòàíîâëåíèÿ èç ôîðìóëèðîâêè òåîðåìû, òàê êàê â

ðàññìàòðèâàåìîé ñèòóàöèè ∆ = δ̂.

Ïóñòü òåïåðü λ(A) < λ̂. Ïîêàæåì ñíà÷àëà, ÷òî äëÿ âñåõ 0 < ε <
λ(A) ìåðà ìíîæåñòâà

Fε = (Rd \ A) ∩ (Ωλ(A)−ε \ Ωλ(A))

ïîëîæèòåëüíà. Ïðåäïîëîæèì, ÷òî mesFε = 0 äëÿ íåêîòîðîãî ε.
Òîãäà îòñþäà, ó÷èòûâàÿ, ÷òî Ωλ(A) ⊂ Ωλ(A)−ε, ïîëó÷èì

mes(A ∩ (Ωλ(A)−ε \ Ωλ(A))) = mes(Ωλ(A)−ε \ Ωλ) = mes Ωλ(A)−ε

−mes(Ωλ(A) ∩ Ωλ(A)−ε) = mes Ωλ(A)−ε −mes Ωλ(A).

Ñ äðóãîé ñòîðîíû,

mes(A ∩ (Ωλ(A)−ε \ Ωλ(A))) = mes((A ∩ Ωλ(A)−ε) \ Ωλ(A))

= mes(A ∩ Ωλ(A)−ε)−mes(A ∩ Ωλ(A)).

Èç îïðåäåëåíèÿ λ(A) ëåãêî âûòåêàåò, ÷òî mes(A ∩ Ωλ(A)) =
mes Ωλ(A). Òîãäà èç ïîëó÷åííûõ âûðàæåíèé ñëåäóåò ðàâåíñòâî
mes(A∩Ωλ(A)−ε) = mes Ωλ(A)−ε, êîòîðîå ïðîòèâîðå÷èò îïðåäåëåíèþ
λ(A). Èòàê, mesFε 6= 0 äëÿ âñåõ 0 < ε < λ(A).
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Ïóñòü ñíà÷àëà δ = 0. Äëÿ óêàçàííûõ ε îïðåäåëèì ôóíêöèè íà
Rd ïî ïðàâèëó

zε(ξ) =


(2π)d/2

(∫
Fε

(1 + ‖η‖2)r dη
)−1/2

, ξ ∈ Fε,

0, ξ /∈ Fε.

ßñíî, ÷òî zε(·) ∈ L̂2(Rd). Ïîëîæèì xε(·) = F−1zε(·). Ýëåìåíòàð-
íî ïðîâåðÿåòñÿ, ÷òî ôóíêöèè xε(·) äîïóñòèìû â çàäà÷å (5). Òå æå
ðàññóæäåíèÿ, ÷òî è â íà÷àëå ýòîãî ïóíêòà ïîêàçûâàþò, ÷òî

1

(2π)d

∫
Rd
|ξ|2α|Fxε(ξ)|2 dξ ≥ λ(A)− ε,

îòêóäà, êàê è ðàíüøå, ñëåäóåò, ÷òî

E(Dα, Hr
2(Rd), A, 0) ≥

√
λ(A) . (9)

Âåëè÷èíà ñïðàâà ñîâïàäàåò ñ âåëè÷èíîé ïîãðåøíîñòè îïòèìàëüíî-
ãî âîññòàíîâëåíèÿ èç ôîðìóëèðîâêè òåîðåìû, òàê êàê â ðàññìàò-
ðèâàåìîì ñëó÷àå δ = 0 è h(∆) = λ(A).
Ïóñòü òåïåðü δ > 0. Ïîëîæèì

ξ′ =

(√
α1(1−∆2/r)

α∆2/r
, . . . ,

√
αd(1−∆2/r)

α∆2/r

)
.

Äëÿ êàæäîãî ε > 0 îáîçíà÷èì

ξ′ε =

(
1− ε

‖ξ′‖

)
ξ′

è ðàññìîòðèì øàð B′ε = { ξ ∈ Rd | ‖ξ − ξ′ε‖ ≤ ε }.
Òàê êàê λ(A) < λ̂, òî ∆ = h−1(λ(A)) < h−1(λ̂) = δ̂ è òîãäà àíàëî-

ãè÷íî ïðåäûäóùåìó ñëó÷àþ èìååì

f(ξ′) =
|ξ′|2α

(1 + ‖ξ′‖2)r
=

αα

rαα−1

(
1−∆2/r

)α−1
∆2(1−α/r)

=
r

α
(1−∆2/r)h(∆) > h(∆) = λ(A).

Ýòî îçíà÷àåò, ÷òî ξ′ ∈ int Ωλ(A). Ñëåäîâàòåëüíî, äëÿ äîñòàòî÷íî
ìàëûõ ε > 0 øàð B′ε ïðèíàäëåæèò Ωλ(A) è òåì ñàìûì B′ε ∩ Fε = ∅.
Ïðîñòàÿ ïðîâåðêà ïîêàçûâàåò, ÷òî ‖ξ‖ ≤ ‖ξ′‖, åñëè ξ ∈ B′ε è (1 +
‖ξ′‖2)r = 1/∆2. Äàëåå, ïîñêîëüêó λ(A) > h(δ), òî ∆ = h−1(λ(A)) > δ
è ïîýòîìó

δ2

mesB′ε

∫
B′
ε

(
1 + ‖ξ‖2

)r
dξ ≤ δ2

mesB′ε

∫
B′
ε

(
1 + ‖ξ′‖2

)r
dξ

= δ2
(
1 + ‖ξ′‖2

)r
=

δ2

∆2
< 1.
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Îáîçíà÷èì ÷åðåç Cε ëåâóþ ÷àñòü ýòîãî íåðàâåíñòâà è äëÿ óêàçàí-
íûõ âûøå ε îïðåäåëèì ôóíêöèè íà Rd ïî ïðàâèëó

zε(ξ) =



(2π)d/2
δ√

mesB′ε
, ξ ∈ B′ε,

(2π)d/2
√

1− Cε
(∫

Fε
(1 + ‖η‖2)r dη

)−1/2

, ξ ∈ Fε,

0, ξ /∈ B′ε ∪ Fε.

ßñíî, ÷òî zε(·) ∈ L̂2(Rd). Ïîëîæèì xε(·) = F−1zε(·) è ïîêàæåì, ÷òî
ôóíêöèè xε(·) äîïóñòèìû â çàäà÷å (5).
Äåéñòâèòåëüíî, òàê êàê B′ε ⊂ Ωλ(A), òî mesB′ε = mes(A ∩ B′ε) è

ñëåäîâàòåëüíî,

1

(2π)d

∫
A

|Fxε(ξ)|2 dξ =
δ2

mesB′ε

∫
A∩B′

ε

dξ =
δ2

mesB′ε
mes(A ∩B′ε) = δ2.

Äàëåå

1

(2π)d

∫
Rd

(
1 + ‖ξ‖2

)r |Fxε(ξ)|2 dξ =
δ2

mesB′ε

∫
B′
ε

(1 + ‖ξ‖2)r dξ

+(1−Cε)
(∫

Fε

(1 + ‖η‖2)r dη

)−1 ∫
Fε

(1+‖ξ‖2)r dξ = Cε+1−Cε = 1

è òàêèì îáðàçîì, ôóíêöèè xε(·) äëÿ äîñòàòî÷íî ìàëûõ ε äîïóñòèìû
â çàäà÷å (5). Òîãäà äëÿ âñåõ òàêèõ ε åå çíà÷åíèå íå ìåíüøå

1

(2π)d

∫
Rd
|ξ|2α|Fxε(ξ)|2 dξ =

δ2

mesB′ε

∫
B′
ε

|ξ|2α dξ

+ (1− Cε)
(∫

Fε

(1 + ‖η‖2)r dη

)−1 ∫
Fε

|ξ|2α dξ. (10)

Ïîñòóïàÿ òàêæå êàê è âûøå, ïîëó÷àåì, ÷òî ïðîèçâåäåíèå äâóõ
ïîñëåäíèõ ñîìíîæèòåëåé âî âòîðîì ñëàãàåìîì ñïðàâà íå ìåíüøå
λ(A) − ε. Îöåíèâàÿ ïåðâîå ñëàãàåìîå è Cε ïî òåîðåìå î ñðåäíåì,
ïîëó÷àåì, ÷òî ïðè ε→ 0 âñå âûðàæåíèå ñïðàâà â (10) ñòðåìèòñÿ ê
âåëè÷èíå

δ2|ξ′|2α + (1− δ2(1 + ‖ξ′‖2)r)λ(A) =
αα

αα
(1−∆2/r)α

∆2α/r
δ2

+

(
1− δ2

∆2

)
λ(A) =

(
rδ2

α∆2

(
δ̂2/r −∆2/r

)
+ 1

)
λ(A).

Ñëåäîâàòåëüíî, äëÿ ñëó÷àÿ 0 ≤ δ < δ̂, λ(A) > h(δ) ïîëó÷åíà îöåíêà

E(Dα, Hr
2(Rd), A, δ) ≥

√(
rδ2

α∆2

(
δ̂2/r −∆2/r

)
+ 1

)
λ(A) (11)
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ïðàâàÿ ÷àñòü êîòîðîé ñîâïàäàåò ñ âåëè÷èíîé ïîãðåøíîñòè îïòè-
ìàëüíîãî âîññòàíîâëåíèÿ èç ôîðìóëèðîâêè òåîðåìû, òàê êàê â ðàñ-
ñìàòðèâàåìîì ñëó÷àå h(∆) = λ(A).

Èòàê, äëÿ âñåõ δ ≥ 0 è èçìåðèìûõ ìíîæåñòâ A ⊂ Rd òàêèõ, ÷òî
δ+λ(A) 6= 0 ïîëó÷åíà îöåíêà ñíèçó äëÿ ïîãðåøíîñòè îïòèìàëüíîãî
âîññòàíîâëåíèÿ (ñì. (6) � (9) è (11)), êîòîðàÿ ñîâïàäàåò ñ âåëè÷èíîé
ïîãðåøíîñòè îïòèìàëüíîãî âîññòàíîâëåíèÿ ïðèâåäåííîé â ôîðìó-
ëèðîâêå òåîðåìû. Çàéìåìñÿ òåïåðü îöåíêîé ñâåðõó ýòîé âåëè÷èíû
è ïîñòðîåíèåì îïòèìàëüíûõ ìåòîäîâ.
Ïóñòü δ ≥ 0 è A ⊂ Rd ôèêñèðîâàíû è δ + λ(A) 6= 0. Îïòèìàëü-

íîñòü ìåòîäà ϕ : Im Iα(A)→ L2(Rd) îçíà÷àåò, ÷òî åãî ïîãðåøíîñòü,
ò. å. çíà÷åíèå çàäà÷è

‖Dαx(·)− ϕ(y(·))(·)‖L2(Rd) → max, x(·) ∈ Hr
2(Rd),

‖Fx(·)− y(·)‖L̂2(A) ≤ δ, y(·) ∈ L̂2(A), (12)

ñîâïàäàåò ñ E(Dα, Hr
2(Rd), A, δ).

Åñëè δ = 0, òî çàäà÷à ïåðåïèñûâàåòñÿ òàê

‖Dαx(·)− ϕ(Fx(·)|A)(·)‖L2(Rd) → max, x(·) ∈ Hr
2(Rd). (13)

Ðàññìîòðèì îòäåëüíî íåñêîëüêî ñëó÷àåâ.
(a) δ = 0. Ïîñêîëüêó îòîáðàæåíèå x(·) 7→ Dαx(·) â îáðàçàõ Ôó-

ðüå åñòü óìíîæåíèå ôóíêöèè ξ 7→ (iξ)α íà Fx(·), òî è îïòèìàëüíûå
ìåòîäû åñòåñòâåííî èñêàòü ñðåäè ïîäîáíûõ îòîáðàæåíèé. Êàæäîé
èçìåðèìîé ôóíêöèè a(·) íà A òàêîé, ÷òî a(·)

√
f(·) ∈ L∞(A) ñîïî-

ñòàâèì îòîáðàæåíèå ϕa : Im I0(A)→ L2(Rd), äåéñòâóþùåå â îáðàçàõ
Ôóðüå ïî ïðàâèëó: Fϕa(y(·))(ξ) = (iξ)αã(ξ)ỹ(ξ) äëÿ ï. â. ξ ∈ Rd, ãäå
ã(·) = a(·), ỹ(·) = y(·) íà A è ã(·) = 0, ỹ(·) = 0 âíå A. Îïðåäåëå-
íèå êîððåêòíî, òàê êàê åñëè y(·) ∈ Im I0(A), òî y(·) = Fx(·)|A äëÿ
íåêîòîðîãî x(·) ∈ Hr

2(Rd) è òîãäà

1

(2π)d

∫
A

|Fϕa(y(·))(ξ)|2 dξ =
1

(2π)d

∫
A

|ξ|2α|a(ξ)|2|Fx(ξ)|2 dξ

=
1

(2π)d

∫
A

|a(ξ)|2 |ξ|2α

(1 + ‖ξ‖2)r
(1 + ‖ξ‖2)r|Fx(ξ)|2 dξ ≤

‖|a(·)|2f(·)‖L∞(A)
1

(2π)d

∫
A

(1 + ‖ξ‖2)r|Fx(ξ)|2 dξ <∞.

Òàêèì îáðàçîì, ñîãëàñíî òåîðåìå Ïëàíøåðåëÿ, ϕa(y(·))(·) ∈ L2(Rd).
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Ïóñòü ϕa � òàêîå îòîáðàæåíèå. Îöåíèì êâàäðàò ìàêñèìèçèðóå-
ìîãî ôóíêöèîíàëà â (13) ñ ϕ = ϕa, ïåðåõîäÿ ïî òåîðåìå Ïëàíøå-
ðåëÿ ê îáðàçàì Ôóðüå (f(ξ) ≤ λ(A), åñëè ξ ∈ Rd \ A)

1

(2π)d

∫
Rd
|(iξ)αFx(ξ)− ϕa(Fx(·)|A)(ξ)|2 dξ

=
1

(2π)d

∫
A

|(iξ)αFx(ξ)− (iξ)αa(ξ)Fx(ξ)|2 dξ

+
1

(2π)d

∫
Rd\A
|ξ|2α|Fx(ξ)|2 dξ

=
1

(2π)d

∫
A

|1− a(ξ)|2 |ξ|2α

(1 + ‖ξ‖2)r
(1 + ‖ξ‖2)r|Fx(ξ)|2 dξ

+
1

(2π)d

∫
Rd\A

|ξ|2α

(1 + ‖ξ‖2)r
(1 + ‖ξ‖2)r|Fx(ξ)|2 dξ

≤ vraisup
ξ∈A

|1− a(ξ)|2f(ξ)
1

(2π)d

∫
A

(1 + ‖ξ‖2)r|Fx(ξ)|2 dξ

+ λ(A)
1

(2π)d

∫
Rd\A

(1 + ‖ξ‖2)r|Fx(ξ)|2 dξ. (14)

Îòñþäà âèäíî, ÷òî åñëè

|1− a(ξ)|2f(ξ) ≤ λ(A) (15)

äëÿ ï. â. ξ ∈ Rd, òî âåëè÷èíà ñïðàâà â (14) íå ïðåâîñõîäèò λ(A)

è çíà÷èò, ïîãðåøíîñòü ìåòîäà ϕa íå ïðåâîñõîäèò
√
λ(A). Òîãäà, ñ

ó÷åòîì (9) èìååì

√
λ(A) ≤ E(Dα, Hr

2(Rd), A, 0) ≤ e(Dα, Hr
2(Rd), A, 0, ϕa) ≤

√
λ(A),

ò. å. E(Dα, Hr
2(Rd), A, 0) =

√
λ(A), à ϕa � îïòèìàëüíûé ìåòîä.

Ñóùåñòâîâàíèå òàêèõ ôóíêöèé a(·) î÷åâèäíî. Íàïðèìåð, ïîäõî-
äèò ôóíêöèÿ, ðàâíàÿ òîæäåñòâåííî åäèíèöå.

Åñëè λ(A) = λ̂, òî f(ξ) ≤ λ̂ äëÿ ëþáîãî ξ ∈ Rd è (15) âûïîëíÿåòñÿ
ñ a(·) = 0, ò. å. íóëåâîé ìåòîä îïòèìàëåí â äàííîì ñëó÷àå.
Åñëè ôóíêöèÿ ξ 7→ (iξ)αa(ξ)Fx(ξ) ïðèíàäëåæèò L1(A) (íàïðè-

ìåð, åñëè ìåðà A êîíå÷íà), òî âûðàæåíèå äëÿ îïòèìàëüíîãî ìåòî-
äà, ïðèâåäåííîå â òåîðåìå åñòü ôîðìóëà îáðàùåíèÿ ïðåîáðàçîâà-
íèÿ Ôóðüå. Â ïðîòèâíîì ñëó÷àå èíòåãðàë äëÿ êàæäîãî t ∈ Rd íàäî
ïîíèìàòü â ñìûñëå ãëàâíîãî çíà÷åíèÿ.
b) δ > 0, λ(A) = λ̂. Ïîêàæåì, ÷òî â ýòîé ñèòóàöèè íóëåâîé ìåòîä

ÿâëÿåòñÿ îïòèìàëüíûì.
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Â ñàìîì äåëå,

E(Dα, Hr
2(Rd), A, δ) ≤ e(Dα, Hr

2(Rd), A, δ, 0)

= sup
x(·)∈Hr

2 (Rd), y(·)∈L̂2(A)

‖Fx(·)−y(·)‖
L̂2(A)

≤δ

‖Dαx(·)‖L2(Rd) ≤ sup
x(·)∈Hr

2 (Rd)

‖Dαx(·)‖L2(Rd).

(16)

Ñîãëàñíî òåîðåìå Ïëàíøåðåëÿ êâàäðàò âåëè÷èíû ñïðàâà ðàâåí çíà-
÷åíèþ òàêîé çàäà÷è

1

(2π)d

∫
Rd
|ξ|2α|Fx(ξ)|2 dξ → max,

1

(2π)d

∫
Rd

(
1 + ‖ξ‖2

)r |Fx(ξ)|2 dξ ≤ 1. (17)

Îòñþäà, â ñèëó îïðåäåëåíèÿ λ̂,

1

(2π)d

∫
Rd
|ξ|2α|Fx(ξ)|2 dξ

=
1

(2π)d

∫
Rd

|ξ|2α

(1 + ‖ξ‖2)r
(1 + ‖ξ‖2)r|Fx(ξ)|2 dξ ≤ λ̂,

ò. å. çíà÷åíèå çàäà÷è (17) íå ïðåâîñõîäèò λ̂. Ñëåäîâàòåëüíî, äëÿ

ñëó÷àåâ δ ≥ δ̂ è 0 ≤ δ < δ̂, λ(A) = λ̂ (ñì. (6) è (8)) èìååì√
λ̂ ≤ E(Dα, Hr

2(Rd), A, δ) ≤ e(Dα, Hr
2(Rd), A, δ, 0) ≤

√
λ̂ ,

ò. å. E(Dα, Hr
2(Rd), A, δ) =

√
λ̂ è ϕ̂ = 0 � îïòèìàëüíûé ìåòîä.

c) 0 < δ < δ̂, 0 ≤ λ(A) < λ̂. Äëÿ ýòèõ ñëó÷àåâ âûøå áûëè ïîëó-
÷åíû îöåíêè ñíèçó äëÿ ïîãðåøíîñòè îïòèìàëüíîãî âîññòàíîâëåíèÿ
(ñì. (7) è (11)), êîòîðûå, êàê íåòðóäíî ïðîâåðèòü, ìîæíî çàïèñàòü
â âèäå îäíîé ôîðìóëû:

E(Dα, Hr
2(Rd), A, δ) ≥

√
λ1δ2 + λ2 , (18)

ïðè÷åì λi > 0, i = 1, 2.
Ïóñòü a(·) � èçìåðèìàÿ ôóíêöèÿ íà A òàêàÿ, ÷òî ôóíêöèÿ

ξ 7→ (iξ)αa(ξ) ïðèíàäëåæèò L∞(A). Îïòèìàëüíûå ìåòîäû, êàê è âû-
øå, áóäåì èñêàòü ñðåäè òàêèõ îòîáðàæåíèé ϕa : Im Iδ(A)→ L2(Rd),
êîòîðûå â îáðàçàõ Ôóðüå äåéñòâóþò ïî ïðàâèëó Fϕa(y(·))(ξ) =
(iξ)αã(ξ)ỹ(ξ) äëÿ ï. â. ξ ∈ Rd, ãäå ã(·) = a(·), ỹ(·) = y(·) íà A è
ã(·) = 0, ỹ(·) = 0 âíå A. ßñíî, ÷òî ϕa(·) ∈ L2(Rd).
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Ïóñòü ϕa � òàêîé ìåòîä. Îöåíèì çíà÷åíèå çàäà÷è (12) â ýòîé
ñèòóàöèè. Ïåðåõîäÿ ïî òåîðåìå Ïëàíøåðåëÿ ê îáðàçàì Ôóðüå, ïî-
ëó÷àåì, ÷òî êâàäðàò åå çíà÷åíèÿ ðàâåí çíà÷åíèþ ñëåäóþùåé çàäà÷è

1

(2π)d

∫
A

|(iξ)αFx(ξ)− (iξ)αa(ξ)y(ξ)|2 dξ

+
1

(2π)d

∫
Rd\A
|ξ|2α|Fx(ξ)|2 dξ → max,

1

(2π)d

∫
A

|Fx(ξ)− y(ξ)|2 dξ ≤ δ2,

1

(2π)d

∫
Rd

(
1 + ‖ξ‖2

)r |Fx(ξ)|2 dξ ≤ 1, x(·) ∈ Hr
2(Rd), y(·) ∈ L̂2(A).

(19)

Òåïåðü îöåíèì ïî íåðàâåíñòâó Êîøè�Áóíÿêîâñêîãî äëÿ êàæäîãî
ξ ∈ A âûðàæåíèå ïîä çíàêîì ïåðâîãî èíòåãðàëà â ìàêñèìèçèðóå-
ìîì ôóíêöèîíàëå:

|(iξ)αFx(ξ)− (iξ)αa(ξ)y(ξ)|2

= |ξ|2α|(1− a(ξ))Fx(ξ) + a(ξ)(Fx(ξ)− y(ξ))|2

≤ |ξ|2α
(
|1− a(ξ)|2

λ2 (1 + ‖ξ‖2)r
+
|a(ξ)|2

λ1

)(
λ2(1 + ‖ξ‖2

)r |Fx(ξ)|2

+ λ1|Fx(ξ)− y(ξ)|2).

Îáîçíà÷èì

Sa = vraisup
ξ∈A

|ξ|2α
(
|1− a(ξ)|2

λ2 (1 + ‖ξ‖2)r
+
|α(ξ)|2

λ1

)
.

Åñëè ïðåäïîëîæèòü, ÷òî Sa ≤ 1, òî èíòåãðèðóÿ ïî A ïîñëåäíåå
íåðàâåíñòâî è ó÷èòûâàÿ, ÷òî f(ξ) ≤ λ(A) çà ïðåäåëàìè A, ïîëó÷àåì
ñëåäóþùóþ îöåíêó äëÿ ìàêñèìèçèðóåìîãî ôóíêöèîíàëà â (19)

λ2
1

(2π)d

∫
A

(1 + ‖ξ‖2)r|Fx(ξ)|2 dξ + λ1
1

(2π)d

∫
A

|Fx(ξ)− y(ξ)|2 dξ

+
1

(2π)d

∫
Rd\A

|ξ|2α

(1 + ‖ξ‖2)r
(1 + ‖ξ‖2)r|Fx(ξ)|2 dξ

≤ λ2
1

(2π)d

∫
A

(1 + ‖ξ‖2)r|Fx(ξ)|2 dξ + λ1
1

(2π)d

∫
A

|Fx(ξ)− y(ξ)|2 dξ

+ λ(A)
1

(2π)d

∫
Rd\A

(1 + ‖ξ‖2)r|Fx(ξ)|2 dξ.

Åñëè λ(A) ≤ h(δ), òî ∆ = δ è òåì ñàìûì λ(A) ≤ h(∆) = λ2. Åñëè
æå λ(A) ≥ h(δ), òî λ2 = h(∆) = λ(A). Èòàê, âñåãäà λ(A) ≤ λ2,
è ïîýòîìó èç ïîñëåäíåé îöåíêè, ó÷èòûâàÿ îãðàíè÷åíèÿ â çàäà÷å
(19), ïîëó÷àåì, ÷òî ìàêñèìèçèðóåìûé ôóíêöèîíàë â ýòîé çàäà÷å
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íå ïðåâîñõîäèò âåëè÷èíû λ2 + λ1δ
2, ò. å. ïîãðåøíîñòü ìåòîäà ϕa íå

ïðåâîñõîäèò
√
λ2 + λ1δ2. Âìåñòå ñ (18) ýòî îçíà÷àåò, ÷òî ìåòîä ϕa

îïòèìàëåí.
Òåïåðü ïîêàæåì, ÷òî óêàçàííûå ôóíêöèè a(·), äëÿ êîòîðûõ Sa ≤

1, ñóùåñòâóþò.
Åñëè äëÿ ï. â. ξ ∈ Rd âûïîëíÿåòñÿ íåðàâåíñòâî

|ξ|2α
(
|1− a(ξ)|2

λ2 (1 + ‖ξ‖2)r
+
|α(ξ)|2

λ1

)
≤ 1, (20)

òî Sa ≤ 1. Äàëåå, åñëè

−|ξ|2α + λ1 + λ2

(
1 + ‖ξ‖2

)r ≥ 0, ∀ ξ ∈ Rd, (21)

òî íåòðóäíî ïðîâåðèòü (âûäåëÿÿ ïîëíûé êâàäðàò), ÷òî (20) ðàâíî-
ñèëüíî ñîîòíîøåíèþ, ïðèâåäåííîìó â òåîðåìå. Èç íåãî ñëåäóåò, ÷òî
äëÿ ëþáîé èçìåðèìîé ôóíêöèÿ a(·) åìó óäîâëåòâîðÿþùåé, ôóíê-
öèÿ ξ 7→ (iξ)αa(ξ) ïðèíàäëåæèò L∞(A) è òàêèì îáðàçîì îïòèìàëü-
íûõ ìåòîäîâ �äîñòàòî÷íî ìíîãî�.
Îñòàëîñü äîêàçàòü íåðàâåíñòâî (21). Äëÿ ýòîãî ðàññìîòðèì

ôóíêöèþ g(·) íà ïîëóïðÿìîé [0,∞), îïðåäåëåííóþ ôîðìóëîé

g(x) =
αα

αα
(
x1/r − 1

)α
.

Ïðîñòàÿ ïðîâåðêà ïîêàçûâàåò, ÷òî ýòà ôóíêöèÿ âîãíóòà íà [x0,∞),
ãäå x0 = (r/(r − α))r.

Â íàøåì ñëó÷àå ∆ < δ̂, èëè ðàâíîñèëüíî, ∆−2 > x0. Íåïîñðåä-
ñòâåííûé ïîäñ÷åò ïîêàçûâàåò, ÷òî ïðÿìàÿ x 7→ λ1 + λ2x ÿâëÿåòñÿ
êàñàòåëüíîé ê ãðàôèêó ôóíêöèè g(·) â òî÷êå ∆−2 è ïîýòîìó â ñèëó
âîãíóòîñòè g(·)

g(x) ≤ λ1 + λ2x, ∀x ≥ x0.

Ïóñòü ξ ∈ Rd. Ïîëîæèì xξ = (1 + ‖ξ‖2)r. Òîãäà

g(xξ) =
αα

αα
‖ξ‖2α.

Èç òåîðåìû î ñðåäíåì àðèôìåòè÷åñêîì è ñðåäíåì ãåîìåòðè÷åñêîì
(ñì. [19], ñòð. 29) ëåãêî ñëåäóåò, ÷òî

|ξ|2α ≤ αα

αα
‖ξ‖2α.

Îáúåäèíÿÿ ïîñëåäíèå ñîîòíîøåíèÿ, ó÷èòûâàÿ, ÷òî xε > x0, ïîëó-
÷àåì

|ξ|2α ≤ αα

αα
‖ξ‖2α = g(xξ) ≤ λ1 + λ2xξ = λ1 + λ2(1 + ‖ξ‖2)r,

÷òî è äîêàçûâàåò (21), à çíà÷èò, è âûðàæåíèå äëÿ ôóíêöèé a(·) èç
ôîðìóëèðîâêè òåîðåìû.
Êàê è â ñëó÷àå δ = 0, åñëè ôóíêöèÿ ξ 7→ (iξ)αa(ξ)Fx(ξ) ïðèíàä-

ëåæèò L1(A) (íàïðèìåð, åñëè ìåðà A êîíå÷íà), òî âûðàæåíèå äëÿ
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îïòèìàëüíîãî ìåòîäà, ïðèâåäåííîå â òåîðåìå åñòü ôîðìóëà îáðà-
ùåíèÿ ïðåîáðàçîâàíèÿ Ôóðüå. Â ïðîòèâíîì ñëó÷àå èíòåãðàë äëÿ
êàæäîãî t ∈ Rd íàäî ïîíèìàòü â ñìûñëå ãëàâíîãî çíà÷åíèÿ. �

Äîêàçàòåëüñòâî òåîðåìû 2. Ïóñòü Aσ ∈ Aσ. Ïîêàæåì, ÷òî
λ(Aσ) ≥ λ(σ). Äåéñòâèòåëüíî, åñëè λ(Aσ) < λ(σ), òî ñóùåñòâóåò
òàêîå λ < λ(σ), ÷òî mes(Aσ ∩ Ωλ) = mes Ωλ è òàê êàê mes Ωλ >
mes Ωλ(σ) = σ, òî mesAσ > σ, ÷òî àáñóðäíî.
Ïóñòü δ = 0. Èç òåîðåìû 1 âûòåêàåò, ÷òî

E(Dα, Hr
2(Rd), Aσ, 0) =

√
λ(Aσ) ≥

√
λ(σ) .

Íî ïîñêîëüêó mes Ωλ(σ) = σ è λ(Ωλ(σ)) = λ(σ), òî Ωλ(σ) � îïòèìàëü-
íîå ìíîæåñòâî è, î÷åâèäíî, ÷òî ëþáîå ìíîæåñòâî, îòëè÷àþùååñÿ
îò Ωλ(σ) ëèøü íà ìíîæåñòâå ìåðû íóëü, òàêæå îïòèìàëüíî.

Åñëè δ ≥ δ̂, òî äëÿ ëþáîãî ìíîæåñòâà è, â ÷àñòíîñòè, äëÿ ëþáîãî
Aσ

E(Dα, Hr
2(Rd), Aσ, 0) =

√
λ̂.

Ñëåäîâàòåëüíî, â ýòîì ñëó÷àå ëþáîå ìíîæåñòâî ÿâëÿåòñÿ îïòè-
ìàëüíûì.
Ïóñòü òåïåðü 0 < δ < δ̂ è Aσ ∈ Aσ. Åñëè λ(σ) ≥ h(δ), òî λ(σ, δ) =

λ(σ). ×óòü âûøå ïîêàçàíî, ÷òî λ(Aσ) ≥ λ(σ) è òåì ñàìûì λ(Aσ) ≥
h(δ). Â ýòîì ñëó÷àå ïîãðåøíîñòü îïòèìàëüíîãî âîññòàíîâëåíèÿ, êàê
îòìå÷åíî â êîììåíòàðèè ê òåîðåìå 1, óáûâàåò ñ óáûâàíèåì λ(A), è
ïîñêîëüêó λ(Aσ) ≥ λ(σ) = λ(Ωλ(σ)), òî

E(Dα, Hr
2(Rd), Aσ, δ) ≥ E(Dα, Hr

2(Rd),Ωλ(σ), δ).

Ñëåäîâàòåëüíî, Ωλ(σ) � îïòèìàëüíîå ìíîæåñòâî.
Ïóñòü λ(σ) ≤ h(δ), òîãäà λ(σ, δ) = h(δ). Åñëè λ(Aσ) ≥ h(δ), òî ïî

òåì æå ñîîáðàæåíèÿì, ÷òî è à ïðåäûäóùåì ñëó÷àå, ïîëó÷àåì

E(Dα, Hr
2(Rd), Aσ, δ) ≥ E(Dα, Hr

2(Rd),Ωh(δ), δ).

Åñëè æå λ(Aσ) ≤ h(δ), òî ñîãëàñíî òåîðåìå 1

E(Dα, Hr
2(Rd), Aσ, δ) =

√( r
α

(
δ̂2/r − δ2/r

)
+ 1
)
h(δ)

= E(Dα, Hr
2(Rd),Ωh(δ), δ),

ò. å. Ωh(δ) � îïòèìàëüíîå ìíîæåñòâî.
Èòàê, ïðè δ > 0 ìíîæåñòâî Ωλ(σ,δ) è ëþáîå ìíîæåñòâî, îòëè÷àþ-

ùååñÿ îò Ωλ(σ,δ) íà ìíîæåñòâå ìåðû íóëü, îïòèìàëüíû. �

Ðàññìîòðèì òåïåðü îäèí ïðèìåð. Ïóñòü α = (1, 0, . . . , 0) è r = 2.
Èíûìè ñëîâàìè, ðàññìàòðèâàåòñÿ çàäà÷à âîññòàíîâëåíèÿ ÷àñòíîé
ïðîèçâîäíîé xt1(·) íà êëàññå H2

2 (Rd). Â ýòîì ñëó÷àå

λ̂ =
1

4
, δ̂ =

1

2
,
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à

Ωλ =

{
(ξ1, . . . , ξd) ∈ Rd | ξ2

1

(1 + ξ2
1 + . . .+ ξ2

d)
2
≥ λ

}
.

Íåòðóäíî óáåäèòüñÿ, ÷òî Ωλ ïðè λ < 1/4 ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé äâà
øàðà:

Ωλ =

{
(ξ1, . . . , ξd) ∈ Rd |

(
|ξ1| −

1

2
√
λ

)2

+ ξ2
2 + . . .+ ξ2

d ≤
1

4λ
− 1

}
.

Èç òåîðåìû 1 ïîëó÷àåì, ÷òî E(Dα, H2
2 (Rd), A, δ) = 1/2 ïðè δ ≥

1/2, à ïðè δ < 1/2

E(Dα, H2
2 (Rd), A, δ) =


√

(1− δ)δ, λ(A) ≤ δ/2,√(
1− 4λ(A)

4λ(A)

)
δ2 + λ(A), λ(A) > δ/2.

Ñåìåéñòâî îïòèìàëüíûõ ìåòîäîâ äëÿ ðàññìàòðèâàåìîãî ñëó÷àÿ
òàêæå ìîæåò áûòü ëåãêî ïîëó÷åíî èç òåîðåìû 1. Â ÷àñòíîñòè, ïðè
0 < δ < 1/2 ìåòîä

ϕ̂(Fx(·)|A)(t) =
1

(2π)d

∫
A

iξ1

1 +
∆2

1− 2∆
(1 + ξ2

1 + . . .+ ξ2
d)

2

Fx(ξ)e〈ξ,t〉 dξ,

ãäå

∆ =

{
δ, λ(A) ≤ δ/2,

2λ(A), λ(A) > δ/2,
ÿâëÿåòñÿ îïòèìàëüíûì.
Â ñèëó èçâåñòíîé ôîðìóëû äëÿ îáúåìà d-ìåðíîãî øàðà èìååì

mes Ωλ =
2πd/2

Γ(d/2 + 1)

(
1

4λ
− 1

)d/2
è òåì ñàìûì

λ(σ) =
1

4

(
1 +

1

π

(σ
2

Γ(d/2 + 1)
)2/d

)−1

.

Êàê îòìå÷àëîñü â äîêàçàòåëüñòâå òåîðåìû 2, ïðè δ ≥ 1/2 ëþáîå
ìíîæåñòâî îïòèìàëüíî. Ïðè δ < 1/2 èç òîé æå òåîðåìû âûòåêàåò,
÷òî øàðû{

(ξ1, . . . , ξd) ∈ Rd |
(
|ξ1| −

√
R2 + 1

)2

+ ξ2
2 + . . .+ ξ2

d ≤ R2

}
,

ãäå

R =


1√
π

(σ
2

Γ(d/2 + 1)
)1/d

, σ <
2

πd/2Γ(d/2 + 1)

(
1

2δ
− 1

)d/2
,√

1

2δ
− 1, σ ≥ 2

πd/2Γ(d/2 + 1)

(
1

2δ
− 1

)d/2
,
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ÿâëÿþòñÿ îïòèìàëüíûì ìíîæåñòâîì.
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