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Â ðàáîòå ðàññìàòðèâàåòñÿ çàäà÷à âîññòàíîâëåíèÿ ðàçäåëåííîé
ðàçíîñòè k-ãî ïîðÿäêà ïî íåòî÷íî çàäàííîé ïîñëåäîâàòåëüíîñòè, ñ
îãðàíè÷åííîé ðàçäåëåííîé ðàçíîñòüþ n-ãî ïîðÿäêà, 0 6 k < n. Ïðè
ðåøåíèè ýòîé çàäà÷è âîçíèêàåò ýêñòðåìàëüíàÿ çàäà÷à, àíàëîãè÷-
íàÿ òîé, êîòîðàÿ â íåïðåðûâíîì ñëó÷àå èçâåñòíà êàê íåðàâåíñòâî
Ë.Â. Òàéêîâà.
Áèáëèîãðàôèÿ: 4 íàçâàíèÿ.

1. Ââåäåíèå. Äëÿ ôóíêöèé x(·) ∈ L2(R), ó êîòîðûõ (n − 1)-àÿ ïðîèçâîäíàÿ

ëîêàëüíî àáñîëþòíî íåïðåðûâíà è x(n)(·) ∈ L2(R), ïðè âñåõ 0 6 k 6 n − 1 Ë.Â.

Òàéêîâûì [1] áûëî ïîëó÷åíî òî÷íîå íåðàâåíñòâî

∥x(k)(·)∥L∞(R) 6 K∥x(·)∥
2n−2k−1

2n

L2(R) ∥x(n)(·)∥
2k+1
2n

L2(R),

ãäå

K =

(
(2k + 1) sinπ

2k + 1

2n

)−1/2(
2k + 1

2n− 2k − 1

) 2n−2k−1
4n

(òî÷íîñòü ýòîãî íåðàâåíñòâà îçíà÷àåò, ÷òî êîíñòàíòó K íåëüçÿ çàìåíèòü ìåíüøåé).

Ýòà çàäà÷à òåñíî ñâÿçàíà ñî ñëåäóþùåé ýêñòðåìàëüíîé çàäà÷åé

x(k)(0) → max, ∥x(·)∥L2(R) 6 δ, ∥x(n)(·)∥L2(R) 6 1. (1.1)

Çíà÷åíèå ýòîé çàäà÷è ïî îáîáùåííîé òåîðåìå Ñ. À. Ñìîëÿêà (ñì., íàïðèìåð, [2] [3])

ðàâíî ïîãðåøíîñòè îïòèìàëüíîãî âîññòàíîâëåíèÿ k-îé ïðîèçâîäíîé â íóëå ïî íåòî÷-
íî çàäàííîé ñàìîé ôóíêöèè íà ñîáîëåâñêîì êëàññå Wn

2 (R), ñîñòîÿùåì èç ôóíêöèé

x(·) ∈ L2(R), ó êîòîðûõ (n − 1)-àÿ ïðîèçâîäíàÿ ëîêàëüíî àáñîëþòíî íåïðåðûâíà

Ðàáîòà âûïîëíåíà ïðè ôèíàíñîâîé ïîääåðæêå Ðîññèéñêîãî ôîíäà ôóíäàìåíòàëü-
íûõ èññëåäîâàíèé (ãðàíò �10-01-00188).

c⃝ Å.Â. Ââåäåíñêàÿ, Ê.Þ. Îñèïåíêî, 1966
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è ∥x(n)(·)∥L2(R) 6 1. Çàäà÷è òàêîãî òèïà ðàññìàòðèâàëèñü â ðàáîòå [4]. Ìû ðàñ-

ñìàòðèâàåì äèñêðåòíûé àíàëîã (1.1) è åãî ñâÿçü ñ çàäà÷åé âîññòàíîâëåíèÿ íåòî÷íî

çàäàííîé ïîñëåäîâàòåëüíîñòè.

×åðåç L2,h, h > 0, áóäåì îáîçíà÷àòü ïðîñòðàíñòâî ïîñëåäîâàòåëüíîñòåé x =
{xj}j∈Z, xj ∈ C, äëÿ êîòîðûõ

∥x∥L2,h
=

(
h
∑
j∈Z

|xj |2
)1/2

< ∞.

Ïîëîæèì

∆1
hx = ∆hx =

{
xj+1 − xj

h

}
j∈Z

, ∆k
hx = ∆h(∆

k−1
h x), k = 2, 3, . . . .

×åðåç ln2,h îáîçíà÷èì êëàññ ïîñëåäîâàòåëüíîñòåé x = {xj}j∈Z, äëÿ êîòîðûõ x ∈ L2,h

è ∥∆n
hx∥L2,h

6 1.
Ðàññìàòðèâàåòñÿ çàäà÷à îá îïòèìàëüíîì âîññòàíîâëåíèè çíà÷åíèÿ (∆k

hx)0 ïî

íåòî÷íî çàäàííîé ïîñëåäîâàòåëüíîñòè x ∈ ln2,h, 0 6 k < n. Ïðåäïîëàãàåòñÿ, ÷òî äëÿ
êàæäîãî x ∈ ln2,h èçâåñòíà ïîñëåäîâàòåëüíîñòü x̃ ∈ L2,h òàêàÿ, ÷òî ∥x − x̃∥L2,h

6 δ.
Â êà÷åñòâå ìåòîäîâ âîññòàíîâëåíèÿ ðàññìàòðèâàþòñÿ âñåâîçìîæíûå îòîáðàæåíèÿ

m : L2,h → C. Ïîãðåøíîñòüþ ìåòîäà m íàçûâàåòñÿ âåëè÷èíà

e(k, n, h, δ,m) = sup
x∈ln2,h, x̃∈L2,h

∥x−x̃∥L2,h
6δ

|(∆k
hx)0 −m(x̃)|.

Ïîãðåøíîñòüþ îïòèìàëüíîãî âîññòàíîâëåíèÿ íàçûâàåòñÿ âåëè÷èíà

E(k, n, h, δ) = inf
m : L2,h→C

e(k, n, h, δ,m).

Ìåòîä, íà êîòîðîì äîñòèãàåòñÿ íèæíÿÿ ãðàíü, áóäåì íàçûâàòü îïòèìàëüíûì ìåòî-

äîì.

2. Îñíîâíûå ðåçóëüòàòû.

Òåîðåìà 1. Ïðè âñåõ n ∈ N è 0 6 k 6 n− 1

E(k, n, h, δ) = K +
sin1/2 π 2k+1

2n

16
√
2k + 1 sinπ 2k+3

2n

(
(2k + 1)δ2

2n− 2k − 1

) 2n−2k−5
4n

h2 + o(h2).

Ïðè äîñòàòî÷íî ìàëîé ïîãðåøíîñòè â êà÷åñòâå îïòèìàëüíîãî ìåòîäà íàäî áðàòü

k-óþ ðàçäåëåííóþ ðàçíîñòü îò ïðèáëèæåííûõ äàííûõ. Ïðè ýòîì óäàåòñÿ òî÷íî

âû÷èñëèòü ïîãðåøíîñòü îïòèìàëüíîãî âîññòàíîâëåíèÿ.

Òåîðåìà 2. Ïóñòü n ∈ N, 0 6 k 6 n− 1 è âûïîëíåíî óñëîâèå

δ 6

(
h

2

)n(
(2k + 2)(2k + 4) . . . (2k + 2n)

(2k + 1)(2k + 3) . . . (2k + 2n− 1)

)1/2

. (2.1)

Òîãäà

E(k, n, h, δ) =
2k

hk+1/2

(
(2k − 1)!!

(2k)!!

)1/2

δ,

à ìåòîä m̂(x̃) = (∆k
hx̃)0 � îïòèìàëüíûé.
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Ïðè ìàëûõ n è k ïîñòàâëåííóþ çàäà÷ó óäàåòñÿ ðåøèòü ïðè ëþáûõ δ è h. Ïðè

n = 1 è k = 0 èìååò ìåñòî ñëåäóþùèé ðåçóëüòàò.

Òåîðåìà 3. Èìååò ìåñòî ðàâåíñòâî

E(0, 1, h, δ) =


δ√
h
, δ 6 h/

√
2,

1√
2
(4δ2 − h2)1/4, δ > h/

√
2.

Ïðè δ 6 h/
√
2 ìåòîä m̂(x̃) = x̃0 � îïòèìàëüíûé, à ïðè δ > h/

√
2 ìåòîä

m̂(x̃) =
h√

4δ2 − h2

∑
j∈Z

(
2δ2 − h

√
4δ2 − h2

2δ2 − h2

)|j|

x̃j

� îïòèìàëüíûé.

Òàêèì îáðàçîì, ïðè áîëüøîé ïîãðåøíîñòè â èñõîäíûõ äàííûõ äëÿ íàèëó÷øåãî

âîññòàíîâëåíèÿ çíà÷åíèÿ ïîñëåäîâàòåëüíîñòè íàäî èñïîëüçîâàòü âñå ïðèáëèæåííûå

çíà÷åíèÿ, ñãëàæèâàÿ èõ îïðåäåëåííûì îáðàçîì.

Àíàëîãè÷íûé ðåçóëüòàò èìååò ìåñòî äëÿ n = 2 è k = 0, 1. Â ñèëó òåîðåìû 2 ìû

ôîðìóëèðóåì òåîðåìó ëèøü äëÿ ñëó÷àÿ δ > h2/
√
4k + 6.

Òåîðåìà 4. Ïóñòü δ > h2/
√
4k + 6. Òîãäà äëÿ k = 1, 2

E(k, 2, h, δ) =
(dk + 1)3/4−k/2

√
dk

25/4−k
√

(2k + 1)dk + 2
h3/2−k,

ãäå dk � ðåøåíèå óðàâíåíèÿ.

(dk + 1)((3− 2k)d2k + (2k − 1)dk + 2)

(2k + 1)dk + 2
=

16δ2

h4
. (2.2)

Ìåòîä

m̂(x̃) = − 4

h
√

d2k − 1
(∆k

hνk, x̃)L2,h
,

ãäå

(νk)j = Im
µ
|j|+1
k

1− µ2
k

, µk =

(
1−

√
2

dk + 1

)(
1− i

√
2

dk − 1

)
, (2.3)

ÿâëÿåòñÿ îïòèìàëüíûì.

3. Äîêàçàòåëüñòâà. Ïîëîæèì äëÿ x = {xj}j∈Z ∈ L2,h è y = {yj}j∈Z ∈ L2,h

(x, y)L2,h
= h

∑
j∈Z

xjyj .

Íàì ïîòðåáóåòñÿ ñëåäóþùèé âñïîìîãàòåëüíûé ðåçóëüòàò.

Ëåììà 1. Ïóñòü ñóùåñòâóþò òàêèå λ̂1 > 0, λ̂2 > 0 è x̂ ∈ ln2,h, ïðè êîòîðûõ

äëÿ âñåõ x ∈ L2,h ñïðàâåäëèâî òîæäåñòâî

(∆k
hx)0 = λ̂1(x, x̂)L2,h

+ λ̂2(∆
n
hx,∆

n
hx̂)L2,h

, (3.1)



4 Å.Â. ÂÂÅÄÅÍÑÊÀß, Ê.Þ. ÎÑÈÏÅÍÊÎ

à ýëåìåíò x̂ óäîâëåòâîðÿåò óñëîâèÿì ∥x̂∥L2,h
= δ è ∥∆n

hx̂∥L2,h
= 1 ïðè λ̂2 > 0 èëè

∥∆n
hx̂∥L2,h

6 1 ïðè λ̂2 = 0. Òîãäà ìåòîä

m̂(x̃) = λ̂1(x̃, x̂)L2,h

áóäåò îïòèìàëüíûì è

E(k, n, h, δ) = λ̂1δ
2 + λ̂2. (3.2)

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïóñòü m � ïðîèçâîëüíûé ìåòîä âîññòàíîâëåíèÿ, à x ∈ ln2,h
òàêîé, ÷òî ∥x∥L2,h

6 δ. Òîãäà

2|(∆k
hx)0| = |(∆k

hx)0 −m(0)− ((∆k
h(−x))0 −m(0))| 6 2e(k, n, h, δ,m)

Â ñèëó ïðîèçâîëüíîñòè ìåòîäà èìååì

E(k, n, h, δ) > sup
x∈ln2,h

∥x∥L2,h
6δ

|(∆k
hx)0| > (∆k

hx̂)0 = λ̂1δ
2 + λ̂2.

Ñ äðóãîé ñòîðîíû, èç òîæäåñòâà (3.1) ïîëó÷àåì

|(∆k
hx)0 − m̂(x̃)| = |(∆k

hx)0 − λ̂1(x, x̂)L2,h
+ λ̂1(x̃− x, x̂)L2,h

|

6 |λ̂2(∆
n
hx,∆

n
hx̂)L2,h

|+ λ̂1δ
2 6 λ̂2 + λ̂1δ

2.

Îòñþäà âûòåêàåò ðàâåíñòâî (3.2) è îïòèìàëüíîñòü ìåòîäà m̂. Ëåììà äîêàçàíà.

Ñ êàæäîé ïîñëåäîâàòåëüíîñòüþ {xj}j∈Z ∈ L2,h ñâÿæåì ôóíêöèþ

Fx(t) =
∑
j∈Z

xje
ijt ∈ L2(T),

ãäå T � îòðåçîê [−π, π] ñ èäåíòèôèöèðîâàííûìè êîíöàìè, à

∥x(·)∥L2(T) =

(
1

2π

∫
T
|x(t)|2 dt

)1/2

.

Ïîëîæèì

(x(·), y(·))L2(T) =
1

2π

∫
T
x(t)y(t) dt.

Òîãäà íåòðóäíî óáåäèòüñÿ, ÷òî

(x, y)L2,h
= h(Fx(·), Fy(·))L2(T).

Òåì ñàìûì òîæäåñòâî (3.1) ìîæåò áûòü çàïèñàíî â âèäå

1

2π

∫
T
F (∆k

hx)(t) dt =
λ̂1h

2π

∫
T
Fx(t)Fx̂(t) dt+

λ̂2h

2π

∫
T
F (∆n

hx)(t)F (∆n
hx̂)(t) dt. (3.3)

Â ñèëó òîãî, ÷òî

F (∆hx)(t) =
1

h
(e−it − 1)Fx(t),
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èìååì

F (∆k
hx)(t) =

1

hk
(e−it − 1)kFx(t).

Ñëåäîâàòåëüíî, ðàâåíñòâî (3.3) ïåðåïèñûâàåòñÿ â âèäå

1

2πhk

∫
T
(e−it − 1)kFx(t) dt =

λ̂1h

2π

∫
T
Fx(t)Fx̂(t) dt

+
λ̂2

2πh2n−1

∫
T
|eit − 1|2nFx(t)Fx̂(t) dt. (3.4)

Îòñþäà

Fx̂(t) =
h2n−k−1(eit − 1)k

λ̂1h2n + λ̂2|eit − 1|2n
,

à λ̂1 è λ̂2 äîëæíû áûòü âûáðàíû èç óñëîâèé (áóäåì ïîêà èñêàòü λ̂2 > 0)

h∥Fx̂(·)∥2L2(T) = δ2,

h∥F (∆n
hx̂)(·)∥2L2(T) = 1,

êîòîðûå çàïèñûâàþòñÿ â âèäå

h4n−2k−1

2π

∫
T

|eit − 1|2k

(λ̂1h2n + λ̂2|eit − 1|2n)2
dt = δ2,

h2n−2k−1

2π

∫
T

|eit − 1|2(n+k)

(λ̂1h2n + λ̂2|eit − 1|2n)2
dt = 1.

(3.5)

Äîêàçàòåëüñòâî òåîðåìû 1. Ñäåëàâ â (3.5) çàìåíó u = tg
t

2
, áóäåì èìåòü

4kh4n−2k−1

π

∫
R

u2k(1 + u2)2n−k−1

(λ̂1h2n(1 + u2)n + λ̂24nu2n)2
du = δ2,

4n+kh2n−2k−1

π

∫
R

u2(n+k)(1 + u2)n−k−1

(λ̂1h2n(1 + u2)n + λ̂24nu2n)2
du = 1.

(3.6)

Ïåðåéäåì òåïåðü ê ïåðåìåííîé v = h−1u. Ïîëó÷èì ñèñòåìó

4k

π

∫
R

v2k(1 + h2v2)2n−k−1

(λ̂1(1 + h2v2)n + λ̂24nv2n)2
dv = δ2,

4n+k

π

∫
R

v2(n+k)(1 + h2v2)n−k−1

(λ̂1(1 + h2v2)n + λ̂24nv2n)2
dv = 1.

Ïîëîæèì b = 4nλ̂2/λ̂1. Òîãäà ýòà ñèñòåìà çàïèøåòñÿ â âèäå

4k

π

∫
R

v2k(1 + h2v2)2n−k−1

((1 + h2v2)n + bv2n)2
dv = δ2λ̂2

1,

4n+k

π

∫
R

v2(n+k)(1 + h2v2)n−k−1

((1 + h2v2)n + bv2n)2
dv = λ̂2

1.

(3.7)
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Òåì ñàìûì äëÿ b ïîëó÷àåì óðàâíåíèå

Φ(τ, b) = 0, (3.8)

ãäå τ = h2, à

Φ(τ, b) =

∫
R

v2k(1 + τv2)2n−k−1

((1 + τv2)n + bv2n)2
dv − δ24n

∫
R

v2(n+k)(1 + τv2)n−k−1

((1 + τv2)n + bv2n)2
dv.

Ïîëîæèì h = 0. Òîãäà

Φ(0, b) =

∫
R

v2k

(1 + bv2n)2
dv − δ24n

∫
R

v2(n+k)

(1 + bv2n)2
dv.

Ñäåëàâ çàìåíó u2n = bv2n, ïîëó÷àåì

Φ(0, b) = b−
2k+1
2n

∫
R

u2k

(1 + u2n)2
du− δ24nb−

2n+2k+1
2n

∫
R

u2(n+k)

(1 + u2n)2
du.

Âîñïîëüçóåìñÿ ðàâåíñòâàìè∫
R

u2k

(1 + u2n)2
du =

π

2n2
(2n− 2k − 1) sin−1 π

2k + 1

2n
,∫

R

u2(k+n)

(1 + u2n)2
du =

π

2n2
(2k + 1) sin−1 π

2k + 1

2n
,

(3.9)

êîòîðûå ëåãêî ïîëó÷èòü, âûðàçèâ ýòè èíòåãðàëû ÷åðåç áåòà-ôóíêöèþ B(·, ·) è ïðè-

ìåíèâ ôîðìóëó ïðèâåäåíèÿ

B(a, 1− a) =
π

sinπa
.

Òîãäà áóäåì èìåòü

Φ(0, b) = b−
2k+1
2n

π

2n2
sin−1 π

2k + 1

2n
(2n− 2k − 1− δ24nb−1(2k + 1)).

Îòñþäà Φ(0, b0) = 0, ãäå

b0 = δ24n
2k + 1

2n− 2k − 1
.

Äëÿ òîãî ÷òîáû ïðèìåíèòü òåîðåìó î íåÿâíîé ôóíêöèè âû÷èñëèì Φ′
τ (0, b0) è

Φ′
b(0, b0). Èìååì

Φ′
τ (0, b) = (2n− k − 1)

∫
R

v2k+2

(1 + bv2n)2
dv − 2n

∫
R

v2k+2

(1 + bv2n)3
dv

− δ24n(n− k − 1)

∫
R

v2n+2k+2

(1 + bv2n)2
dv + δ24n2n

∫
R

v2n+2k+2

(1 + bv2n)3
dv.

Ñäåëàåì òó æå çàìåíó u2n = bv2n. Òîãäà

Φ′
τ (0, b) = (2n− k − 1)b−

2k+3
2n

∫
R

u2k+2

(1 + u2n)2
du− 2nb−

2k+3
2n

∫
R

u2k+2

(1 + u2n)3
du

− δ24n(n− k − 1)b−
2n+2k+3

2n

∫
R

u2n+2k+2

(1 + u2n)2
du+ δ24n2nb−

2n+2k+3
2n

∫
R

u2n+2k+2

(1 + u2n)3
du.
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Àíàëîãè÷íî (3.9) ìîæíî ïîëó÷èòü∫
R

u2k+2

(1 + u2n)3
du =

π

8n3
(4n− 2k − 3)(2n− 2k − 3) sin−1 π

2k + 3

2n
,∫

R

u2n+2k+2

(1 + u2n)3
du =

π

8n3
(2n− 2k − 3)(2k + 3) sin−1 π

2k + 3

2n
.

Òàêèì îáðàçîì,

Φ′
τ (0, b) =

π

4n2
b−

2k+3
2n (2n− 2k − 3) sin−1 π

2k + 3

2n

− δ24n
π

4n2
b−

2n+2k+3
2n (2k + 3) sin−1 π

2k + 3

2n
.

Îòñþäà

Φ′
τ (0, b0) = − π

n(2k + 1)
b
− 2k+3

2n
0 sin−1 π

2k + 3

2n
.

Äëÿ Φ′
b(0, b) èìååì

Φ′
b(0, b) = −2

∫
R

v2n+2k

(1 + bv2n)3
dv + 2δ24n

∫
R

v4n+2k

(1 + bv2n)3
dv.

Ïîñëå çàìåíû u2n = bv2n ïîëó÷èì

Φ′
b(0, b) = −2b−

2n+2k+1
2n

∫
R

u2n+2k

(1 + u2n)3
du+ 2δ24nb−

4n+2k+1
2n

∫
R

u4n+2k

(1 + u2n)3
du

= −2b−
2n+2k+1

2n
π(2k + 1)

8n3
sin−1 π

2k + 1

2n
(2n− 2k − 1− δ24nb−1(2n+ 2k + 1)).

Òåì ñàìûì

Φ′
b(0, b0) =

π(2n− 2k − 1)

2n2
b
− 2n+2k+1

2n
0 sin−1 π

2k + 1

2n
.

Ïî òåîðåìå î íåÿâíîé ôóíêöèè â äîñòàòî÷íî ìàëîé îêðåñòíîñòè íóëÿ ñóùåñòâóåò

ôóíêöèÿ b = b(τ), óäîâëåòâîðÿþùàÿ óðàâíåíèþ (3.8). Ïðè ýòîì

b′(0) = −Φ′
τ (0, b0)

Φ′
b(0, b0)

=
2n sinπ 2k+1

2n

(2n− 2k − 1)(2k + 1) sinπ 2k+3
2n

(
(2k + 1)δ24n

2n− 2k − 1

)n−1
n

.

Îòñþäà

b(h) = δ24n
2k + 1

2n− 2k − 1

+
2n sinπ 2k+1

2n

(2n− 2k − 1)(2k + 1) sinπ 2k+3
2n

(
(2k + 1)δ24n

2n− 2k − 1

)n−1
n

h2 + o(h2).

Äëÿ íàõîæäåíèÿ àñèìïòîòèêè λ̂1 ðàññìîòðèì ôóíêöèþ

c(τ) =
4n+k

π

∫
R

v2(n+k)(1 + τv2)n−k−1

((1 + τv2)n + bv2n)2
dv.
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Èìååì

c(0) =
4n+k

π

∫
R

v2(n+k)

(1 + b0v2n)2
dv =

4n+k

π
b
− 2n+2k+1

2n
0

∫
R

u2(n+k)

(1 + u2n)2
du

= 4n+kb
− 2n+2k+1

2n
0

2k + 1

2n2
sin−1 π

2k + 1

2n
.

Äàëåå,

c′(0) =
4n+k

π
(n− k − 1)

∫
R

v2n+2k+2

(1 + b0v2n)2
dv − 4n+k

π
2n

∫
R

v2n+2k+2

(1 + b0v2n)3
dv

− 4n+k

π
2b′(0)

∫
R

v4n+2k

(1 + b0v2n)3
dv

= 4n+k−1b
− 2n+2k+3

2n
0

(2k + 1)(2n− 2k − 5)

n2(2n− 2k − 1)
sin−1 π

2k + 3

2n
.

Îòñþäà

λ̂1 =
√

c(τ) =
√

c(0)+
c′(0)

2
√
c(0)

τ+o(τ) = 2n+k−1/2b
− 2n+2k+1

4n
0

√
2k + 1

n
sin−1/2 π

2k + 1

2n

+ 2n+k−5/2b
− 2n+2k+5

4n
0

√
2k + 1(2n− 2k − 5)

n(2n− 2k − 1)

sin1/2 π 2k+1
2n

sinπ 2k+3
2n

h2 + o(h2).

Ñëåäîâàòåëüíî, äëÿ ïîãðåøíîñòè îïòèìàëüíîãî âîññòàíîâëåíèÿ èìååì

E(k, n, h, δ) = λ̂1δ
2 + λ̂2 = λ̂1

(
δ2 +

b

4n

)
= Kδ

2n−2k−1
2n +

sin1/2 π 2k+1
2n

16
√
2k + 1 sinπ 2k+3

2n

(
(2k + 1)δ2

2n− 2k − 1

) 2n−2k−5
4n

h2 + o(h2).

Òåîðåìà äîêàçàíà.

Äîêàçàòåëüñòâî òåîðåìû 2. Ïîëîæèì òåïåðü λ̂2 = 0. Òîãäà

Fx̂(t) =
(eit − 1)k

λ̂1hk+1
,

à λ̂1 äîëæíî áûòü âûáðàíî èç óñëîâèé

h∥Fx̂(·)∥2L2(T) = δ2,

h∥F (∆n
hx̂)(·)∥2L2(T) 6 1,

êîòîðûå çàïèñûâàþòñÿ â âèäå

1

2πλ̂2
1h

2k+1

∫
T
|eit − 1|2k dt = δ2,

1

2πλ̂2
1h

2n+2k+1

∫
T
|eit − 1|2(n+k) dt 6 1.

(3.10)
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Èñïîëüçóÿ õîðîøî èçâåñòíóþ ôîðìóëó∫ π/2

0

sin2k τ dτ =
π

2

(2k − 1)!!

(2k)!!
,

ïîëó÷àåì ∫
T
|eit − 1|2k dt = 4k

∫
T
sin2k

t

2
dt = 2π4k

(2k − 1)!!

(2k)!!
.

Òåì ñàìûì óñëîâèÿ (3.10) çàïèñûâàþòñÿ â âèäå

4k

λ̂2
1h

2k+1

(2k − 1)!!

(2k)!!
= δ2,

4n+k

λ̂2
1h

2n+2k+1

(2n+ 2k − 1)!!

(2n+ 2k)!!
6 1.

Îòñþäà

λ̂1 =
2k

δhk+1/2

(
(2k − 1)!!

(2k)!!

)1/2

,

à δ äîëæíî óäîâëåòâîðÿòü óñëîâèþ (2.1). Òåîðåìà äîêàçàíà.

Äîêàçàòåëüñòâî òåîðåìû 3. Ïðè δ 6 h/
√
2 óòâåðæäåíèå òåîðåìû âûòåêàåò èç

òåîðåìû 2. Áóäåì ñ÷èòàòü, ÷òî δ > h/
√
2. Ñèñòåìà (3.7) â ðàññìàòðèâàåìîì ñëó÷àå

ïðèíèìàåò âèä
1

π

∫
R

1 + h2v2

(1 + (h2 + b)v2)2
dv = δ2λ̂2

1,

4

π

∫
R

v2

(1 + (h2 + b)v2)2
dv = λ̂2

1.

(3.11)

Ïîñëå çàìåíû v = (h2 + b)−1/2u èìååì (ñì. (3.9))∫
R

1

(1 + (h2 + b)v2)2
dv = (h2 + b)−1/2

∫
R

1

(1 + u2)2
du =

π

2
(h2 + b)−1/2.

Àíàëîãè÷íî∫
R

v2

(1 + (h2 + b)v2)2
dv = (h2 + b)−3/2

∫
R

u2

(1 + u2)2
du =

π

2
(h2 + b)−3/2.

Òàêèì îáðàçîì, èç ñèñòåìû (3.11) ïîëó÷àåì

1

2
(h2 + b)−1/2 +

1

2
h2(h2 + b)−3/2 = δ2λ̂2

1,

2(h2 + b)−3/2 = λ̂2
1.

Îòñþäà

b = 4δ2 − 2h2, λ̂1 =

√
2

(4δ2 − h2)3/4
, λ̂2 =

2δ2 − h2

√
2(4δ2 − h2)3/4

.

Ñëåäîâàòåëüíî,

Fx̂(t) =
h

λ̂1h2 + 2λ̂2(1− cos t)
=

h(4δ2 − h2)3/4√
2(2δ2 − h2)

1

a− cos t
,
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ãäå a = 2δ2/(2δ2 − h2). Äëÿ íàõîæäåíèÿ êîýôôèöèåíòîâ Ôóðüå ôóíêöèè Fx̂(·)
âîñïîëüçóåìñÿ ëåãêî ïðîâåðÿåìûì ðàâåíñòâîì

∑
j∈Z

µ|j|eijt =

1−µ2

2µ

1+µ2

2µ − cos t
, (3.12)

ñïðàâåäëèâûì äëÿ ëþáûõ µ, 0 < |µ| < 1. Ïîëîæèâ

µ = a−
√

a2 − 1 =
2δ2 − h

√
4δ2 − h2

2δ2 − h2
,

ïîëó÷àåì

1

a− cos t
=

2µ

1− µ2

∑
j∈Z

µ|j|eijt =
1√

a2 − 1

∑
j∈Z

µ|j|eijt =
2δ2 − h2

h
√
4δ2 − h2

∑
j∈Z

µ|j|eijt.

Òàêèì îáðàçîì,

Fx̂(t) =
(4δ2 − h2)1/4√

2

∑
j∈Z

µ|j|eijt.

Îòñþäà

x̂j =
(4δ2 − h2)1/4√

2
µ|j|.

Òåîðåìà äîêàçàíà.

Äîêàçàòåëüñòâî òåîðåìû 4. Çäåñü íàì óäîáíåå áóäåò èìåòü äåëî ñ ñèñòåìîé

(3.6), êîòîðàÿ äëÿ ðàññìàòðèâàåìîãî ñëó÷àÿ èìååò âèä

4kh7−2k

π

∫
R

u2k(1 + u2)3−k

(λ̂1h4(1 + u2)2 + 16λ̂2u4)2
du = δ2,

42+kh3−2k

π

∫
R

u4+2k(1 + u2)1−k

(λ̂1h4(1 + u2)2 + 16λ̂2u4)2
du = 1.

Ýòà ñèñòåìà ïåðåïèñûâàåòñÿ â âèäå

4k

π

∫
R

u2k(1 + u2)3−k

((1 + u2)2 + a2u4)2
du = h1+2kδ2λ̂2

1,

42+k

π

∫
R

u4+2k(1 + u2)1−k

((1 + u2)2 + a2u4)2
du = h5+2kλ̂2

1,

(3.13)

ãäå a = 4h−2
√

λ2/λ1. Ïîëîæèì c = p+ iq, ãäå

p =

√√
1 + a2 − 1

2(1 + a2)
, q =

√√
1 + a2 + 1

2(1 + a2)
. (3.14)

Òîãäà c2 = −(1 + ia)−1 è

((1 + u2)2 + a2u4)2 = (1 + a2)2(u− c)2(u+ c)2(u− c)2(u+ c)2.
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Âû÷èñëèì êàæäûé èç èíòåãðàëîâ ñ ïîìîùüþ âû÷åòîâ (ìíîæèòåëè 4k â îáîèõ èí-

òåãðàëîâ ó÷òåì ïîòîì). Â âåðõíåé ïîëóïëîñêîñòè èìååòñÿ äâà ïîëþñà çíàìåíàòåëÿ

êðàòíîñòè 2: c è −c. Ïîýòîìó

I1k =
1

π(1 + a2)2

∫
R

u2k(1 + u2)3−k

(u− c)2(u+ c)2(u− c)2(u+ c)2
du

=
ic2k(1 + c2)3−k

2(1 + a2)2c2(c− c)2(c+ c)2

(
2k − 1

c
+

(6− 2k)c

1 + c2
− 2

c− c
− 2

c+ c

)
+

ic2k(1 + c2)3−k

2(1 + a2)2c2(c− c)2(c+ c)2

(
−2k − 1

c
− (6− 2k)c

1 + c2
− 2

c− c
+

2

c+ c

)
.

Â ñèëó òîãî, ÷òî

(c− c)2(c+ c)2 = − 4a2

(1 + a2)2
, (3.15)

èìååì

I1k = − ic2k(1 + c2)3−k

8a2c2

(
(6− 2k)c

1 + c2
+

2k − 1

c
− 4c

c2 − c2

)
− ic2k(1 + c2)3−k

8a2c2

(
− (6− 2k)c

1 + c2
− 2k − 1

c
− 4c

c2 − c2

)
.

Ó÷èòûâàÿ, ÷òî 1 + c2 = −iac2, à 1 + c2 = iac2, ïîëó÷àåì

I1k =
3− k

4akik+1
(c3 − (−1)kc3) +

(2k − 1)a1−k

8ik
((−1)kc3 + c3) +

a1−k(c5 − (−1)kc5)

2ik(c2 − c2)
.

Òàêèì îáðàçîì,

I10 =
3

2
q(q2 − 3p2)− a

4p
(6p4 − 13p2q2 + q4),

I11 = −p(p2 − 3q2)

a
− p4 − 7p2q2 + 4q4

4q
.

Ïîäñòàâëÿÿ âûðàæåíèÿ p è q èç (3.14), áóäåì èìåòü

I10 =

√√
1 + a2 + 1

2
√
2(1 + a2)3/2

(
3a2 −

√
1 + a2 + 5

)
,

I11 =
a2 +

√
1 + a2 + 3

4
√
2(1 + a2)3/2

√√
1 + a2 + 1

.

Âû÷èñëèì òåïåðü âòîðîé èíòåãðàë

I2k =
16

π(1 + a2)2

∫
R

u4+2k(1 + u2)1−k

(u− c)2(u+ c)2(u− c)2(u+ c)2
du

=
8ic2+2k(1 + c2)1−k

(1 + a2)2(c− c)2(c+ c)2

(
2(1− k)c

1 + c2
+

3 + 2k

c
− 2

c− c
− 2

c+ c

)
+

8ic2+2k(1 + c2)1−k

(1 + a2)2(c− c)2(c+ c)2

(
−2(1− k)c

1 + c2
− 3 + 2k

c
− 2

c− c
+

2

c+ c

)
.
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Èñïîëüçóÿ ðàâåíñòâî (3.15), ïîëó÷àåì

I2k = − 2i

a2
c2+2k(1 + c2)1−k

(
2(1− k)c

1 + c2
+

3 + 2k

c
− 4c

c2 − c2

)
− 2i

a2
c2+2k(1 + c2)1−k

(
−2(1− k)c

1 + c2
− 3 + 2k

c
− 4c

c2 − c2

)
.

Ó÷èòûâàÿ, ÷òî 1 + c2 = −iac2, à 1 + c2 = iac2, ïîëó÷àåì

I2k =
4− 4k

ik+1a2+k
((−1)kc3 − c3) − 6 + 4k

ika1+k
((−1)kc3 + c3) +

8((−1)kc5 − c5)

ika1+k(c2 − c2)
. (3.16)

Îòñþäà

I20 =
8q

a2
(3p2 − q2) +

4

ap
(2p4 − p2q2 + q4),

I21 =
20q

a2
(3p2 − q2) +

4

a2q
(p4 − 10p2q2 + 5q4).

Ïîäñòàíîâêà p è q èç (3.14) äàåò

I20 =
23/2(2 +

√
1 + a2)√√

1 + a2 + 1(1 + a2)3/2
,

I21 =
23/2(2 + 3

√
1 + a2)

(
√
1 + a2 + 1)3/2(1 + a2)3/2

.

Ðàññìîòðèì ñíà÷àëà ñëó÷àé, êîãäà k = 0. Òîãäà ñèñòåìà (3.13) èìååò âèä√√
1 + a2 + 1

2(2(1 + a2))3/2

(
3a2 −

√
1 + a2 + 5

)
= hδ2λ̂2

1,

8(2 +
√
1 + a2)√√

1 + a2 + 1(2(1 + a2))3/2
= h5λ̂2

1.

Ïîëîæèâ d =
√
a2 + 1, ïîëó÷àåì äëÿ d óðàâíåíèå (2.2) ïðè k = 0

(d+ 1)(3d2 − d+ 2)

d+ 2
=

16δ2

h4
.

Íåòðóäíî ïîêàçàòü, ÷òî ýòî óðàâíåíèå ïðè d > 1 èìååò åäèíñòâåííîå ðåøåíèå äëÿ

âñåõ δ > h2/
√
6 (ïðè æåëàíèè åãî ìîæíî ÿâíî íàéòè, ïîëüçóÿñü ôîðìóëàìè äëÿ

êîðíåé êóáè÷åñêîãî óðàâíåíèÿ). Äëÿ λ̂1 è λ̂2 ïîëó÷àåì

λ̂1 =
23/4(2 + d)1/2

(d+ 1)1/4d3/2h5/2
,

λ̂2 =
a2h4λ̂1

16
=

(d2 − 1)h4λ̂1

16
.
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Ñëåäîâàòåëüíî, ïðè δ > h2/
√
6

E(0, 2, h, δ) = λ̂1δ
2 + λ̂2 = λ̂1

(
δ2 +

(d2 − 1)h4

16

)
=

(d+ 1)3/4
√
d

25/4
√
d+ 2

h3/2.

Ïîñòðîèì òåïåðü îïòèìàëüíûé ìåòîä âîññòàíîâëåíèÿ x0. Èìååì

Fx̂(t) =
h3

λ̂1h4 + 4λ̂2(1− cos t)2
=

h3

4λ̂2

1

λ2 + (1− cos t)2

=
ih3

8λλ̂2

(
1

1 + iλ− cos t
− 1

1− iλ− cos t

)
,

ãäå

λ =
h2

2

√
λ̂1

λ̂2

=
2√

d2 − 1
.

Âûáåðåì |µ| < 1 èç óñëîâèÿ
1 + µ2

2µ
= 1 + iλ.

Ïîëó÷èì

µ =

(
1−

√
2

d+ 1

)(
1− i

√
2

d− 1

)
.

Èç (3.12) èìååì

1

1 + iλ− cos t
− 1

1 + iλ− cos t
=
∑
j∈Z

(
2µ

1− µ2
µ|j| − 2µ

1− µ2µ
|j|
)
eijt.

Ïîýòîìó

x̂j =
ih3

8λλ̂2

(
2µ

1− µ2
µ|j| − 2µ

1− µ2µ
|j|
)

= − 4

h
√
d2 − 1λ̂1

Im
µ|j|+1

1− µ2
.

Ñëó÷àé k = 1 ðàññìàòðèâàåòñÿ àíàëîãè÷íî. Òåîðåìà äîêàçàíà.
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