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ÎÏÒÈÌÀËÜÍÎÅ ÂÎÑÑÒÀÍÎÂËÅÍÈÅ ÐÅØÅÍÈß

ÂÎËÍÎÂÎÃÎ ÓÐÀÂÍÅÍÈß ÏÎ ÍÅÒÎ×ÍÛÌ

ÍÀ×ÀËÜÍÛÌ ÄÀÍÍÛÌ

Í. Ä. ÂÛÑÊ, Ê. Þ. ÎÑÈÏÅÍÊÎ

Àííîòàöèÿ. Â ðàáîòå ðàññìàòðèâàåòñÿ çàäà÷à îïòèìàëüíîãî
âîññòàíîâëåíèÿ ðåøåíèÿ âîëíîâîãî óðàâíåíèÿ ïî ïðèáëèæåí-
íûì çíà÷åíèÿì êîýôôèöèåíòîâ Ôóðüå ôóíêöèè, çàäàþùåé íà-
÷àëüíóþ ôîðìó ñòðóíû. Ïðèâîäèòñÿ ðåøåíèå áîëåå îáùåé çà-
äà÷è âîññòàíîâëåíèÿ îïåðàòîðà, îïðåäåëåííîãî íà âåñîâîì ïðî-
ñòðàíñòâå âåêòîðîâ èç l2, ïî ïðèáëèæåííûì çíà÷åíèÿì êîîðäè-
íàò ýòèõ âåêòîðîâ.

1. Ïîñòàíîâêà çàäà÷è

Ðàññìîòðèì âîëíîâîå óðàâíåíèå ñ íóëåâûìè ãðàíè÷íû-
ìè óñëîâèÿìè è íóëåâîé íà÷àëüíîé ñêîðîñòüþ

(1)

utt = uxx,

u(0, t) = u(π, t) = 0,

u(x, 0) = f(x),

ut(x, 0) = 0.

Êàê èçâåñòíî, òî÷íîå ðåøåíèå ýòîé çàäà÷è èìååò âèä

(2) u(x, t) =
∞∑
j=1

aj(f) cos jt sin jx,

ãäå

aj(f) =
2

π

∫ π

0

f(x) sin jx dx

� êîýôôèöèåíòû Ôóðüå ôóíêöèè f(x).
Ïðåäïîëîæèì, ÷òî f(·) ∈ W n

2 ([0, π]), ãäå

W n
2 ([0, π]) = { f(·) ∈ L2([0, π]) : f

(n−1)(·) àáñ. íåïð. íà [0, π],

‖f (n)(·)‖L2([0,π]) ≤ 1 },

Ðàáîòà âûïîëíåíà ïðè ôèíàíñîâîé ïîääåðæêå Ðîññèéñêîãî ôîíäà ôóí-
äàìåíòàëüíûõ èññëåäîâàíèé (ãðàíòû �05-01-00275, �05-01-00261 è �06-01-
81004).
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à

‖g(·)‖L2([0,π]) =

√
2

π

∫ π

0

|g(x)|2 dx.

Áóäåì ñ÷èòàòü, ÷òî íàì èçâåñòíû ïðèáëèæåííûå çíà-
÷åíèÿ ïåðâûõ N êîýôôèöèåíòîâ Ôóðüå ôóíêöèè f(·)
y1, . . . , yN , ïðè÷åì

(3)
N∑
j=1

|aj(f)− yj|2 ≤ δ2, δ > 0.

Ïîñòàâèì çàäà÷ó ïîèñêà îïòèìàëüíîãî ìåòîäà âîññòàíîâ-
ëåíèÿ ðåøåíèÿ çàäà÷è (1) â ìîìåíò âðåìåíè T íà êëàññå
W n

2 ([0, π]) ïî èíôîðìàöèîííîìó îïåðàòîðó FN
δ , êîòîðûé

êàæäîé ôóíêöèè f(·) ∈ W n
2 ([0, π]) ñîïîñòàâëÿåò íåêîòî-

ðûé âåêòîð y = (y1, . . . , yN), óäîâëåòâîðÿþùèé óñëîâèþ
(3).
Â êà÷åñòâå ìåòîäîâ âîññòàíîâëåíèÿ áóäåì ðàññìàòðè-

âàòü ïðîèçâîëüíûå îïåðàòîðû ϕ : RN → L2([0, π]). Ïî-
ãðåøíîñòüþ âîññòàíîâëåíèÿ äëÿ äàííîãî ìåòîäà ϕ íà-
çîâåì âåëè÷èíó

e(T,W n
2 ([0, π]), F

N
δ , ϕ)

= sup
f(·)∈Wn

2 ([0,π]), y=(y1,...,y)∈RN∑N
j=1 |aj(f)−yj |2≤δ2

‖u(·, T )− ϕ(y)(·)‖L2([0,π]).

Âåëè÷èíà

E(T,W n
2 ([0, π]), F

N
δ ) = inf

ϕ : RN→L2([0,π])
e(T,W n

2 ([0, π]), F
N
δ , ϕ)

íàçûâàåòñÿ ïîãðåøíîñòüþ îïòèìàëüíîãî âîññòàíîâëå-

íèÿ, à ìåòîä, íà êîòîðîì äîñòèãàåòñÿ íèæíÿÿ ãðàíü, íà-
çûâàåòñÿ îïòèìàëüíûì ìåòîäîì âîññòàíîâëåíèÿ.
Â îñíîâå ðåøåíèÿ ñôîðìóëèðîâàííîé çàäà÷è ëåæèò ìå-

òîäèêà îïòèìàëüíîãî âîññòàíîâëåíèÿ ëèíåéíûõ îïåðàòî-
ðîâ, ðàçðàáîòàííàÿ â ðàáîòàõ [1] è [2] (ñì. òàêæå [3]). Ñó-
ùåñòâåííóþ ÷àñòü â ýòîé ìåòîäèêå ñîñòàâëÿåò ñâåäåíèå
èñõîäíîé çàäà÷è ê çàäà÷å ìèíèìèçàöèè ñ îãðàíè÷åíèÿìè,
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ñâîäÿùåéñÿ â ðàññìàòðèâàåìîì ñëó÷àå ê çàäà÷å ëèíåéíî-
ãî ïðîãðàììèðîâàíèÿ, êîòîðóþ óäàåòñÿ òî÷íî ðåøèòü ñ
ïîìîùüþ ïðèíöèïà Ëàãðàíæà ñíÿòèÿ îãðàíè÷åíèé.
Ðàññìîòðèì òåïåðü áîëåå îáùóþ çàäà÷ó îïòèìàëüíîãî

âîññòàíîâëåíèÿ, ê êîòîðîé ñâîäèòñÿ ïîñòàâëåííàÿ çàäà÷à.
Ïóñòü îïåðàòîð Q : X → l2 çàäàí ðàâåíñòâîì

Qx = (η1x1, η2x2, . . .), j ∈ N,

ãäå x = (x1, x2, . . .) ∈ X, à

X =

{
x = (x1, x2, . . .) : ‖x‖X =

( ∞∑
j=1

νj|xj|2
)1/2

<∞
}
,

νj > 0, j ∈ N. Ïîëîæèì µj = η2j è áóäåì ïðåäïîëà-
ãàòü, ÷òî µj/νj → 0 ïðè j → ∞. Òîãäà ïðè âñåõ x ∈ X
Qx ∈ l2. Íàñ èíòåðåñóåò çàäà÷à âîññòàíîâëåíèÿ îïåðàòî-
ðà Q ïî ïðèáëèæåííûì çíà÷åíèÿì ïåðâûõ N êîìïîíåíò
x1, . . . , xN .
Ê çàäà÷àì ïîäîáíîãî âèäà ñâîäèòñÿ ðÿä çàäà÷ îá îï-

òèìàëüíîì âîññòàíîâëåíèè ïðîèçâîäíûõ [1] è ðåøåíèé
óðàâíåíèé â ÷àñòíûõ ïðîèçâîäíûõ [4], [5]. Â ïåðå÷èñëåí-
íûõ ðàáîòàõ ïîñëåäîâàòåëüíîñòü {µj}j∈N îáëàäàëà ñâîé-
ñòâîì ìîíîòîííîñòè, ÷òî â çíà÷èòåëüíîé ñòåïåíè îáëåã-
÷àëî ïîèñê îïòèìàëüíîãî ìåòîäà âîññòàíîâëåíèÿ. Â äàí-
íîé ðàáîòå ðàññìàòðèâàåòñÿ ñèòóàöèÿ, êîãäà íà ïîñëåäî-
âàòåëüíîñòü {µj}j∈N íàêëàäûâàþòñÿ ìåíåå îãðàíè÷èòåëü-
íûå óñëîâèÿ.
Ïåðåéäåì ê òî÷íîé ïîñòàíîâêå çàäà÷è. Ïîëîæèì

W = {x ∈ X : ‖x‖X ≤ 1 }.

Áóäåì ñ÷èòàòü, ÷òî äëÿ êàæäîãî x ∈ W íàì èçâåñòåí
âåêòîð y = (y1, . . . , yN) òàêîé, ÷òî

‖INx− y‖lN2 =

( N∑
j=1

|xj − yj|2
)1/2

≤ δ

(çäåñü INx = (x1, . . . , xN)). Â êà÷åñòâå ìåòîäîâ âîññòà-
íîâëåíèÿ ðàññìàòðèâàþòñÿ âñåâîçìîæíûå îòîáðàæåíèÿ
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ϕ : lN2 → l2. Ïîãðåøíîñòü âîññòàíîâëåíèÿ äëÿ äàííîãî ìå-
òîäà ϕ îïðåäåëÿåòñÿ ðàâåíñòâîì

e(Q,W, IN , δ, ϕ) = sup
x∈W, y∈lN2
‖INx−y‖lN2

≤δ

‖Qx− ϕ(y)‖l2.

Ïîãðåøíîñòüþ îïòèìàëüíîãî âîññòàíîâëåíèÿ íàçûâàåòñÿ
âåëè÷èíà

E(Q,W, IN , δ) = inf
ϕ : lN2 →l2

e(Q,W, IN , δ, ϕ),

à ìåòîä, íà êîòîðîì äîñòèãàåòñÿ íèæíÿÿ ãðàíü, íàçûâàåò-
ñÿ îïòèìàëüíûì ìåòîäîì âîññòàíîâëåíèÿ îïåðàòîðà Q íà
êëàññå W ïî èíôîðìàöèè IN , çàäàííîé ñ ïîãðåøíîñòüþ
â íîðìå lN2 .

2. Îñíîâíûå ðåçóëüòàòû

Ïðåäïîëîæèì, ÷òî ν1 < . . . < νN , νN+1 < νN+2 < . . .
è limj→+∞ µj/νj = 0. Îáîçíà÷èì ÷åðåç ej, j = 1, 2, . . ., �
ñòàíäàðòíûé áàçèñ â l2

(ej)k =

{
1, k = j,

0, k 6= j,
k = 1, 2, . . . .

Ââåäåì ñëåäóþùèå îáîçíà÷åíèÿ

A = max
1≤j≤N

µj
νj
, B = max

j>N

µj
νj
.

Ïóñòü 1 ≤ p ≤ N , q > N è p ≤ r ≤ N òàêîâû, ÷òî

µp
νp

= A,
µq
νq

= B, µr −Bνr = max
p≤j≤N

(µj −Bνj)

(äëÿ îäíîçíà÷íîñòè áóäåì ñ÷èòàòü, ÷òî p � íàèáîëüøåå,
à q è r � íàèìåíüøèå èç ÷èñåë, îáëàäàþùèõ ñîîòâåòñòâó-
þùèì ñâîéñòâîì). Ïóñòü, êðîìå òîãî, sk+1 � íàèáîëüøåå
èç ÷èñåë òàêèõ, ÷òî sk < sk+1 ≤ r è

µsk+1
− µsk

νsk+1
− νsk

= max
sk<j≤r

µj − µsk
νj − νsk

, k = 0, 1, . . . ,m− 1,
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ãäå s0 = p, sm = r. Ïîëîæèì

Jk =

{
j ∈ N ∩ [1, N ] :

µj
νj
>
µsk+1

− µsk
νsk+1

− νsk

}
, k = 0, . . . ,m− 1,

Jm =

{
j ∈ N ∩ [1, N ] :

µj
νj
> B

}
.

Åñëè íàíåñòè íà ïëîñêîñòü òî÷êè (νj, µj), òî ãåîìåòðè-
÷åñêèé ñìûñë ââåäåííûõ âåëè÷èí âèäåí èç ðèñ. 1, íà êî-
òîðîì m = 3, à D1 � îáëàñòü, â êîòîðóþ ïîïàäàþò òî÷êè
èç ìíîæåñòâà J1.

-
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Ðèñ. 1.

Òåîðåìà 1. Ïðè B ≥ A äëÿ âñåõ δ > 0

E(Q,W, IN , δ) =

√
µq
νq
,

à ìåòîä ϕ̂(y) = 0 � îïòèìàëüíûé. Åñëè B < A, òî

(i) ïðè δ ≥ 1
√
νp

E(Q,W, IN , δ) =

√
µp
νp
,

à ìåòîä ϕ̂(y) = 0 � îïòèìàëüíûé;
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(ii) ïðè
1

√
νsk+1

≤ δ <
1
√
νsk

, k = 0, 1, . . . ,m− 1,

E(Q,W, IN , δ) =

√
µsk

νsk+1
δ2 − 1

νsk+1
− νsk

+ µsk+1

1− δ2νsk
νsk+1

− νsk
,

à ìåòîä

ϕ̂(y) =
∑
j∈Jk

ηj

(
1 +

µsk+1
− µsk

µskνsk+1
− µsk+1

νsk
νj

)−1
yjej

� îïòèìàëüíûé;

(iii) ïðè δ <
1
√
νr

E(Q,W, IN , δ) =

√
µrδ2 + µq

1− δ2νr
νq

,

à ìåòîä

ϕ̂(y) =
∑
j∈Jm

ηj

(
1 +

µq
µrνq − µqνr

νj

)−1
yjej

� îïòèìàëüíûé.

Îòìåòèì, ÷òî ïðè âñåõ δ > 0 çà èñêëþ÷åíèåì òî÷åê
1/
√
νsk , k = 0, 1, . . . ,m, îïòèìàëüíûé ìåòîä íå ìåíÿåòñÿ

ïðè äîñòàòî÷íî ìàëûõ èçìåíåíèÿõ δ è òåì ñàìûì ÿâëÿ-
åòñÿ óñòîé÷èâûì îòíîñèòåëüíî ïîãðåøíîñòè çàäàíèÿ èñ-
õîäíûõ äàííûõ.
Âåðíåìñÿ ê çàäà÷å îïòèìàëüíîãî âîññòàíîâëåíèÿ ðåøå-

íèÿ âîëíîâîãî óðàâíåíèÿ. Åñëè f(·) ∈ W n
2 ([0, π]), òî

f(x) =
∞∑
j=1

aj(f) sin jx,

ãäå
∞∑
j=1

j2na2j(f) ≤ 1,
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ò.å. νj = j2n. Èç (2) âûòåêàåò, ÷òî µj = cos2 jT . Â ñîîòâåò-
ñòâèè ñ ââåäåííûìè îáîçíà÷åíèÿìè

A = max
1≤j≤N

cos2 jT

j2n
=

cos2 pT

p2n
, B = max

j>N

cos2 jT

j2n
=

cos2 qT

q2n
,

r îïðåäåëÿåòñÿ èç óñëîâèÿ

cos2 rT −Br2n = max
p≤j≤N

(cos2 jT −Bj2n),

ïîñëåäîâàòåëüíîñòü sk+1 îïðåäåëÿåòñÿ ðàâåíñòâàìè

cos2 sk+1T − cos2 skT

s2nk+1 − s2nk
= max

sk<j≤r

cos2 jT − cos2 skT

j2n − s2nk
,

k = 0, 1, . . . ,m− 1,

ãäå s0 = p, sm = r, à

Jk =

{
j ∈ N ∩ [1, N ] :

cos2 jT

j2n
>

cos2 sk+1T − cos2 skT

s2nk+1 − s2nk

}
,

k = 0, . . . ,m− 1,

Jm =

{
j ∈ N ∩ [1, N ] :

cos2 jT

j2n
> B

}
.

Èç òåîðåìû 1 âûòåêàåò

Ñëåäñòâèå 1. Ïðè B ≥ A äëÿ âñåõ δ > 0 îïòèìàëüíûé

ìåòîä âîññòàíîâëåíèÿ âîëíîâîãî óðàâíåíèÿ

u(x, T ) ≈ 0,

a äëÿ åãî ïîãðåøíîñòè ñïðàâåäëèâî ðàâåíñòâî

E(T,W n
2 ([0, π]), F

N
δ ) =

| cos qT |
qn

.

Åñëè B < A, òî

(i) ïðè δ ≥ p−n

E(T,W n
2 ([0, π]), F

N
δ ) =

| cos pT |
pn

,

à ìåòîä u(x, T ) ≈ 0 � îïòèìàëüíûé;
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(ii) ïðè s−nk+1 ≤ δ < s−nk , k = 0, 1, . . . ,m− 1,

E(T,W n
2 ([0, π]), F

N
δ ) =

√
s2nk+1δ

2 − 1

s2nk+1 − s2nk
cos2 skT +

1− δ2s2nk
s2nk+1 − s2nk

cos2 sk+1T ,

à ìåòîä

u(x, T )

≈
∑
j∈Jk

(
1 +

cos2 sk+1T − cos2 skT

s2nk+1 cos
2 skT − s2nk cos2 sk+1T

j2n
)−1

yj cos jT sin jx

� îïòèìàëüíûé;

(iii) ïðè δ < r−n

E(T,W n
2 ([0, π]), F

N
δ ) =

√
δ2 cos2 rT +

1− δ2r2n
q2n

cos2 qT ,

à ìåòîä

u(x, T ) ≈
∑
j∈Jm

(
1 +

cos2 qT

q2n cos2 rT − r2n cos2 qT
j2n
)−1

yj cos jT sin jx

� îïòèìàëüíûé.

3. Äîêàçàòåëüñòâà

Íà÷íåì ñ îäíîãî âñïîìîãàòåëüíîãî ðåçóëüòàòà, îïèñû-
âàþùåãî ñâîéñòâà ïîñëåäîâàòåëüíîñòåé {µsk} è {νsk}.

Ëåììà 1. Ïîñëåäîâàòåëüíîñòè{
µsk
νsk

}
è

{
µsk+1

− µsk
νsk+1

− νsk

}
ñòðîãî ìîíîòîííî óáûâàþò è ïðè âñåõ 1 ≤ j < sk

(4)
µsk − µj
νsk − νj

≥
µsk − µsk−1

νsk − νsk−1

.

Äîêàçàòåëüñòâî. Äîêàæåì, ÷òî ïîñëåäîâàòåëüíîñòü {µsk/νsk}
ñòðîãî ìîíîòîííî óáûâàåò. Èç îïðåäåëåíèÿ p ñëåäóåò, ÷òî

µp
νp

=
µs0
νs0

>
µsi
νsi
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äëÿ âñåõ i ≥ 1. Â ïðåäïîëîæåíèè, ÷òî

(5)
µsk−1

νsk−1

>
µsi
νsi

äëÿ âñåõ i ≥ k, äîêàæåì, ÷òî

(6)
µsk
νsk

>
µsi
νsi

äëÿ âñåõ i ≥ k + 1. Èç îïðåäåëåíèÿ sk ñëåäóåò, ÷òî äëÿ
âñåõ i ≥ k + 1

µsk − µsk−1

νsk − νsk−1

>
µsi − µsk−1

νsi − νsk−1

.

Îòñþäà

µskνsi − µskνsk−1
− µsk−1

νsi > µsiνsk − µsk−1
νsk − µsiνsk−1

.

Ñëåäîâàòåëüíî,

νskνsi

(
µsk
νsk
− µsi
νsi

)
> νsiνsk−1

(
µsk−1

νsk−1

− µsi
νsi

)
− νsk−1

νsk

(
µsk−1

νsk−1

− µsk
νsk

)
.

Â ñèëó (5) è òîãî, ÷òî νsi > νsk , èìååì

νskνsi

(
µsk
νsk
− µsi
νsi

)
> νskνsk−1

(
µsk−1

νsk−1

− µsi
νsi
−
µsk−1

νsk−1

+
µsk
νsk

)
= νskνsk−1

(
µsk
νsk
− µsi
νsi

)
.

Ñëåäîâàòåëüíî, âûïîëíåíî íåðàâåíñòâî (6).
Èç âûáîðà ïîñëåäîâàòåëüíîñòè sk ñëåäóåò, ÷òî

µsk+1
− µsk−1

νsk+1
− νsk−1

<
µsk − µsk−1

νsk − νsk−1

.

Îòñþäà

µsk+1
− µsk−1

< (µsk − µsk−1
)
νsk+1

− νsk−1

νsk − νsk−1

.
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Òîãäà

µsk+1
− µsk = (µsk+1

− µsk−1
)− (µsk − µsk−1

)

< (µsk−µsk−1
)

(
νsk+1

− νsk−1

νsk − νsk−1

− 1

)
= (µsk−µsk−1

)
νsk+1

− νsk
νsk − νsk−1

.

Ñëåäîâàòåëüíî,

µsk+1
− µsk

νsk+1
− νsk

<
µsk − µsk−1

νsk − νsk−1

.

Äëÿ äîêàçàòåëüñòâà íåðàâåíñòâà (4) ïîêàæåì ñíà÷àëà,
÷òî

(7)
µsk − µj
νsk − νj

≥
µsk − µsk−1

νsk − νsk−1

ïðè sk−1 ≤ j < sk. Èç îïðåäåëåíèÿ sk âûòåêàåò, ÷òî

µj − µsk−1

νj − νsk−1

≤
µsk − µsk−1

νsk − νsk−1

.

Ñëåäîâàòåëüíî,

µj ≤ µsk−1
+ (µsk − µsk−1

)
νj − νsk−1

νsk − νsk−1

.

Òåì ñàìûì

µsk − µj ≥ µsk − µsk−1
− (µsk − µsk−1

)
νj − νsk−1

νsk − νsk−1

= (µsk − µsk−1
)
νsk − νj
νsk − νsk−1

.

Îòñþäà âûòåêàåò (7). Ïóñòü j < sk−1. Çàìåòèì ñíà÷àëà,
÷òî ïîñëåäîâàòåëüíîñòü {µsk} ìîíîòîííî âîçðàñòàåò. Äåé-
ñòâèòåëüíî, åñëè ïðè íåêîòîðîì k µsk−1

> µsk , òî

µsk − µsk−1

νsk − νsk−1

< 0,

à â ñèëó ìîíîòîííîãî óáûâàíèÿ è

µsm − µsm−1

νsm − νsm−1

< 0,

ò.å. µsm−1
> µsm = µr. Òîãäà

µsm−1
−Bνsm−1

≥ µsm−1
−Bνr > µr −Bνr,
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÷òî ïðîòèâîðå÷èò îïðåäåëåíèþ ÷èñëà r. Òåïåðü ïîêàæåì,
÷òî äëÿ âñåõ i < sk µi ≤ µsk . Ïóñòü l ≤ k è sl−1 < i < sl.
Òîãäà µi ≤ µsl, òàê êàê, ïðåäïîëîæèâ ïðîòèâíîå, ïîëó÷èì

µi − µsl−1

νi − νsl−1

>
µsl − µsl−1

νi − νsl−1

≥
µsl − µsl−1

νsl − νsl−1

,

÷òî ïðîòèâîðå÷èò îïðåäåëåíèþ sl. Òàêèì îáðàçîì, µi ≤
µsl ≤ µsk . Â ñèëó òîãî, ÷òî j < sk−1, èç äîêàçàííîãî âû-
òåêàåò, ÷òî µj ≤ µsk−1

. Èìååì

µsk − µsk−1
≤ µsk − µj ≤ (µsk − µj)

νsk − νsk−1

νsk − νj
,

îòêóäà âûòåêàåò (7). �

Äîêàçàòåëüñòâî òåîðåìû 1. Ðàññìîòðèì ýêñòðåìàëüíóþ
çàäà÷ó

∞∑
j=1

µj|xj|2 → max,
N∑
j=1

|xj|2 ≤ δ2,

∞∑
j=1

νj|xj|2 ≤ 1.

Ïîëîæèì uj = |xj|2, j ∈ N, è ïåðåïèøåì ýòó çàäà÷ó òàê:
(8)
∞∑
j=1

µjuj → max,
N∑
j=1

uj ≤ δ2,
∞∑
j=1

νjuj ≤ 1, uj ≥ 0.

Ââåäåì ôóíêöèþ Ëàãðàíæà äëÿ ýòîé çàäà÷è

L(u, λ1, λ2) =
N∑
j=1

(−µj+λ1+λ2νj)uj+
∞∑

j=N+1

(−µj+λ2νj)uj,

ãäå u = {uj}j∈N, à λ1, λ2 � ìíîæèòåëè Ëàãðàíæà.
Èç ðàáîòû [2] (ñì. òàêæå [3]) âûòåêàåò, ÷òî åñëè íàé-

äóòñÿ òàêèå λ̂1, λ̂2 ≥ 0, ÷òî äëÿ äîïóñòèìîé â çàäà÷å (8)
ïîñëåäîâàòåëüíîñòè û = {ûj}j∈N âûïîëíåíû óñëîâèÿ

(a) min
uj≥0
L(u, λ̂1, λ̂2) = L(û, λ̂1, λ̂2),

(b) λ̂1

( N∑
j=1

ûj − δ2
)

= 0, λ̂2

( ∞∑
j=1

νjûj − 1

)
= 0,
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òî û � ðåøåíèå çàäà÷è (8), à åå çíà÷åíèå ðàâíî λ̂1δ
2+ λ̂2.

Åñëè ïðè ýòîì äëÿ âñåõ y ∈ lN2 ñóùåñòâóåò ðåøåíèå xy
ýêñòðåìàëüíîé çàäà÷è

(9) λ̂1‖INx− y‖2lN2 + λ̂2‖x‖2X → min, x ∈ X,
òî

(10) E(Q,W, IN , δ) =

√
λ̂1δ2 + λ̂2,

à ìåòîä
ϕ̂(y) = Qxy

ÿâëÿåòñÿ îïòèìàëüíûì.
Çàäà÷à (9) ìîæåò áûòü çàïèñàíà â âèäå

N∑
j=1

(
λ̂1(xj − yj)2 + λ̂2νjx

2
j

)
+λ̂2

∞∑
j=N+1

νjx
2
j → min, x ∈ X.

Íåòðóäíî óáåäèòüñÿ, ÷òî ïðè ôèêñèðîâàííûõ λ̂1 è λ̂2 åå
ðåøåíèå åñòü

xy =
N∑
j=1

λ̂1

λ̂1 + λ̂2νj
yjej.

Ïîýòîìó äîñòàòî÷íî íàéòè λ̂1, λ̂2 ≥ 0 è äîïóñòèìóþ â (8)
ïîñëåäîâàòåëüíîñòü û = {ûj}j∈N. äëÿ êîòîðûõ áóäóò âû-
ïîëíåíû óñëîâèÿ (a) è (b). Ïðè ýòîì ìåòîä

(11) ϕ̂(y) =
N∑
j=1

ηj
λ̂1

λ̂1 + λ̂2νj
yjej

áóäåò îïòèìàëüíûì.
Ïóñòü B ≥ A. Ïîëîæèì λ̂1 = 0,

λ̂2 =
µq
νq
, ûq =

1

νq
, ûj = 0, j 6= q.

Ëåãêî ïðîâåðèòü, ÷òî ïîñëåäîâàòåëüíîñòü {ûj} � äîïó-
ñòèìàÿ è âûïîëíåíû óñëîâèÿ (b). Èìååì

L(u, λ̂1, λ̂2) =
∞∑
j=1

(
−µj +

µq
νq
νj

)
uj =

∞∑
j=1

νj

(
µq
νq
− µj
νj

)
uj ≥ 0,
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òàê êàê

B =
µq
νq
≥ max

j∈N

µj
νj

= A.

Â ñèëó òîãî, ÷òî L(û, λ̂1, λ̂2) = 0, óñëîâèå (a) âûïîëíåíî.

Ïóñòü B < A. Íà÷íåì ñî ñëó÷àÿ (i). Ïîëîæèì λ̂1 = 0,

λ̂2 =
µp
νp
, ûp =

1

νp
, ûj = 0, j 6= p.

Çäåñü òàêæå ëåãêî ïðîâåðÿåòñÿ, ÷òî ïîñëåäîâàòåëüíîñòü
{ûj} � äîïóñòèìàÿ è âûïîëíåíû óñëîâèÿ (b). Äëÿ ýòîãî
ñëó÷àÿ

L(u, λ̂1, λ̂2) =
∞∑
j=1

(
−µj +

µp
νp
νj

)
uj =

∞∑
j=1

νj

(
µp
νp
− µj
νj

)
uj ≥ 0,

òàê êàê
µp
νp

= max
j∈N

µj
νj

= A > B = max
j>N

µj
νj
.

Ïîñêîëüêó L(û, λ̂1, λ̂2) = 0, óñëîâèå (a) âûïîëíåíî.
Ïåðåéäåì ê ñëó÷àþ (ii). Ïóñòü

(12)
1

√
νsk+1

≤ δ <
1
√
νsk
.

Ïîëîæèì ûj = 0 ïðè j 6= sk, sk+1, à ûsk è ûsk+1
âûáåðåì èç

óñëîâèÿ

ûsk + ûsk+1
= δ2,(13)

νskûsk + νsk+1
ûsk+1

= 1.(14)

Òîãäà

ûsk =
νsk+1

δ2 − 1

νsk+1
− νsk

, ûsk+1
=

1− νskδ2

νsk+1
− νsk

.

Â ñèëó (12) è (13) ïîñëåäîâàòåëüíîñòü {ûj} � äîïóñòèìàÿ
â çàäà÷å (8). Ïîëîæèì

λ̂1 = µsk −
µsk+1

− µsk
νsk+1

− νsk
νsk, λ̂2 =

µsk+1
− µsk

νsk+1
− νsk

.
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Ïîêàæåì ñíà÷àëà, ÷òî λ̂1, λ̂2 > 0. Èìååì

λ̂1 =
µskνsk+1

− µsk+1
νsk

νsk+1
− νsk

=
νskνsk+1

νsk+1
− νsk

(
µsk
νsk
−
µsk+1

νsk+1

)
> 0,

òàê êàê ïî ëåììå 1 ïîñëåäîâàòåëüíîñòü {µsk/νsk} ìîíî-
òîííî óáûâàåò. Èç îïðåäåëåíèÿ r ñëåäóåò, ÷òî µr−Bνr >
µsm−1

−Bνsm−1
. Òåì ñàìûì, ïîñêîëüêó sm = r,

µsm − µsm−1

νsm − νsm−1

> B.

Èç ìîíîòîííîãî óáûâàíèÿ ïîñëåäîâàòåëüíîñòè{
µsk+1

− µsk
νsk+1

− νsk

}
âûòåêàåò, ÷òî

(15) λ̂2 > B ≥ 0.

Èç (13) âûòåêàåò, ÷òî óñëîâèå (b) âûïîëíåíî. Äîêàæåì,
÷òî óñëîâèå (a) òîæå âûïîëíåíî. Ïîêàæåì, ÷òî ïðè âñåõ
uj ≥ 0

(16) L(u, λ̂1, λ̂2) ≥ 0.

Åñëè j > N , òî, ó÷èòûâàÿ (15),

−µj + λ̂2νj = νj

(
λ̂2 −

µj
νj

)
> νj

(
B − µj

νj

)
≥ 0.

Åñëè sk ≤ j ≤ N , òî

−µj + λ̂1 + λ̂2νj = (νj − νsk)
(
µsk+1

− µsk
νsk+1

− νsk
− µj − µsk
νj − νsk

)
≥ 0

â ñèëó îïðåäåëåíèÿ sk. Ïðè 1 ≤ j < sk, ó÷èòûâàÿ (4),
èìååì

−µj+ λ̂1+ λ̂2νj = (νsk−νj)
(
µsk − µj
νsk − νj

−
µsk+1

− µsk
νsk+1

− νsk

)
≥ 0.

Òåì ñàìûì íåðàâåíñòâî (16) äîêàçàíî, à òàê êàê

L(û, λ̂1, λ̂2) = 0, òî äîêàçàíî è âûïîëíåíèå óñëîâèÿ (a).
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Òàêèì îáðàçîì, ïîäñòàâëÿÿ λ̂1 è λ̂2 â (10) è (11), ïîëó-
÷àåì ïîãðåøíîñòü îïòèìàëüíîãî âîññòàíîâëåíèÿ è îïòè-
ìàëüíîñòü ìåòîäà

ϕ(y) =
N∑
j=1

ηj

(
1 +

µsk+1
− µsk

µskνsk+1
− µsk+1

νsk
νj

)−1
yjej.

Ïîêàæåì, ÷òî ìåòîä, â êîòîðîì ñóììèðîâàíèå áåðåòñÿ
íå ïî âñåì 1 ≤ j ≤ N , à ëèøü èç ìíîæåñòâà Jk, òîæå
áóäåò îïòèìàëüíûì. Ïóñòü

Jk = {i1, . . . , iÑ}.
Ðàññìîòðèì òó æå çàäà÷ó îïòèìàëüíîãî âîññòàíîâëåíèÿ,
íî ñ èíôîðìàöèîííûì îïåðàòîðîì

IJkx = (xi1, . . . , xiÑ ).

Èç ëåììû 1 âûòåêàåò, ÷òî ïðè âñåõ j = 0, 1, . . . , k

µsj
νsj

>
µsj − µsj−1

νsj − νsj−1

>
µsk+1

− µsk
νsk+1

− νsk
.

Ïîýòîìó äëÿ íîâîãî èíôîðìàöèîííîãî îïåðàòîðà IJk ïî-
ñëåäîâàòåëüíîñòü sj, j = 0, 1, . . . , m̃, m̃ ≥ k, îñòàíåòñÿ
áåç èçìåíåíèé. Äàëåå, âîçìîæíû äâà ñëó÷àÿ: m̃ > k è
m̃ = k. Ðàññìîòðèì ïåðâûé èç íèõ (âòîðîé áóäåò âûòå-
êàòü èç àíàëîãè÷íûõ ðàññóæäåíèé äëÿ ñëó÷àÿ (iii)). Ïî
óæå äîêàçàííîìó ïîãðåøíîñòü îïòèìàëüíîãî âîññòàíîâ-
ëåíèÿ â ñëó÷àå, êîãäà

1
√
νsk+1

≤ δ <
1
√
νsk
,

çàâèñèò ëèøü îò äâóõ òî÷åê (µsk, νsk) è (µsk+1
, νsk+1

). Ïî-
ýòîìó

E(Q,W, IJk, δ) = E(Q,W, IN , δ),

à ìåòîä

ϕ̂(ỹ) =
Ñ∑
j=1

ηij

(
1 +

µsk+1
− µsk

µskνsk+1
− µsk+1

νsk
νij

)−1
yijeij ,

ỹ = (yi1, . . . , yiÑ ),
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� îïòèìàëüíûé. Îöåíèì ýòîò ìåòîä äëÿ ñëó÷àÿ, êîãäà
çàäàí èíôîðìàöèîííûé îïåðàòîð IN . Ïóñòü x ∈ W , y ∈
lN2 è ‖INx−y‖lN2 ≤ δ. Òîãäà è ‖IJkx− ỹ‖lÑ2 ≤ δ. Òåì ñàìûì

‖Q−ϕ̂(y)‖l2 = ‖Q−ϕ̂(ỹ)‖l2 ≤ E(Q,W, IJk, δ) = E(Q,W, IN , δ).

Ýòî îçíà÷àåò, ÷òî ìåòîä ϕ̂ ÿâëÿåòñÿ îïòèìàëüíûì è äëÿ
èíôîðìàöèîííîãî îïåðàòîðà IN .
Â ñëó÷àå (iii) ïîëîæèì

λ̂1 = µr −
µq
νq
νr, λ̂2 =

µq
νq
, ûr = δ2, ûq =

1− δ2νr
νq

,

ûj = 0, j 6= r, q.

Èç îïðåäåëåíèÿ r âûòåêàåò, ÷òî

λ̂1 > µp −Bνp = νp(A−B) > 0.

Ëåãêî óáåäèòüñÿ â äîïóñòèìîñòè ïîñëåäîâàòåëüíîñòè
{ûj} è â âûïîëíåíèè óñëîâèÿ (b). Ïîñêîëüêó è çäåñü

L(û, λ̂1, λ̂2) = 0, òî äëÿ äîêàçàòåëüñòâà âûïîëíåíèÿ óñëî-
âèÿ (a) îñòàåòñÿ äîêàçàòü, ÷òî ïðè âñåõ uj ≥ 0 èìååò ìåñòî
íåðàâåíñòâî (16). Ôóíêöèÿ Ëàãðàíæà â ðàññìàòðèâàåìîì
ñëó÷àå èìååò âèä

L(u, λ̂1, λ̂2) =
N∑
j=1

(
−µj + µr −

µq
νq
νr +

µq
νq
νj

)
uj

+
∞∑

j=N+1

(
−µj +

µq
νq
νj

)
uj =

N∑
j=1

((
µr −

µq
νq
νr

)
−
(
µj −

µq
νq
νj

))
uj

+
∞∑

j=N+1

νj

(
µq
νq
− µj
νj

)
uj.

Êàæäîå ñëàãàåìîå â ïåðâîé ñóììå íåîòðèöàòåëüíî â ñè-
ëó îïðåäåëåíèÿ r, à êàæäîå ñëàãàåìîå âòîðîé ñóììû � â
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ñèëó îïðåäåëåíèÿ q. Ïîäñòàâëÿÿ λ̂1 è λ̂2 â (10) è (11), ïî-
ëó÷àåì ïîãðåøíîñòü îïòèìàëüíîãî âîññòàíîâëåíèÿ è îï-
òèìàëüíîñòü ìåòîäà

(17) ϕ(y) =
N∑
j=1

ηj

(
1 +

µq
µrνq − µqνr

νj

)−1
yjej.

Ðàññóæäåíèÿ, àíàëîãè÷íûå òåì, êîòîðûå ïðîâîäèëèñü
ïðè äîêàçàòåëüñòâå ñëó÷àÿ (ii), ïîêàçûâàþò, ÷òî â ìåòî-
äå (17) ìîæíî îòáðîñèòü òî÷êè (νj, µj) /∈ Jm. Ïðè ýòîì
ïîëó÷åííûé ìåòîä òîæå áóäåò îïòèìàëüíûì, à ÷èñëî èñ-
ïîëüçóåìûõ èñõîäíûõ äàííûõ, âîîáùå ãîâîðÿ, ñîêðàòèò-
ñÿ. �
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